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PREDGOVOR

Osnovna karakteristika savremenog, postindustrijskog drustva je postojanje
velikog broja slozenih sistema, kao $to su tehnolosko — proizvodni sistemi,
energetski sistemi, komunikacioni sistemi, transportni sistemi, oruzani sistemi,
razni sistemi u poljoprivredi, industriji, u oblasti usluga, obrazovanja, i dr.

Postojeci sistemi se karakteriSu velikom slozeno$c¢u koja proizilazi iz njihove
strukture, resursa i procesa koji se u njima odvijaju. MenadZeri koji upravljaju
njima se suocavaju sa stalnim pritiskom vezanim za donosenje najboljih odluka.

U ovakvim uslovima, upravljanje se mora vrsiti metodi¢no, sa programom
koji podrazumeva planiranje odluka, odnosno izrada plana i upravljanje
realizacijom plana.

Operaciona istrazivanja su nastala upravo na tim temeljima i zahtevima sa
ciljem da primenom postojecih i razvojem novih nau¢nih metoda na kvantitativnim
osnovama daju odgovore po pitanju najboljeg funkcionisanja slozenih sistema u
postojecim uslovima. Danas postoji ¢itav niz raznih nau¢nih metoda i tehnika koje
su razvijene i koje imaju primenu kod reSavanja raznih problema upravljanja
sistemima.

Metode i tehnike operacionih istrazivanja su prvenstveno namenjene
donosiocima odluka (menadzeri), ali i ekspertima i specijalistima koji dobro
poznaju prirodu problema koji se resava 1 koji, zajedno sa menadzerima, trebaju
biti ukljuceni u ceo proces donoSenja optimalnih odluka.

U ovoj knjizi su obradene odredene metode i tehnike operacionih istrazivanja
koje se danas koristi, kako u svetu, tako i kod nas. Udzbenik Operaciona
istrazivanja 1 je svojom namenom i sadrzajem prilagoden nastavnom programu
istoimenog predmeta na Tehnickom Fakultetu u Boru, Univerziteta u Beogradu.
Knjiga razmatra slede¢e metode i tehnike: linearno programiranje, nelinearno
programiranje, dinamicko programiranje i optimalno rezerviranje sa ciljem da pruzi
studentima, stru¢njacima i menadZerima potrebna znanja iz ove oblasti kako bi Sto
uspesnije upravljali raznim procesima, Sistemima i organizacijama u praksi.

Koristimo priliku da se zahvalimo recenzentima na korisnim sugestijama
tokom pripreme rukopisa kao i ostalim ucesnicima koji su doprineli kvalitetnom
oblikovanju teksta. Autori ¢e biti posebno zahvalni svima onima koji svojim
sugestijama i predlozima doprinose poboljsanju ponudenog teksta.

Autori
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UvOD

Predmet izuCavanja operacionih istrazivanja su organizacioni sistemi, koji su
definisani svojom strukturom, resursima i procesima koji se u njima odvijaju. Bitna
odrednica je namera da se pronadu najbolje odluke u upravljanju operacijama koje
se preduzimaju radi ostvarenja utvrdenih ciljeva sistema. Obzirom da se bave
istraZivanjem operacija u organizacionim sistemima, otuda i poti¢e ime operaciona
istrazivanja. Opstost operacionih istrazivanja se ogleda u tome da se primenjuju na
sve tipove organizacionih sistema: poslovne, industrijske, poljoprivredne, vojne,
zdravstvene, obrazovne, vladine i sli¢no. Korisnici operacionih istrazivanja su
donosioci odluka (menadzeri), €iji je zadatak da efikasno i efektivno upravljaju
organizacionim sistemima. Operaciona istrazivanja su veoma bliska, i moze se reéi
sinonimna, pojmu nauka o menadzmentu, tako da se u anglosaksonskoj literaturi
Cesto srece akronim OR/MS (Operations Research / Management Science), a
Ameri¢ko udruZenje za operaciona istrazivanja se naziva Institut za operaciona
istrazivanja i nauku o menadzmentu (INFORMS—Institute for Operations Research
and Management Science).

Operaciona istrazivanja obuhvataju veci broj kvantitativnih metoda i tehnika
za reSavanje konkretnih problema, koje se jo§ uvek razvijaju. I prema koriS¢enim
metodama 1 tehnikama, i prema sadrzaju problema koje reSavaju, operaciona
istrazivanja obuhvataju tako Siroke oblasti da je vrlo tesko dati njihovu celovitu i
preciznu definiciju. Zbog toga svi pokuSaji definisanja operacionih istrazivanja
polaze od isticanja njihovog predmeta istrazivanja, cilja, metoda i tehnika koje
koriste, da bi se, na osnovu odredenih karakteristika, dala njihova opisna definicija.
Odgovor na pitanje Sta su operaciona istrazivanja mogu dati slede¢e konstatacije:

- Operaciona istraZzivanja su skup modela, kvantitativnih metoda i algoritama,
pomocu kojih se odreduje najpovoljnije reSenje sloZzenih problema iz svih
oblasti delovanja ljudi.

- Operaciona istraZivanja predstavljaju nau¢ni pristup donosenja odluka, kojim se
istrazuje kako na najbolji nacin dizajnirati 1 funkcionisati sistem, obi¢no pod
uslovima postojanja potrebe za alokacijom oskudnih resursa.

- Predmet kojim se bave operaciona istraZivanja vezan je za upravljanje
organizacionim, tehni¢kim i drugim sistemima s ciljem istrazivanja optimalnih
rezultata za pripremanje i donoSenje upravljackih odluka i prac¢enje njihovog
sprovodenja u odnosu na planirane ili ocekivane efekte.

- Operaciona istrazivanja se bave modeliranjem deterministi¢kih i stohastickih

......

njima.
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- Posto stru¢njak u oblasti operacionih istrazivanja sistematski trazi i utvrduje
optimalnu od raspolozivih moguénosti, moze da se nada da ¢e time pruziti bolji
putokaz nego zastareli uobicajeni iskustveni metod.

“Primena naucnih metoda u kompleksnim problemima vezanim za
upravljanje velikim sistemima ljudi, masina, materijala i nov¢anih sredstava u
industriji, poslovanju, javnoj upravi i vojnoj industriji” je definicija koja se nalazi u
zaglavlju svakog broja jednog od najuglednijih nauc¢nih Casopisa za operaciona
istrazivanja: Journals of Operation Research. U pitanju je takav naucni pristup koji
u sebi ukljucuje merenje odredenih faktora, sa kojima se predvidaju i porede ishodi
alternativnih odluka, strategija i upravljackih akcija.

Glavni cilj je pomo¢i donosiocu odluka da nau¢no odabere svoj vid politike i
nacin upravljanja. Da bi se odredila optimalna politika ili odlu¢ivanje, primenjuju
se razne nau¢ne metode i tehnike, i to:

Matematicko programiranje se Koristi za nalaZzenje minimalne ili maksimalne
vrednosti funkcija cilja viSe promenjivih pri zadatim ograni¢enjima. Tu spadaju:

— linearno programiranje,

— celobrojno programiranje,

— kvadratno programiranje,

— nelinearno programiranje,

— geometrijsko programiranje,

— dinamicko programiranje,

— stohasti¢ko programiranje,

— mrezno planiranje,

— teorija igara.

Stohasticki procesi se koriste u opisivanju skupa slucajnih promenjivih kojima je
poznata distribucija verovatnoce. U ovu grupu spadaju:

— teorija odlucivanja,

— Markovljevi procesi,

— redovi ¢ekanja,

— upravljanje zalihama,

— teorija simulacije,

— teorija pouzdanosti.

Statisticke metode omogucavaju analiziranje eksperimentalnih podataka i, uz
izgradnju empirijskih modela, dobijanje najtacnije predstavljanje fizikalnosti
problema, kako bi se dobila aproksimacija stvame situacije, kao sto je:

— regresiona analiza,

— Kklaster analiza,

— planiranje eksperimenata,

— faktorska analiza.
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U ovoj knjizi su obradene sledece oblasti i teme:

Linearno programiranje
Nelinearno programiranje
Dinamic¢ko programiranje
Optimalno rezerviranje

Linearno programiranje obuhvata graficku metodu, simpleks metodu, dualni
problem i postoptimalnu analizu. Takode, ovu oblast ¢ine i transportni problem
(opsti model transportnog problema, metode za pronalaZenje pocetnog reSenja,
metode za pronalaZenje optimalnog reSenja, degeneracija u transportnom problemu,
otvoreni i zatvoreni model transportnog modela i dr.), zatim metode rasporedivanja
i celobrojno linearno programiranje.

Nelinearno programiranje obuhvata klasifikaciju reSivih zadataka
(nelinaearno programiranje sa linearnim skupom ogranienja, nelinaearno
programiranje sa separabilnom funkcijom cilja, kvadratno programiranje,
celobrojno programiranje,...), kao i metode reSavanja zadataka nelinaearnog
programiranja  (Kun-Takerova metoda, gradijentna metoda, kvadratno
programiranje, separabilno programiranje, celobrojno programiranje,...)

Dinamicko programiranje obuhvata funkcije i vrste procesa dinamickog
programiranja, opste karakteristike i primena dinamickog programiranja (prosta
raspodela jednorodnog resursa, raspodela poslova na masine, optimalna politika
zamene opreme,...)

Optimalno rezerviranje obuhvata pojmovi i oznake optimalnog rezerviranja,
postavku zadataka optimalnog rezerviranja i metode resavanja zadataka optimalnog
rezerviranja.

PonbE






1. RAZVOJ, KARAKTERISTIKE | OBLAST
PRIMENE OPERACIONIH ISTRAZIVANJA

1.1. ISTORIJSKI RAZVOJ OPERACIONIH
ISTRAZIVANJA

Operaciona istrazivanja su nastala pocetkom cetrdesetih godina u Velikoj
Britaniji, formiranjem grupe istrazivaca, €iji je osnovni zadatak bio da primenom
postojecih i razvojem novih nau¢nih metoda i tehnika na kvantitativnim osnovama
daju odgovore po pitanju najboljeg ili “dovoljno dobrog” funkcionisanja: tehnickih,
organizacionih, ekonomskih i drugih sistema u postoje¢im uslovima. Potrebno je
napomenuti da je to period pocetka II svetskog rata kada se Velika Britanija nasla
pred problemom odbrane od napada sa mora i iz vazduha. Obim proizvodnje i
iskazane potrebe su bile u toj meri neuskladeni da je bilo nuzno na takav nacin
rasporediti oskudne resurse za pojedine ratne operacije, da ukupni efekti njihove
upotrebe budu najpovoljniji. Posto se problem protiv vazdusne odbrane nije mogao
reSiti na zadovoljavajuéi nacin, britanski vojni organi su se obratili za pomoc¢
naucnicima i stru¢njacima, da analiziraju i daju predloge za ogranizovanje u vezi sa
nekoliko vojnih problema, kao §to su na primer: izbor mesta radarskim stanicama,
upravljanje kretanjem vojnim konvojima, organizovanje operacija bombardovanja,
protiv podmornicke zastite 1 miniranja.

U toku rata, pri komandama armija Engleske i njihovih saveznika, SAD,
Kanade i Francuske, formirana su odeljenja sastavljena od nau¢nika ¢iji je zadatak
bio da reSavaju probleme vojne prirode. Ovi timovi nau¢nika bili su pridodati
izvr$nim vojnim organima zaduzenim za izvodenje operacija. Njihov rad je postao
poznat u Velikoj Britaniji kao ,,operaciono istrazivanje*, a u SAD pod nizom
razli¢itih naziva kao: operaciona istrazivanja (operations research), analiza
operacija (operations analysis), procena operacije (operations evaluation),
sistemska analiza (systems analysis), procena sistema (systems evalution), i nauka o
upravljanju (menagement science). Naziv operaciona istrazivanja je bio i ostao
najsire u upotrebi u SAD. Tako nastaju matemati¢ke metode koje su danas poznate
pod imenom Operaciona istrazivanja.

Nakon rata usledio je period ubrzanog industrijskog razvoja velikog broja
zemalja. Resursi proizvodnje su bili ograniCeni, a istovremeno pojedini delovi
velikih industrijskih giganata su postavljali najées¢e medusobno konfliktne ciljeve.
Logi¢no je da su, u takvim uslovima privredivanja, timovi operacionih istrazivaca
dobijali sve znacajniju ulogu u reSavanju nastalih problema, uskladivanju ciljeva,
rasporedivanju oskudnih resursa u svim oblastima privrede i nadgradnje: industriji,
poljoprivredi, trgovini, ostalim prate¢im delatnostima, drZzavnoj upravi, itd. U
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privredno razvijenim zemljama veoma brzo su stvoreni uslovi, a zatim i
interesovanje, za razvoj metoda operacionih istrazivanja i njihovu primenu.

Dzordz Dancig (George Dantzig) je joS 1951. god. osmislio i predstavio
naucnoj javnosti simpleks algoritam, a u narednom periodu, tokom pedesetih
godina, od strane istrazivaca razvijen je i predlozen veliki broj novih metoda za
reSavanje formulisanih problema. Do kraja pedesetih, odredene tehnike linearnog
programiranja, dinamickog programiranja, metoda optimizacije zaliha i teorije
redova ¢ekanja postale su standardne u primeni. Mnogi stru¢njaci smatraju da je
linearno programiranje jedan od najznacajnijih alata koji su doprineli privrednom i
drustvenom razvoju XX veka.

Tih godina pojavljuje se 1 elektronski ra¢unar koji je suoCio industrijski
menadzment sa moguéno$éu automatizacije. Coveka sve vise zamenjuju masine,
jer su sposobnije da brzo i taéno obraduju veliku koli¢inu podataka. Racunar je
obezbedio varnicu koja je zapocela ono Sto se ponekad naziva drugom
industrijskom revolucijom. U cilju eksploatacije nove tehnologije kontrole,
industrijski menadZzment kompanija je po¢e0 da se obra¢a nau¢nicima za pomoc,
onako kao §to su to ¢inili vojni rukovodioci pre njih. Oni su apsorbovali nau¢nike i
istrazivace iz oblasti operacionih istrazivanja koji su jedan za drugim prelazili iz
vojske i podsticali akademske institucije da obrazuju jo§ kadrova za rad u ovoj
oblasti. U jednom periodu bilo je bar isto toliko stru¢njaka iz ove oblasti u
akademskim, drZzavnim i industrijskim organizacijama, koliko ih je bilo u vojnim.
Udruzenje operacionih istraziva¢a Amerike osnovano je 1953. god., a ovaj primer
slede i1 drugi, tako da je 1973. god. osnovana Medunarodna federacija operacionih
istrazivaca. Knjige i ¢asopisi iz ove olasti poceli su se pojavljivati na velikom broju
razli¢itih jezika. Univerzitetski kursevi i nastavni programi za operaciono
istrazivanje poceli su se mnoZziti u SAD 1 u drugim zemljama.

Brz razvoj racunarske tehnike i softvera doprineo je unapredenju razvoja
kvantitativnih metoda, uticaju¢i istovremeno i1 na njthovu $to Siru primenu.
Prakti¢na primena metoda operacionih istraZivanja skoro uvek zahteva obavljanje
velikog broja obimnih racunskih operacija. Racunarska tehnika pripada nasoj
sadasnjosti, a njihovi kapaciteti, zajedno sa razvijenim racunarskim programima,
pruzaju mogucnost za obavljanje razli¢itih aspekata podrske odlu¢ivanju.

1.2. KARAKTERISTIKE OPERACIONIH ISTRAZIVANJA

Uopsteno se moze re¢i da operaciona istraZzivanja obuhvataju skup
kvantitativnih nau¢nih metoda, ¢iji je zadatak stvaranje realno kvantitativne
podloge, koja ¢e omogucditi prihvatanje i donosenje optimalnih privrednih odluka.
Iz ove definicije proizilaze i dve osnovne karakteristike metoda operacionih
iatrazivanja, a to su:

— upotreba matematickih i statistickih modela i metoda za reSavanje problema, i
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— pomo¢u metoda i tehnika operacionih istrazivanja pronalaze se optimalna
reSenja posmatranih problema.

Iz osnovnih karakteristika operacionih istrazivnja proizilaze 1 druge
karakteristike, koje su takve prirode da deluju i kao potrebni uslovi, kao §to su:

problem koji se reSava mora se predstaviti pogodnim matematickim modelom,
pri reSavanju problema potreban je timski rad stru¢njaka iz raznih oblasti,
kvantitativno istrazivanje problema zahteva brojne 1 pouzdane polazne podatke,
razvoj 1 uspe$na primena metoda operacionih istrazivanja podrazumeva
koris¢enje elektronske racunske tehnike.

1.3. OBLAST PRIMENE OPERACIONIH ISTRAZIVANJA

Podrucje primene metoda operacionih istrazivanja veoma je Siroko. Njima se
mogu reSavati najrazlicitiji makroekonomski i mikroekonomski problemi. To su,
pre svega, problemi upravljanja ekonomskim sistemima vezani za racionalno
kori$¢enje proizvodnih resursa. Do sada su najvecu paznju istrazivaca privlacili, i
najcesce su reSavani, sledeci problemi:

— proizvodni problemi, medu kojima se izdvajaju:
odredivanje optimalnog programa proizvodnje,
problemi poslovne saradnje i integracije,
problemi prosirenja kapaciteta,

problemi upravljanja zalihama,

problemi odrzavanja 1 servisiranja opreme,
problemi zamene sredstava i opreme,
odredivanje redosleda operacija i poslova,
kalendarsko planiranje poslova i drugi,

— izrada programa investicionih ulaganja,

— transportni problemi,

— lokacioni problemi,

— problemi rasporedivanja,

— utvrdivanje plana spoljnotrgovinske razmene,

— reSavanje razli¢itih konfliktnih situacija i drugi.

N N NI N N N NI N

Optimizacija u Sirem smislu se moze primeniti kod reSavanja bilo kog
problema. Nekoliko primera primene u razlic¢itim industrijskim disciplinama:

- Konstruisanje aviona najmanje tezine.

- lIznalazenje optimalne putanje vazdusne letilice.

- Projektovanje transportnih sistema.

- Projektovanje sistema reSetkastih konstrukcija, mostova, tornjeva itd.

- Proizvodnja sistema navodnjavanja sa maksimalnim stepenom iskoriS¢enja.
- Optimalno projektovanje reduktora.
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Izbor rezima rezanja pri obradi metala sa minimalnim proizvodnim troSkovima.
Najkradi put trgovca pri putovanju u posetu razlicitim gradovima.

Optimalno planiranje proizvodnje i kontrole.

Optimalno planiranje realizacije projekta.

Optimalno odrzavanje i zamena opreme u cilju smanjenja troskova.

Optimalni raspored operacija i korigovanje rasporeda masina.

Planiranje najbolje strategije ostvarenja najveceg profita.

Optimalno planiranje zaliha.

1.4. ETAPNI PRISTUP RESAVANJA PROBLEMA

Konkretno resavanje odredenog problema, kori§¢enjem metoda operacionih

istrazivanja, odvija se u nekoliko etapa:

Pocetna etapa je izbor i definisanje problema. Na osnovu kvalitativne analize
problema specificiraju se uslovi koji odreduju mogué¢nost i kvalitet resenja
problema kao i cilj reSavanja problema.

Izbor metode za resavanje problema. U zavisnosti od vrste i prirode problema
biramo odgovarajué¢e metode kojima ¢emo problem resiti.

Prikupljanje i obrada potrebnih polaznih podataka o problemu. Posebna paznja
mora se posvetiti pitanju pouzdanosti pripremljenih podataka.

Formiranje matematiCkog modela. Na osnovu prikupljenin podataka i
kvalitativne analize formira se pogodan matematicki model koji sluzi za
resavanje problema. Na osnovu cilja problema resavanja formira se funkcija
cilja (funkcija kriterijuma) a ostali uslovi se kvantifikuju i ¢ine sistem
ogranicenja.

Resavanje problema pomocu modela i izabrane metode. U ovoj etapi se
formirani matematicki model reSava koris¢enjem odgovaraju¢ée metode i
algoritma uz korisc¢enje elektronskog racunara.

Analiza dobijenog optimalnog resenje. Analiziraju se ekonomski efekti koje ¢e
obezbediti dobijeno resenje, analizira se stabilnost tog resenja u odnosu na
moguce promene polaznih uslova, kao i uslovi i potrebne pripreme za realizaciju
resenja. Na osnovu tih analiza pripremice se potrebne odluke koje ¢e obezbediti
primenu optimalnog resenja.



2. LINEARNO PROGRAMIRANJE

2.1. UVOD

Linearno programiranje (LP) je najpoznatija i najviSe primenjivana metoda
operacionih istrazivanja, koja omogucava reSavanje velikog broja problema.
Najces¢e se izucava u oblasti planiranja ekonomskog razvoja, gde se reSavaju
prakti¢ni zadaci kako na nivou preduzeca tako i na Sirem regionalnom ili najSirem
drustvenom planu.

Prvi rad iz oblasti linearnog programiranja objavio je sovjetski naucnik L.V.
Kantorovi¢, pod nazivom ‘“Matematicke metode u organizaciji i planiranju
proizvodnje” 1939. godine, gde se po prvi put definiSe transportni zadatak.
Medutim, u prve radove iz ove oblasti spada i rad pukovnika Vlastimira Ivanovi¢a
iz 1940. god., pod nazivom ‘“Pravila za proratun potrebnog broja transportnih
sredstava”, gde je pokazano kako se izraCunava minimalan broj vozila za prevoz
date koli¢ine materijala koriS¢enjem ”Principa najvece ekonomije”. Po nekim
autorima se nastanak linearnog programiranja vezuje za ¢lanak Koji je napisao J.
Egervary 1931. godine pod nazivom “Matricne kombinatorne osobine”. Prvi
algoritam za reSavanje transportnog problem razradio je Frenk L. Hitchcock 1941.
godine u radu “Distribucija jednog proizvoda iz viSe izvora do veceg broja
lokaliteta”. Na formulisanju transportnog problema i njegovom reSavanju radio je i
T.C. Koopmans, koji je rezultate svojih istrazivanja objavio 1947. godine.

Najveci doprinos razvoju linearnog programiranja dao je George B. Dantzig,
koji je 1947. godine formulisao opsti problem linearnog programiranja i postavio
simpleks metod. Radovi John von Neuman-a iz tog perioda su omoguéili teorijsko
formulisanje dualnog problema kao i pronalaZenje veze izmedu linearnog
programiranja i teorije igara. Metod za otklanjanje degeneracije predlozen je u radu
“Optimalnost i degeneracija kod linearnog programiranja”. Znacajni su i radovi S.
Gass-a i T. Saaty-a iz 1955. god. o parametarskom programiranju kao i radovi E.
Beale-a i R. Gomory-a iz 1958. god. o celobrojnom programiranju.

Problemi matemati¢kog programiranja javljaju se u razliitim disciplinama.
Na primer, menadzZer na berzi mora da odabere ulaganja koja ¢e generisati najveci
moguci profit a da pri tome rizik od velikih gubitaka bude na unapred zadatom
nivou; menadzer proizvodnje organizuje proizvodnju u fabrici tako da koli¢ina
proizvoda i kvalitet budu maksimalni a utrosak materijala, vremena i Skart
minimalni, pri ¢emu ima na raspolaganju ogranicene resurse (broj radnika,
kapacitet masina, radno vreme); nauc¢nik pravi matematicki model fizi¢kog procesa
koji najbolje opisuje odredenu fizicku pojavu, uz uslov da model ne sme biti suvise
komplikovan, a na raspolaganju ima konac¢ni broj mernih rezultata.
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U svim ovim situacijama mozemo da identifikujemo tri zajednicka pojma:

— Postoji globalna velicina (cilj) koja se zeli optimizirati (profit, razlika izmedu
predvidanja modela i eksperimentalnih podataka).

— Uz globalni cilj obi¢no su prisutni dodatni zahtevi ili ogranicenja, koja moraju
biti zadovoljena (ogranicen rizik, resursi, kompleksnost modela).

— Postoje odredene veli¢ine tako da ako se njihove vrednosti izaberu “dobro”,
zadovoljeni su i cilj i ogranicenja. Te veli¢ine se nazivaju optimizacione
promenljive ili parametri.

Znaci, da bi se zadao problem matematickog programiranja potrebno je:

— odabrati jednu ili vise optimizacionih promenljivih,
— odabrati funkciju cilja i
— formirati skup ogranicenja.

Nakon toga, identifikuje se klasa problema kojoj dobijeni matematicki model
pripada i bira se metod za njegovo resavanje.

Postoji viSe metoda za reSavanje problema linearnog programiranja.
Geometrijski metod je primenljiv na probleme kod kojih je broj promenljivih n=2
ili kada je n—m=2, gde je m broj ograniCenja. U principu, zadatak linearnog
programiranja se moze reSiti geometrijski i u slucaju kada je n=3. Nedostatak
geometrijskog metoda je u tome Sto ne reSava opsSti zadatak linearnog
programiranja ve¢ samo neke specijalne sluc¢ajeve. Do prvog opSteg metoda za
reSavanje problema linearnog programiranja doSao je americki matematicar Dancig
(Dantzig) 1947. godine. U svom radu je formulisao opsti oblik problema linearnog
programiranja i dao algoritam za njegovo reSavanje, poznat kao simpleks metod.
Dantzig-ov rad je vise godina kruzio medu stru¢njacima i posluzio kao osnova
svim narednim razmatranjima problema linearnog programiranja. lako su u
meduvremenu pronadeni i drugi metodi, ovaj metod se i danas koristi kroz brojne
modifikacije. 1 geometrijski 1 simpleks metod traZze ekstremne vrednosti
(maksimum, minimum) funkcije cilja na rubovima oblasti ogranicenja.

U kasnijem periodu se pojavljuju 1 alternativni pristupi reSavanju problema
linearnog programiranja, kao $to su radovi u kojima se koriste generilisani inverzi,
radovi Conn-a i Dax-a koji ne koriste simpleks metod. lako je praksa pokazala da
je simpleks metod veoma efikasan, 1972. godine su V. Klee i G.L. Minty dokazali
da on nije polinomijalan. Oni su konstruisali jednostavan primer zadatka linearnog
programiranja kod koga je dopustivi skup deformisana n-dimenzionalna kocka sa
2" temena, za Cije je reSavanje simpleks metodu sa standardnim izborom vodeceg
elementa potrebno 2"-1 iterativnih koraka. Prvi polinomijalni algoritam za
reSavanje problema linearnog programiranja je dao Hacijan (Khachian) 1979.
godine. Time je napravljen veliki zaokret u razvoju linearnog programiranja.
Hacijan je pokazao da njegov metod elipsoida reSava problem linearnog
programiranja za O(n*L) elementarnih aritmetic¢kih operacija, gde je L broj bitova
potrebnih za zapis svih parametara problema (matrice ogranicenja, funkcije cilja 1
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desne strane ogranic¢enja). Hacijan je reSio vrlo vazno teorijsko pitanje. Medutim,
ispostavilo se da metod elipsoida nije primenljiv u praksi. Testiranja su pokazala da
je simpleks metod daleko efikasniji, jer on “retko” dostize gornju granicu
slozenosti, za razliku od metoda elipsoida, koji to Cesto Cini. Ovakav zakljucak je
inicirao da se pronadu novi metodi za reSavanje problema linearnog programiranja
koji ¢e osim polinomijalne sloZenosti imati i prakti¢nu primenljivost. Prvi takav
metod predlozio je 1984. godine N. Karmarkar. Karmarkar-ov algoritam je neke
test primere reSavao i do 50 puta brze od simpleks metoda. Karmarkarov rezultat je
izazvao pravu revoluciju u razvoju ove oblasti.

Posle Karmarkarovog metoda pojavila se Citava familija metoda koji su
poznati pod nazivom unutrasnji metodi. Danas su primar-dual metodi unutrasnje
taCke dominantni za reSavanje problema linearnog programiranja. Iako su otkriveni
polinomijalni metodi, simpleks metod se i danas koristi i kroz brojne modifikacije
jo§ uvek Zivi. Simpleks metod je mnogo bolji od metoda unutras$nje tacke na tzv.
lose uslovljenim problemima, zbog svoje spore, ali pouzdane konvergencije. Isto
tako, u praksi se ¢esto javlja potreba za resavanjem klase srodnih problema gde se
optimalno resenje jednog od njih moze efikasno iskoristiti kao pocetna tacka za
resavanje ostalih problema. I u ovom slucaju je simpleks metod bolji izbor od
metoda unutrasnje tacke.

Unutrasnji metodi dele se na primarne, dualne i primarno-dualne.

Primarni metodi resavaju problem linearnog programiranja u standardnom
obliku:

min CT-x,

p.o. Ax=Db, x>0, (2.1.1)
Dualni metodi resavaju dualni problem oblika:

max by,

p.o. ATy+s=c, s>0. (2.1.2)

gde je A matrica tipa m x n, dok su a, b i ¢ vektori odgovarajucih dimenzija.

Primarno-dualni metodi rade simultano (istovremeno) i sa primarnim i sa
dualnim problemom (primar-dual metodi). Danas su primar-dual metodi
dominantni. Izu¢avanje metoda unutraSnje tacke za reSavanje problema linearnog
programiranja pripada savremenom i modernom trendu u svetu s§to potvrduje veéi
broj radova. Poslednjih desetak godina se objavljuje veliki broj radova iz ove
oblasti tako da bibliografija broji viSe hiljada naslova.

Postoje tri alata u reSavanju problema linearnog programiranja:

- Modeli: formulacija problema u detaljnim matematickim terminima.
— Algoritmi: tehnike za re$avanje modela.
- Kompjuteri i softveri: masine za izvrSavanje algoritamskih koraka.
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Postoji veci broj programskih paketa, koji su nasli Siroku primenu u praksi,
kao:

HOPDM je napisan u programskom jeziku FORTRAN.

LIPSOL je napisan u programskim jezicima MATLAB i FORTRAN.
LOQO je napisan u programskom jeziku C.

PCx je napisan u programskim jezicima C i FORTRAN..

MOSEK je napisan u programskom jeziku C++ i predstavlja jedan od najjacih
solvera ne samo za probleme linearnog programiranja ve¢ uopste i za probleme
kvadratnog i nelinearnog programiranja. Za razliku od predhodno pomenutih
programa, ovaj program je komercijalan.

LINDO (Linear Interactive and Discrete Optimizer) je interaktivni softverski
paket koji se moze koristiti za reSavanje problema linearnog programiranja.
Razvijen je 1980. godine i od tada je prilagoden Windows okruzenju i graficki
orijentisanim programima. Softverski paket LINDO se koristi za reSavanje
problema zadatih direktno sa tastature.

MarPlex je domaéi (srpski) program. Napisan je u programskom jeziku
Visual Basic 6.0 i koristi modifikacije simpleks metoda, Izdvaja se od ostalih
programa zbog svog jednostavnog interface-a kao i ne toliko obimnog i Citljivog
koda. Posto je implementiran u Visual Basic-u, i koristi simpleks metod, zaostaje
po pitanju brzine.

RevMarPlex je takode domaéi program i predstavlja revidiranu verziju
programa MarPlex napisanu u programskom jeziku MATHEMATICA.

2.2. OPSTI ZADATAK LINEARNOG PROGRAMIRANJA

Linearno programiranje (LP) je matematicka disciplina koja izu¢ava metode
za iznalaZenje ekstremne (maksimalne i minimalne) vrednosti linearnih funkcija
cilja (kriterijuma) sa dve ili viSe promenljivih, pod uslovom da one zadovoljavaju
odredeni broj ogranicenja postavljenih u odgovarajuce linearne odnose (jednacine
ili nejednacine). Ovi metodi koriste se za reSavanje velikog broja industrijskih,
ekonomskih, vojnih i drugih zadataka, pri ¢emu se trazi njihovo najbolje
(optimalno) reSenje sa nekog odgovarajuceg stanovista.

Da Dbi se odredeni ekonomski zadaci i zadaci drugih oblasti resavali
metodama linearnog programiranja, neophodno je da se odgovarajuée pojave
predstave u matematickoj formi. Proces predstavljanja industrijskih 1 ekonomskih
pojava u matematickoj formi, poznat je pod imenom: ekonomsko-matematicki
modeli industrijskih i ekonomskih procesa.

Matematicko formulisanje zadataka, reSavanih metodom linearnog
programiranja, je vrlo vazan pristup, jer se, bez pravilno postavljenog
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matemati¢kog modela nekog procesa, ne bi mogao koristiti metod linearnog
programiranja, niti bi se dobili kvalitetni rezultati pri reSavanju zadataka. Kod
modela bilo kog zadatka tezi se da se odrzi suStina i specificnost odgovarajuce
pojave, tj. procesa. Model svakog zadatka linearnog programiranja sastoji se od tri
osnovna dela:

1. Linearna funkcija, kojom se cilj zadatka predstavlja u matematickom obliku.
Ona zavisi od vise promenljivih., i naziva se linearna forma, linearna funkcija,
funkcija cilja, ekonomska funkcija ili funkcija kriterijuma optimalnosti.
Uobicajeno obelezavanje je F(X), f(x), ili z(x).

2. Sistem linearnih jednacina i/ili nejednacina kojima se u matematickom obliku
predstavljaju ogranicavajuci uslovi. Uobicajeni naziv za ovu vrstu ogranic¢enja je
da su to, jednostavno, ograni¢enja problema LP.

3. Sistem nejednacina koje izrazavaju uslov za nenegativnost reSenja, tj. sva
reSenja moraju biti pozitivni brojevi racunajuci 1 nulu. U literaturi se Cesto srece
da su to prirodna ogranicenja problema.

Kod svih problema, zadatak se svodi na to da se pronade optimalno reSenje
izmedu svih mogucih reSenja koja zadovoljavaju neke unapred postavljene uslove,
odnosno ograni¢enja. TO znac¢i da, reSavanje zadataka linearnog programiranja
predstavlja odredivanje takvih nenegativnih vrednosti programa proizvodnje Kkoji
ima p1, P2,..., Pn proizvoda, a ¢ije su koli¢ine X1, Xo,..., Xn tako da te koli¢ine
predstavljaju optimalni program uz odredeni kriterijum optimalnosti i sa
odgovarajuc¢im ograni¢avaju¢im uslovima.

Na primer, ukoliko je kriterijum optimalnosti maksimiziranje dobiti, potrebno
je, 1z obracunskih kalkulacija, utvrditi dobit po jedinici proizvoda, tj. za koli€ine
proizvoda X1, X2,..., Xn odrediti dobit c, C2,..., Cn izraZen u nov¢anim jedinicama po
komadu (nj/kom).

Za ograniCavajuce uslove, obzirom na specificnost proizvodnog procesa,
potrebno je imati podatke vezane za:

- sredstva za rad: vreme obrade po jedinici proizvoda na odgovarajuéim
masinama M; (Casovi, minuti,...), kao 1 njihov kapacitet (maksimalno
raspolozivo vreme) za svaku vrstu masina (cas/godina, cas/mesec,...);

— sirovine Si: norma potro$nje po jedinici proizvoda (kg/kom, I/kom,...), kao i
njihov kapacitet, tj. ukupna koli¢ina za dati program (kg/god, kg/mes,...).

- uslovi na trzi$tu: konzumna moc¢ trzista, tj. koli¢ina planirane prodaje robe u
razmatranom periodu (kolicinalgodina), porudzbine od strane kupaca izrazene,
takode, u koli¢ini robe u razmatranom periodu (kol/god).

Zbog lakSeg uocavanja zadatih parametara i matemati¢kog modeliranja, svi
ovi podaci se mogu prikazati tabelarno, kao sto je prikazano u tabeli 2.2.1.
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Tabela 2.2.1. Tabelarni prikaz raspoloZivih resursa

ResUrsi Proizvodi (p1, p2,.-., Pn)

Kapacitet

(raspolozivo vreme, koliCina,...)

X1 X2 e Xn

My

M,

Mp

S;

S

Sk

Ogranic¢avajuéi uslovi se mogu prosiriti i na ostala podrucja, zavisno od
poslovne politike preduzeca, kao 1 na spoljne faktore koji uticu na obim

proizvodnje.

Opsti zadatak linearnog programiranja formuliSe se na slede¢i nacin: Traze se
vrednosti promenljivih X1, Xz,..., Xa Koje odgovaraju uslovima nenegativnosti

XlZO,XZEO, ,XnEO

(2.2.1)

sa kojima se postize ekstremna (maksimalna ili minimalna) vrednost linearne

funkcije cilja
F(X) = CiXy + CoX2 +. . . + CnXn

1 zadovoljava sistem ograni¢enja

Ay X + 83, Xy 0+ 3y, X, a b

Ay Xy 8y Xy + 0+ 8y, X, | b,
2] b

A X 8o Xy + o0+ 8 X, m

i=1,2,...m; j=1,2..,n
gde su:
— m i n proizvoljni prirodni brojevi;

(2.2.2.)

(2.2.3)

— koefisijenti uz promenljive u funkciji cilja cj, i sistemu ograni¢enja aj Su

poznati, proizvoljni realni brojevi;

— slobodni ¢lanovi bi, sa desne strane sistema ograni¢enja, su proizvoljni

nenegativni brojevi (u suprotnom slucaju relacije se mnoze sa — 1).

Zadatak linearnog programiranja moze da se prikaze i u sazetom obliku, kao:

n
F(x)=>c;X;
=1

(2.2.4)
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<
DayXji=b i=12...,m (2.2.5)

j:l 2

Xj >0 j=1,2,..,n (2.2.6.)
Nejednacine (2.2.3,) ili (2.2.5.) se mogu transformisati u ekvivalentne

jednacine dodavanjem dopunskih i/ili vestackih promenljivih (Xn+1, Xn+2,..., Xn+m) S@
leve strane znaka nejednakosti. Postupak prevodenja nejednacina u jednaline je
prikazan kao zasebna celina (videti poglavlje 2.4.2.).

2.3. OBLICI RESENJA LINEARNOG PROGRAMIRANJA

Resenje X=(X1, X2,..., Xn) u primenama najc¢esce predstavlja plan ili program
proizvodnje, prevoza, i sl., pa je otuda ovaj zadatak dobio naziv ,,programiranje®, a
naziv ,,linearno programiranje* oznacava da su ograni¢enja promenljivih (2.2.3.) i
funkcije cilja (2.2.2.) linearnog karaktera. Postoje tri oblika reSenja zadataka
linearnog programiranja: nedopustivo, dopustivo i optimalno resenje.

Nedopustivo reSenje sistema linearnog problema naziva se vektor
X=(X1,X2,...,Xn) ¢ije komponente ne zadovoljavaju uslove nenegativnosti sistema

jednadina (2.2.3.).

Proizvoljno resenje sistema nejednacina (2.2.3.) moze se zamisliti kao vektor
X= (X1, Xo,..., Xn), koji u geometrijskoj interpretaciji predstavlja tacku k-
dimenzionalnog prostora R* (realnih brojeva). Vektor x=(X1, Xz,..., Xn) predstavlja
dopustivo (moguce) resenje linearnog problema ukoliko zadovoljava uslove
sistema ogranicenja (2.2.3.) i uslov nenegativnosti (2.2.1.).

Uocava se da vektor X=(X1, X2,..., Xn) iMma n elemenata, $to znaci da dopustivo
reSenje ima N promenljivih. Broj nezavisnih jednacina u sistemu je m (broj
ograni¢enja). Kako je broj promenljivih veci od broja nezavisnih jednac¢ina (n > m),
neke od promenljivih dopustivog resenja bice jednake nuli, a neke ¢e biti pozitivne.
U zavisnosti od broja pozitivnih promenljivin (r) u dopustivom reSenju
razlikujemo:

— bazicno dopustivo reSenje — to je dopustivo reSenje koje nema vise od m
pozitivnih promenljivih (r <m),
v’ nedegenerisano refenje — t0 je dopustivo reSenje koje ima ta¢no m
pozitivnih promenljivih (r = m),
v’ degenerisano resenje — to je dopustivo reSenje koje sadrzi manje od m
pozitivnih promenljivih (r <m),
— nebazicno dopustivo reSenje — to je dopustivo reSenje koje ima vise od m
pozitivnih promenljivih (r > m).

Optimalno reSenje je ono dopustivo reSenje koje pored zadovoljenja uslova
sistema ograni¢enja (2.2.3.) i uslov nenegativnosti (2.2.1.), zadovoljava i da
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funkcija cilja (2.2.2.) dostigne svoju ekstremnu vrednost (maksimum ili minimum).
U literaturi je uobiGajen zapis X. Problem linearnog programiranja svodi se na
reSavanje optimalnog (najboljeg) reSenja pri zadatim ograni¢enjima.

Ukoliko sa Qp ozna¢imo skup dopustivih resenja, onda je Qp — R¥. Za skup
Qp pretpostavljamo da nije prazan i da sadrzi najmanje jedan element (sluc¢aj kada
zadatak 2.2.1 — 2.2.3 ima resenje). Optimalno resenje X"=(x1",..., Xn")eQp zadatka
linearnog programiranja je ono dopustivo resenje za koje funkcija cilja F(x)=F(x1,
X2,..., Xn) dostize maksimum (minimum). U sluc¢aju maksimizacije funkcije cilja
ispunjen je uslov

F(x") = max F(x) (2.3.1)
XeQp
ili

F(X')>F(x) WvxeQ,

Cesto se u praksi trazi da optimalna vrednost funkcije cilja bude najmanja na
skupu dopustivih resenja Qp. U ovom slu¢aju optimalno resenje X eQp je ono
dopustivo resenje za koje je ispunjeno

F(x") = min F(x) (2.3.2)

XEQP
ili
F(X')<F(x) WxeQ,

U jednom konkretnom zadatku resava se samo problem maksimizacije,
odnosno problem minimizacije. Problem minimuma se moze transformisati u
problem maksimuma, i obratno, jednostavnim mnozenjem ciljne funkcije sa — 1.

Propozicija 2.3.1. Dati kriterijum optimizacije moze da se zameni suprotnim,
pri cemu ta zamena ne utice na optimalno resenje, tj. ako je za X" €Qp ispunjeno

F(x") = max F(x)
XEQP

onda je
~F(x*) = min[-F(x)] (2.3.3)

i obrnuto.
Dokaz. Prema pretpostavci teoreme ispunjeno je

F(X')>F(x) WYxeQ,
ukoliko ovu nejednakost pomnozimo sa — 1 dobija se
—F(X")<-F(x) ¥xe;

¢ime je teorema dokazana.
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Zadatak linearnog programiranja ima resenje ako veli¢ina Fmax (Fmin) ima
konacnu vrednost na skupu Qp dopustivih resenja. Zadatak linearnog programiranja
nema resenja ako sistem nejednacina (2.2.3.) nema nenegativnih resenja ili ako
veli¢ina Fmax (Fmin) Nnema konacnu vrednost.

Ogranicenja (2.2.3.) i (2.2.1.) odreduju u k-dimenzionalnom prostoru
konveksnu oblast Qp ograni¢enu skupom hiperravni

n

=1

Skup dopustivih reSenja Qp se moze nazvati poliedrom, mada u izvesnim
slu¢ajevima ona moze biti i beskonacna. (slika 2.3.1.). Ta oblast se naziva oblast
dopustivih resenja. Kako su funkcije koje treba maksimizirati ili minimizirati
linearne, klasi¢ni matemati¢ki metodi pokazuju da se maksimumi (minimumi)
funkcije cilja F(x)=F(x1, X2,..., Xn) dostizu na granicama oblasti Qp koja je odredena
datim ograniéenjima.

Slika 2.3.1. Beskonacna oblast dopustivih resenja

Ukoliko hiperravan F(x)=const nije paralelna ni sa jednom od pomenutih
hiperravni, koje predstavljaju strane poliedra, onda ¢e ciljna funkcija F(x) dostici
maksimum (minimum) u jednom od temena poliedra. Tada funkcija cilja ima
jedinstveno resenje. (slika 2.3.2.).

Ako je hiperravan F(x)=const paralelna sa jednom od pomenutih hiperravni,
koje predstavljaju strane poliedra, onda ¢e funkcija cilja F(X) dosti¢i ekstremnu
vrednost na toj, paralelnoj, strani poliedra. Tada funkcija cilja nema jedinstveno
reSenje. (slika 2.3.3.).
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Slika 2.3.2. Oblast dopustivih resenja u obliku poliedra sa cilinom finkcijom koja dostize
ekstremne vrednosti u temenima poliedra
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Slika 2.3.3. Oblast dopustivih resenja U obliku poliedra sa ciljnom finkcijom paralelnom
sa jednom stranom poliedra, gde funkcija cilja dostize ekstremnu vrednost na toj,
paralelnoj, strani poliedra
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2.4. PRIKAZIVANJE OPSTEG ZADATKA LINEARNOG
PROGRAMIRANJA

Opsti problem linearnog programiranja se moze prikazati u tri oblika:

— skalarni (koordinatni),
— kanonic¢ni, 1
— vektorsko — matri¢ni.

2.4.1. Skalarni oblik problema linearnog programiranja

Zadatak linearnog programiranja se moze iskazati u formalizovanom
razvijenom obliku. Finkcija cilja je prikazana relacijom (2.4.1.), sistem linearnih
ogranicenja relacijama (2.4.2.), a uslov o nenegativnosti reSenja relacijom (2.4.3.).

F(X) = CiXe + CoX2 + ... + CnXn (2.4.1)

pri ogranic¢enjima (p.o.)

Ay Xy +aX, +...+ 3 X, <l b

=p (2.4.2)
A Xy + 8 X, +...+ 8 X, 2] by,
X1>0,x2>0,..., X, >0 (2.4.3)

ili sazetije, funkcija cilja relacijom (2.4.4.), ograni¢enja (2.4.5.) i prirodna
ogranicenja relacijom (2.4.6.), kao:

F(x) = iCij (2.4.4.)
j=1
p.o.
<
Dagx;a=¢h i=12,...,m (2.4.5))
=1 >
Xj >0 j=1,2,...,n (2.4.6.)

2.4.1.1. Opsti problem maksimuma

Potrebno je pronaéi takve vrednosti vektora promenljivih X = (X1, X2, ..., Xn)
tako da funkcija cilja dostigne svoju maksimalnu vrednist, kao $to je prikazano
relacijom (2.4.7.), pri ograni¢enjima problema koja su sva izraZzena nejednac¢inama
tipa <, prikazano relacijom (2.4.8.), uz uslov nenegativnosti promenljivih, relacija
(2.4.9.)).
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max F(X) = CiX1 + C2X2 + ... + CnXn (2.4.7))
p.o.
auXy +apXe + ... +amxan<bg

aziX1 +apXe + ... +axmXn< b2 (2.4.8.)

amiXy + ameX2 + ... + amnXn < bm
X1>0,%2>0,..., X >0 (2.4.9)

u skrac¢enom obliku, kao:

max F(x) = Zn:cjxj (2.4.10))
=i
p.O.
Sax <b i=12..m (2.4.11)
i1
x>0  j=12 .n (2.4.12)

2.4.1.2. Opsti problem minimuma

Treba naci takve vrednosti vektora promenljivih X = (X1, X2, ..., Xn) tako da
funkcija cilja dostigne svoju minimalnu vrednost, kao $to je prikazano relacijom
(2.4.13.), pri ograni¢enjima problema koja su sva izrazena nejedna¢inama tipa >,
prikazano relacijom (2.4.14.), uz uslov nenegativnosti promenljivih, relacija
(2.4.15.).

min F(X) = C1X1 + CaX2 + ... + CnXn (2.4.13)
p.o.

aixt + aXe + ... + amXn > b1

az1X1 + azXe + ... + axnXn > b2 (2.4.14)

AmiX1 + amaX2 + ... + amnXn = bm
X1>0,%x2>0,..., % >0 (2.4.15))
u skracenom obliku, kao:

minF(x)=3c;x; (2.4.16.)

=
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p.o.
a:x:>b i=12,...,m A4.17.
% >b (2.4.17))
j=1
Xj > j=1,2,...,n 4.18.
0 i=1,2 (2.4.18))

2.4.2. Transformacija nejednacina u jednacine

Primena bilo kog algoritma simpleks metoda zahteva prilagodavanje
pocetnog matematickog modela. Transformacija postavljenog modela vrsi se
prevodenjem svih nejednacina u jednacine uvodenjem novih promenljivih.

2.4.2.1. Transformacija nejednacina tipa <

Kod ograni¢enja tipa < uvode se promenljive koje se nazivaju dopunske ili
izravnavajucée promenljive. U stranoj literaturi se srece naziv slack promenljive.
Postupak uvodenja dopunskih promenljivih ilustrovan je na primeru ogranicenja
2x1 + 3x2 < 100. Iz prilozenog ogranicenja uocava se da je leva strana nejednacine
manja ili jednaka desnoj strani. Zbog toga je potrebno dodati jednu promenljivu sa
leve strane kako bi dopunili (izravnali) nejednacinu i preveli je u jednacinu. Otuda i
poti¢e naziv promenljivih. Levoj strani dodaje se dopunska promenljiva x3, i dobija
se jednacina: 2X1 + 3X2 + x3 = 100.

Promenljiva X je, takode, nenegativna veli¢ina i predstavlja dopunu manje, u
ovom slucaju leve, strane nejednacine do potpune jednacine. Uvodenjem svake
dopunske promenljive povecava se dimenzija problema koji ima n promenljivih za
1. U ovom primeru sistem je imao dve promenljive, a nakon uvodenja dopunske
promenljive ima tri. Koeficijenti koji stoje uz dopunske promenljive su jedinice (1).
U sistemu ograni¢enja pomocu dopunskih promenljivih formira se jedini¢na
matrica. Formiranje jedinicne matrice je jedan od uslova za primenu sipleks
algoritma.

Linearni model je prilagoden za primenu simpleks algoritma kada su
ispunjena dva uslova:

1. sve nejednacine moraju biti pretvorene u jednacine, i
2. u tako formiranom prilagodenom modelu mora postojati jedini¢na matrica.
Primer 2.4.1. Date nejednacine transformisati u jednadine.
2X1 + 3%2 <100
3X1 <200

X2 < 50
X1, X2>0
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Resenje. Leve strane nejednaCina su manje ili jednake desnim stranama. Dodavanjem
dopunskih promenljivih levim stranama nejednacina dobija se sledeci sistem jednacina:

2X1 + 3X2 + X3 =100
3X1 + Xq =200
X2 +x5s = 50

X1, X2, X3, X4, X5 > 0

U saZetom obliku sistem jednaCina transformisan iz nejednacina tipa < U
jednacine prikazan je relacijom (2.4.19.).

a; X; <b; aXi + X, =b
z 7 - z 7 (2.4.19)
|=1,2,...,

Pored toga Sto dovode matematicki model u oblik pogodan za primenu
simpleks algoritma, dopunske promenljive imaju i odgovaraju¢e ekonomsko
znaCenje. U primeru 2.4.1., promenljive X1 i X2 poti¢u iz osnovnog problema i
oznacavaju koli¢ine proizvoda P1 i P2 koje treba proizvoditi. Promenljiva X1
predstavlja koli¢inu proizvedenog proizvoda Pi, a X2 koli¢inu proizvedenog
proizvoda P2. Znacenje dopunskih promenljivih X3, X4 i X5 vezuju se za prirodu i
znaCenje samih ograni¢enja kome je promenljiva dodeljena. Ukoliko se prvo
ograni¢enje odnosi na kapacitet radnog mesta RMy, pri ¢emu leva strana oznacava
iskori$¢eni kapacitet tog radnog mesta za proizvodnju proizvoda P1 i P2, onda ¢e
dopunska promenljiva X3 predstavljati neiskorisé¢eni kapacitet radnog mesta RMz.
Na sli¢an nadin odredujemo i znacenje promenljivih x4 i xs. Ukoliko drugo
ograniCenje oznaCava utroSak sirovine Si, koja je potrebna za proizvodnju
proizvoda P1, onda ¢e promenljiva X4 predstavljati neiskori$¢eni kapacitet sirivine
S1. Ako je trece ogranicenje posledica utroska sirovine Sy, potrebne za proizvodnju
proizvoda P2, onda promenljiva xs predstavlja neikoris¢eni kapacitet sirovine Sp.

2.4.2.2. Transformacija nejednacina tipa >

Ukoliko je dat hipoteticki primer ograni¢enja 4x1 + 5x2 > 20, uocava se da je
desna strana nejednacine manja ili jednaka levoj strani. Zbog toga je potrebno
dodati jednu dopunsku promenljivu sa desne strane, koja je nenegativna, kako bi
dopunili nejednacinu i preveli je u jedna¢inu. Desnoj strani se dodaje promenljiva
X3, 1 dobija se jednacina: 4X1 + 5X2 = 20 + Xa.

Sredivanjem jednacine, tako da se leve strane budu promenljive sa svojim
koeficijentima a sa desne slobodni ¢lan, dopunska promenljiva X3 dobija negativni
koeficijent (-1). Predhodna jednacina dobija oblik: 4x1 + 5x2 — x3 = 20.

Koeficijent uz dopunsku promenljuvu X3 je negativan, zbog toga nije moguce
da se odredi pocetno nenegativno bazno reSenje u pocetnom koraku simpleks
algoritma. Zato se uvodi nova promenljiva x4 u model koja se naziva vestacka
promenljiva. Ove promenljive ne pripadaju sistemu ograni¢enja i nemaju
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konkretno ekonomsko znalenje. VesStaCke promenljive sluze kao kalkulativno
sredstvo. U postupku reSavanja problema one se eliminisu iz reSenja, tako da se u
optimalnom reSenju nemoze pojaviti ni jedna vestacka promenljiva. Ukoliko se u
nenegativno bazno resenje problema pojavi bar jedna vestacka promenljiva, koje se
ne mozemo osloboditi, onda ne postoji dopustivo resenje problema.

Levoj strani jednacine dodaje se vestacka promenljiva X4 sa pozitivnim (+1)
koeficijentom, tako da sada jednacina ima oblik: 4X1 + 5x2 — X3 + X4 = 20.

Promenljive X1 i X2 poti¢u iz osnovnog problema, X3 je dopunska, a Xs
vesStaCtka promenljiva.

Primer 2.4.2. Date nejednacine transformisati u jednadine.
2x1 + 3x2 > 100
3x1 >200
X2> 50
X1, X2 >0
ResSenje. Leve strane nejednadina su manje ili jednake desnim stranama. Dodavanjem
dopunskih promenljivih levim stranama nejednacina dobija se sledeci sistem jednacina:

2X1 + 3Xp — X3 + Xp =100
3X1 — X4 + X7 =200
X2 — X5 +xg= 50

X1, X2, X3, X4, X5, X, X7, Xg > 0

U sazetom obliku sistem jednacina transformisan iz nejednacina tipa > u
jednacine prikazan je relacijom (2.4.20.).

n n

X 2h = A X — Xnyi T Xnyivi = by
JZ:; i ,Z:; Iy (2.4.20.)

2.4.2.3. Transformacija funkcije cilja

Pored transformacije nejednacina neophodno je izvrsSiti 1 proSirenje funkcije
cilja. Polaze¢i od konstatacije da dopunske (izravnavajuce) promenljive oznacavaju
neiskoriS¢ene kapacitete, logicno je da uz njih u funkciji cilja stoje koeficijenti
jednaki nuli (0). Kako se veStacke promenljive ne bi pojavljivale u optimalnom
reSenju, jer su nepozeljne (nemaju ekonomskog znacenja), u funkciji cilja uz ove
promenljive uvodimo koeficijente obelezene sa M, gde je M proizvoljno veliki broj.
Kada se zahteva maksimalna vrednost funkcije cilja uz vestacke promenljive se
uvode koeficijenti —M, tj. beskona¢no mali broj (M<<0), a kada se izraCunava
minimalna vrednost ciljne funkcije onda se uz veStacke promenljive uvode
koeficijenti +M, tj. beskonac¢no veliki broj (M>>0).

Pravila za prilagodavanje modela, transformacija nejednacina u jednacine i
prosirenje ciljne funkcije, uvodenjem dopunskih i veStackih promenljivih, kako za
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problem maksimuma tako i za problem minimuma, mogu se pregledno prikazati na
tabelaran nadin, u tabeli 2.4.1.

Tabela 2.4.1. Pravila za izbor dopunskih i vestackih promenljivih

Tip ogranicenja

Tabela za izhor dopunskih i veStackih promenljivih < _ >
Kod pretvaranje nejedna¢ina | dopunska DA NE DA
u jednacine veStacka NE DA DA
Koeficijenti u jednac¢inama uz dopunsku +1 / -1
ograniCenja uz vestacku / +1 +1

uz dopunsku 0 / 0

Koeficijenti u funkciji cilja uz vestasku max / -M -M

min / +M +M

Prosirena funkcija cilja ¢ija se maksimalna vrednost trazi, sa svim
ograni¢enjima tipa <, u sazetom obliku, prikazana je relacijom (2.4.21.).

F(X)=2.¢%; = 26X} +0- (g + Xppg + oot X (2.4.21))
=L =1

Primer 2.4.3. Prilagoditi matemati¢ki model za primenu simpleks algoritma.

max F(x) = 10x; + 20x,
p.o. 3X1 + 2%2 <300
5x1 + 5% <200

X2 <100
X1, X2>0
Resenje: max F(x) = 10x; + 20X, +0x3 + 0X4 + OXs
3X1 + 2X2 + X3 =300
BXx1 + 5%, + Xq =200
X2 +x5 =100

X1, X2, X3, X4, X5 > 0

ProSirena funkcije cilja ¢ija se maksimalna vrednost trazi sa svim
ogranicenjima tipa =, u sazetom obliku, prikazana je relacijom (2.4.22.).

F(X) =2 = D C;X; =M (X3 + Xy + oot X)) (2.4.22.)
1

j=1
Primer 2.4.4. Prilagoditi matemati¢ki model za primenu simpleks algoritma.

max F(x) = 10x; + 20x»
p.o. 3x1 + 2x2 = 300
5x1 + 5% = 200

X2 =100
X1, X2 >0
Resenje: max F(X) = 10x; + 20x2 —M (X3 + Xa + Xs)
3X1 + 2X2 + X3 =300
Bx1 + 5%, + Xq =200
X2 + x5 =100

X1, X2, X3, X4, X5 > 0
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Prosirena funkcije cilja c¢ija se maksimalna vrednost trazi sa svim
ograni¢enjima tipa >, u sazetom obliku, prikazana je relacijom (2.4.23.).

n n
FO) =% = D.¢;X; =0 (Xpug + oot X ) = M - (Xpmg + oo Xopmem ) (2.4.23.)
j=1 j=L

Primer 2.4.5. Prilagoditi matemati¢ki model za primenu simpleks algoritma.

max F(x) = 10x; + 20x»
p.o. 3X1 + 2%, > 300

5x1 + 5% > 200
X2 > 100
X1, X2 >0
Resenje: max F(x) = 10x; + 20x2 —0(X3 + X4 + X5) —M (X + X7 + Xs)
3X1 + 2X2 — X3 + Xp =300
BXx1 + 5%, —Xa + X7 =200
X2 — X5 + xg= 100

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, Xg = 0
Prosirena funkcije cilja ¢ija se maksimalna vrednost trazi sa meSovitim
ograni¢enjima (sva tri tipa <,=2>), u sazetom obliku, prikazana je relacijom
(2.4.24)).

n n
F(X) =2 = 26X +0- (Xpug oot Xy ) = M - (Xppeyg + oot Xy ) (2.4.24.)
) j=1

gde je
— k — broj dopunskih promenljivih,
— p —broj vestackih promenljivih.
Primer 2.4.6. Prilagoditi matemati¢ki model za primenu simpleks algoritma.

max F(x) = 10x; + 20x2
p.o. 3X1 + 2%, > 300
5x1 + 5x2 = 200

X2 <100
X1, X2>0
Resenje: max F(x) = 10x; + 202 +0(—X3 + X4) —M (X5 + Xe)
3X1 + 2X2 — X3 + Xs =300
5x1 + 5x» + Xg =200
X2 + Xq =100

X1, X2, X3, X4, Xs, X, > 0

ProSirena funkcije cilja ¢ija se minimalna vrednost trazi sa svim
ograni¢enjima tipa <, u sazetom obliku, prikazana je relacijom (2.4.25.).

F(X) =% = D 6%, +0- (Xpg + Xpg + oo X)) (2.4.25.)
j=1 i=1

Primer 2.4.7. Prilagoditi matemati¢ki model za primenu simpleks algoritma.

min F(x) = 10x1 + 20x»
p.o. 3xg + 2%, <300
5x1 + 52 <200
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X2 <100
X1, X2 >0
ReéSenje: min F(x) = 10x;1 + 20x2 +0(X3 + X4 + Xs)
3X1 + 2X2 + X3 =300
5X1 + 5x2 + Xs =200
X2 + X5 = 100

X1, X2, X3, X4, X5 > 0

Prosirena funkcije cilja ¢ija se minimalna vrednost trazi sa svim
ograni¢enjima tipa =, u sazetom obliku, prikazana je relacijom (2.4.26.).

F(X) =% = D.C;X; + M- (Xog + Xpug +-oF X (2.4.26.)
i1 1

Primer 2.4.8. Prilagoditi matematic¢ki model za primenu simpleks algoritma.
min F(x) = 10x; + 20x2
p.o. 3X1 + 2x2 = 300
5X1 + 5x2 = 200

X2 =100
X1, X2>0
Resenje: min F(X) = 10x; + 20%2 +M (X3 + X4 + Xs)
3X1 + 2X2 + X3 =300
BXx1 + 5%, + X4 =200
X2 + x5 =100

X1, X2, X3, X4, X5 > 0

ProSirena funkcije cilja ¢ija se minimalna vrednost trazi sa svim
ogranicenjima tipa >, u sazetom obliku, prikazana je relacijom (2.4.27.).

n n
F(X) =% = D.6;X; =0 (Xpug +oet X ) + M - Xy oot X ) (2.4.27.)
i1 =
Primer 2.4.9. Prilagoditi matemati¢ki model za primenu simpleks algoritma.

min F(x) = 10x1 + 20x»
p.o. 3x1 + 2x2> 300

5x; + 5x2 > 200
X2 > 100
X1, X2>0
Resenje: min F(X) = 10x; + 20x2 —0(X3 + Xa + Xs) +M (X + X7 + Xsg)
3X1 + 2X2 — X3 + Xp =300
Bx1 + 5%, — X4 + X7 =200
X2 — X5 + xg = 100

X1, X2, X3, X4, Xs, X, X7, Xg > 0

ProSirena funkcije cilja ¢ija se minimalna vrednost trazi sa meSovitim
ograni¢enjima (sva tri tipa <,=2>), u sazetom obliku, prikazana je relacijom
(2.4.28.).

n n
FX) =% = 26X +0- (Xpug oot Xy )+ M - (Xppeag oot Xpgr ) (2.4.28.)
j=1 =1
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gde je
— k—Dbroj dopunskih promenljivih,
— p — broj vestackih promenljivih.
Primer 2.4.10. Prilagoditi matemati¢ki model za primenu simpleks algoritma.
min F(x) = 10x1 + 20x2

p.o. 3X1 + 2%, > 300
B5x1 + 5%, = 200

X2 <100
X1, X2=>0
RéSenje: min F(x) = 10x;1 + 20x2 +0(—X3 + X4) +M (X5 + Xe)
3X1 + 2X2 — X3 + Xs =300
5X1 + 5x2 + X =200
X2 + X4 =100

X1, X2, X3, X4, X5, X, > 0

2.4.3. Kanonic¢ni oblik problema linearnog programiranja

Osnovne osobine kanoni¢nog oblika linearnog programiranja su:
- funkcija cilja se maksimizira ili minimizira,
- sva ograniCenja izrazena su kao jednacine,
— Sve nepoznate promenljive su nenegativne, i
— slobodni ¢lanovi sa desne strane jednakosti svakog ograni¢enja Su nenegativni.

Kanoni¢ni oblik zahteva ograni¢enja u obliku jednacina, zbog toga se
nejednacine moraju transformisati u jednacine, i proSirenu funkciju cilja. Nakon
prilagodavanja matematickog modela, opSti problema maksimuma prikazan
relacijama (2.4.7.) — (2.4.9.), u kanoni¢kom obliku je prikazan relacijama (2.4.29.)
—(2.4.31)).

max F(X) = CiXy + CoXo + . . . + CaXn + OXn+1 + OXne2 + . . . + OXnem  (2.4.29.)

p.o.
aiXr +apXe + ...+ awnXn + Xn+1 =D
azX1 + axXe + ... + axnXn + Xn+2 =h (2.4.30.)
am1X1 + am2X2 + - + aman + Xn+m = bm
X1, X2, «eey Xn, Xn+1, -ory Xnem >0 (2.4.31)

U sazetom obliku, kanoni¢ni oblik funkcije cilja prikazan je relacijom
(2.4.32.), ograniCenja sistema jednacina relacijom (2.4.33.), a prirodna ogranic¢enja
(2.4.34.).

max F(X) = > C;X; + 2 CruiXn.i (2.4.32)
i=1 i=1
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DagX; + X, =b i=12..,m (2.4.33)

j=1

Xj>0 j=1,2,...,n,n+l, ..., n+tm (2.4.34.)
gde su:

— Xn+i (1 =1, 2, ..., m) dopunske promenljive,
— koeficijenti u funkciji cilja ca+i (i = 1, 2, ..., m), koji odgovaraju dopunskim
promenljivima, jednaki nuli (Cn+i = 0).

Postavljeni linearni model odnosi se na probleme u kome je potrebno odrediti
maksimalnu vrednost funkcije cilja. Postupak za prikazivanje u kanoni¢nom obliku
ostalih varijanti problema linearnog programiranja (max/min funkcije cilja u
kombinaciji sa svim tipovima ogranicenja) potpuno je analogan prikazanom.
Potrebno je poStovati pravila za izbor dopunskih i veStackih promenljivih i
prosirenja funkcije cilja, kao $to je prikazano u predhodnom izlaganju.

2.4.4. Standardni oblik problema linearnog programiranja

Osnovne osobine standardnog oblika problema linearnog programiranja su:
- funkcija cilja se maksimizira, tj. max F(x),
- sva ograni¢enja izrazena su kao jednacine (tip ogranicenja =),
- Sve nepoznate promenljive su nenegativne, tj. x; > 0, j=1,2,...,n,
- svi slobodni ¢lanovi bi, i=1,2,...,m, sa desne strane jednakosti svakog

ograni¢enja, SU nenegativni, tj bi> 0.

- ukupan broj ograni¢enja m je manji od broja promenljivih

Standardni oblik problema zahteva ograni¢enja u obliku jednadina, |
prosirenu maksimiziranu funkciju cilja. Zato Se nejednacine, uslovljene
ograni¢enjima, i funkcija cilja moraju transformisati koris¢enjem pravila za
transformaciju, koja su opisana u poglavlju 2.4.2. Nakon prilagodavanja
matematickog modela, standardni oblik problema, definisan relacijama (2.4.7.) —
(2.4.9.), prikazan je relacijama (2.4.35.) — (2.4.37.).

max F(X) = cixg +...+ CnXn + 0 (Xn+1t...FXn+k) — M- (Xn+ke1t... FXn+kep) (2.4.35.)

p.o.
ai1X1 +...+ ainXn + Xn+1 + Xn+k+1 =bs
ax1X1 +...+ @znXn + Xn+2 + Xn+k+2 =h> (2.4.36.)
amiX1 +...+ amnXn + Xn+k + Xn+k+p = bm
X1, X2, eey Xny Xn+1, «eey Xntky Xn+k+1,eee, Xntkip > 0 (2437)

U sazetom obliku, standardni oblik prikazan je relacijama (2.4.38.) —
(2.4.40.).
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n K p
max F(x) = ZCij + Zcm—i Xn+i _ch+i+l “Xnisl (2438)
j=1 i=1 1=1
DoayX; + Xy + X =b i =10k =1, p (2.4.39.)
j=L
Xj >0 j=1,2,...,n,....,n+K,....n+k+p (2.4.40.)
gde su:

— k- broj dopunskih promenljivih
— p — broj vestackih promenljivih
— Xn+i (1 =1, 2, ..., k) dopunske promenljive,
— Xn+ivl (1 = 1, 2, ..., p) vestacke promenljive,
— koeficijenti u funkciji cilja cn+i (i=1,2,...,k), koji odgovaraju dopunskim
promenljivima, jednaki su nuli (cn+i = 0),
— koeficijenti u funkciji cilja cn+iv (i=1,2,....K; 1=1,2,...,p), koji odgovaraju
vestackim promenljivima, jednak je velikom broju M, tj. M>>0 (Cn+i+1 =M).
Primer 2.4.11. Dati matematicki model svesti na standardni oblik problema LP.
min F(X) = — 5xq + 4X, — 3x3
p.o. 2X1 + 4x, —5x3= 10
3X1 + 6X2—2x3< 20
— 33Xy + 7X2 —B5x3 <15
X1, X2, X3=> 0

Resenje: Problem minimizacije funkcije cilja se moze svesti na problem maksimizacije, i to
—min F(x) = max F(—x), na osnovu relacije (3.3), tako da je:
max F(X) = 5x1 — 4xz + 3X3
U tre¢em ograni¢enju, slobodni ¢lan bz je negativan, bs= —15. Mnozenjem ovog ogranienja
sa — 1 slobodni ¢lan postaje pozitivan, a ogranicenje izgleda:
3X1— TX2 + 5%3>15
Ovako transformisan problem dobija oblik:
max F(x) = 5x1 — 4x2 + 3x3
p.o. 2X1 + 4%, —5x3 =10
3X1 + 6X2 —2X3< 20
3X1 — X2 + 5X3 > 15
X1, X2, X3= 0

Uvodenjem dopunskih i vestackih promenljivih, na nacin opisan u poglavlju 4.2, problem se
svodi na standardni oblik sa m = 3 ograni¢enja i n = 7 promenljivih, kao:

max F(x) = 5X; — 4Xy + 3x3 +0(—Xx4 + X5) —-M (X6 + X7)

2X1 + 4X, — 5X3 + Xp =10
3X1 + 6X2 — 2X3 + X5 =20
3X1 — 7X2 + BX3 — Xa +x7=15

X1, X2, X3, X4, X5, X, X7 >0
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2.4.5. Vektorsko — matri¢ni oblik problema linearnog
programiranja

Prilagodeni model linearnog programiranja koji je prikazan relacijama
(2.4.29.) — (2.4.31.) moze se iskazati u vektorskom i matriénom obliku.

Funkecija cilja u matri¢noj formi izgleda:

Fx ]
X2
max F(x)=[c, ¢, - ¢, 0 - 0] x, (2.4.35.)
Xna1
_Xn+mJ
Sistem jednacina ograni¢enja je:
F ]
Ay, ay a, 1 o] | x b, ]
a, Ay a,, 1 0 : )
a3 83 v 83 0 0 -+ O] x, [=]|bg (2.4.36.)
: Xna1
Ay, a,, 0 0 1] : by, |
[ Xn+m

Uslov nenegativnosti promenljivih:
Xj >0, ]=(@1,2,..,n+tm) (2.4.37))

Zbog potrebe izraZavanja problema u matricnom obliku, uvode se sledece
oznake za vektore i matrice:

C'=[c, ¢, - ¢, 00 - 0]

X, a, a, - a, 1 0 .- 0 b,

Ay Ay ayy, 1 0 2

X =] X, A=|a; ay a;, O 0 b=|b,
| Xn+m | | 8m1 Qn2 o 8y 00 - l_ _bm_

Problem linearnog programiranja se moZe izraziti u matriénom obliku na
slede¢i nacin: Potrebno je odrediti nenegativni vektor X tako da funkcija cilja
dostigne svoju maksimalnu vrednost, tj.

max F(x) = CT-X (2.4.38.)
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uz linearna ogranicenja:
A-X=b (2.4.39.)
X=0 (2.4.40)
Uocava se da je CT po formi vektor red n+m-tog reda, X vektor kolone,
takode, n+m-tog reda, b vektor kolone m-tog reda, A matrica koeficijenata sistema
ograni¢enja reda (Mxn+m).
Cesto je u uputrebi jo§ jedan oblik izrazavanja linearnih problema. Kolone
matrice A mogu se posmatrati kao vektori kolona m-tog reda, a oznacavaju se kao:

ay, a;, a, 1 0 0

a,, 0 1
A1: ’A2: ’”"Anz ’An+1:E’An+2:E

A A, Apn 0 0 1

A =| | 2441)

Sistem linearnih jednacina ogranicenja se sada predstavlja kao:
A]_'Xj_ + A2'X2 + ...+ An'Xn + An+1'Xn+1 + ...+ An+m'Xn+m = b (2442)
ili u sazetom obliku:

n+m

Y Ajx; =b (2.4.43.)
j=1

2.4.6. Zavisne i nezavisne promenljive

Sistem jednacina AX = b ima reSenje ako je rang matrice sistema jednacina

aml am2 amk a

jednak rangu proSirene matrice [A|b], koja se dobija dodavanjem kolone slobodnih
¢lanova by, by, ..., bm matrici A (teorema Kronecker-Capellija). Rang r matrice A
naziva se rangom sistema i predstavlja broj linearno nezavisnih jednacina medu
datim ogranicenjima. Ako taj uslov nije ispunjen, skup dopustivih resenja Qp je
prazan i problem nema reSenja.

Rang sistema jednaCina AX = b ne moze biti veci od broja jednacina m, tj.
uvek je ispunjeno r < m, ali broj r ne moze biti ve¢i ni od broja promenljivih n, pa
je takode ispunjeno r < n. Ukoliko je r < m, tada primenom Gaussovog algoritma
dolazimo do zaklju¢ka o nesaglasnosti sistema ili eliminiSemo m — r suviSnih
jednacina u sistemu Ax = b. Zato pretpostavimo da je r = m, tj. da medu
ograni¢enjima (2.4.39) nema linearno zavisnih i da je sistem Ax = b saglasan.
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U sludaju da je r = m = n, sistem ima jedinstveno resenje x = A™'b pa ostaje
samo da se proveri uslov x > 0.

Interesantan slucaj je r = m < n, kada je broj linearno nezavisnih jednacina
manji od broja promenljivih. Tada, ukoliko je sistem jednacina Ax = b saglasan,
postoji beskonacno mnogo resenja. Svako od tih reSenja dobija se tako Sto se za n —
r = s promenljivih izaberu proizvoljne vrednosti, a zatim se vrednosti preostalih r
promenljivih izraCunavaju iz sistema jednacina AX = b. Promenljive veli¢ine koje
izraGunavamo nazivamo zavisnim ili bazicnim (ima ih r), a promenljive veli¢ine
Cije se vrednosti biraju proizvoljno nazivamo nezavisnim ili slobodnim
promenljivim (njih ima n — r = s). Prakti¢no se iz sistema jednacina r zavisnih
promenljivih izrazava pomoéu n — r = S nezavisnih promenljivih, pa se za
nezavisne promenljive biraju proizvoljne vrednosti. Kako se za nezavisne
promenljive moze birati beskonatno mnogo razli¢itih vrednosti, to Sistem
jednacina Ax = b ima beskona¢no mnogo resenja.

Definicija 2.4.1 Nenegativno resenje, koje se dobija tako Sto se za nezavisne
(slobodne) promenljive izaberu vrednosti jednake nuli, naziva se bazicno resenje
zadatka linearnog programiranja.

Primer 2.4.12. Transformisati dati, opsti, oblik zadatka linearnog programiranja u standardni
oblik, na¢i broj zavisnih i nezavisnih promenljivih, izraziti zavisne promenljive pomocu nezavisnih
inaci jedno bazi¢no resenje.

max F(X) = 2x1 + 5%,
p.o. X1+ 4x,<24
2X1+ X2 <21
X1+ X< 9
X1, X2 >0

ReSenje. Levim stranama nejednacina dodajemo nenegativne promenljive X3, Xa i X5 tako da
one postanu jednacine:

X1+ 4X2 + X3 =24
2X1+ X2 + X4 =21
X1+ X2 +X5 =9

Sada se zadatak linearnog programiranja (u kanoni¢énom obliku sa maksimizacijom funkcije
cilja) mozZe formulisati na sledeé¢i na¢in: Naci nenegativno reSenje X = (X1, X2, X3, X4 i Xs), Xi > 0, i =
1,2,3,4,5 koje zadovoljava sistem ograni¢enja u kanoni¢nom obliku i za koje ciljna funkcija F(x) =
2Xy + 5%2 + Oxz +0xs4 +0xs dostize maksimum. Matrica sistema jedacina A i proSirena matrica Ap
izgledaju:

1 4100 1 4100 24
A=2 1 0 1 0 A,=2 1010 21
11001 11001 9

Obzirom da je rang matrice A jednak rangu matrice A (r = ra = rap = 3), tada u sistemu ima
r=3 zavisne promenljive i s =n-r =5-3=2 nezavisne promenljive. Za nezavisne promenljive
izaberimo X, X2 i pomocu njih izrazimo zavisne promenljive X3, Xs, i Xs:

X3 = 24 — X1 — 4%z
X4 = 2172X17X2
X5 = 9-— X1 — X2
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Bazi¢no reSenje se dobija ukoliko se proglasi da je x1=x,=0. Odatle sledi da je: x3=24, x4=21
i Xs=9, tj. dobili smo bazi¢no resenje (0,0,24,21,9). Za ovo bazi¢no reSenje ciljna funkcija ima
vrednost F(x)=0. Naravno, mogu se dobiti i druga bazi¢na resenja ukoliko se drugi par promenljivih
odabere za nezavisne promenljive. Npr. ukoliko se za nezavisne promenljive odabre Xz i xs, onda bi
zavisne promenljive bile definisane na slede¢i nacin:
X1 = 9— X2 — X5
X3=24—(9—X2—X5) — 4% =15—-3X2 + X5
X4 = 21—2(9—X2—X5)—X2:3+X2+ 2Xs
Za Xo=x5=0 dobija se drugo bazi¢no resenje (9,0,15,3,0). Ukoliko se funkcija cilja izrazi
pomocu Xz i Xs ona dobija vrednost 18.
F(X) =2(9 — X2 — Xs) + 5%, = 18 + 3x2 — 2x5 = 18

Ova vrednost je ve¢a od vrednosti funkcije cilja u prvom bazi¢nom resenju, tj. bazi¢no
reSenje (9,0,15,3,0) je blize optimalnom reSenju od bazi¢nog resenja (0,0,24,21,9).

Maksimalna vrednost funkcije cilja iznosi maxF(x) = 33. Ovu vrednost ciljna funkcija je
dostigla u bazi¢nom resenju (4,5,0,13,0), to bazi¢no reSenje predstavlja i optimalno resenje.

Primer 2.4.13. Fabrika proizvodi dve vrste artikala A; i A2, i to na maSinama M1 i Ma. Za
artikal A; masina M; radi 2", a masina M, radi 4", i za artikal A2 magina M; radi 4", a magina M radi
2", Masine su na raspolaganju 24 h/dan. Fabrika dobija 3.500 dinara po jedinici proizvoda A;, a
4.800 dinara po jedinici proizvoda A. Koliko treba proizvoditi artikala Az i Az i kako iskoristiti rad
masina M1 i M da dnevna dobit fabrike bude maksimalna?

Resenje: Ukoliko je xi broj proizvedenih artikala A1, a x, broj proizvedenih artikala A, u toku
dana, tada je dnevna dobit fabrike:

F(x) = 3.500x; + 4.800x;
p.o. 2X1+4x, <24
4X1 + 2X2 < 24
X1, X2>0
Dobijen je simetriéni oblik matemati¢kog modela. Ukoliko se model prosiri uvodenjem
dopunskih (slack) promenljivih xs i x4 dobija se ekvivalentan problem u standardnom obliku:

F(x) = 3.500x; + 4.800x2 + 0(X3 + Xa)
p.o. 2X1 + 4Xo + X3 =24

4AX1 + 2Xo +x4=24

X1, X2, X3, X4 >0

ili u matri¢noj formi:

2 410 247
A= b= C’ =[3500 4800 0 O]
4201 24

2.5. KONVEKSNOST SKUPOVA

Dopustiva (moguca) reSenja linearnog programiranja se zasnivaju na nekim
osobinama konveksnih skupova. Za geometrijski skup K se kaze da je konveksan
ukoliko sadrzi svaku konveksnu kombinaciju svojih elemenata, tj., ukoliko sadrzi
za bilo koje svoje dve tacke (al i a?eK)i ¢itavu duz medu njima (slika 2.5.1.). Zbog
toga je moguce povezivanje linearnog programiranja i teorije konveksnih skupova.
Linearna ograni¢enja (2.4.39.) i (2.4.40.) odreduju konveksni skup taaka u m



34 OPERACIONA ISTRAZIVANJA 1

dimenzionalnom vektorskom prostoru. Zadatak je da se od svih tacaka konveksnog
skupa odabere ona koja ¢e obezdediti da funkcija cilja (2.4.38.) dostigne svoju
ekstremnu vrednost (minimum/maksimum). Zadatak je moguce resiti jer, medu
moguéim reSenjima linearnog programiranja posebno su znacajna ona koja
odgovaraju ekstremnim tackama konveksnog skupa. Optimalno reSenje problema
se nalazi u nekoj ekstremnoj tacci ili svakoj konveksnoj kombinaciji vise
ekstremnih tacaka.

QODD

a) konveksni skupovi b) nekonveksni skupovi
Slika 2.5.1. Oblast dopustivih resenja u obliku poliedra sa ciljnom finkcijom paralelnom
sa jednom stranom poliedra, gde funkcija cilja dostize ekstremnu vrednost na toj,
paralelnoj, strani poliedra

Najmanji konveksan skup koji u prostoru R" sadrzi n + 1 razli¢itih tacaka
naziva se simpleks u R". U prostoru R? svaki trougao je simpleks, a u R® svaki
tetraedar je simpleks.

Navedene osobine i tvrdnje, neophodne za izucavanje simpleks metoda kao i
metoda unutrasnjih tacaka, dokazuju se pomocu nekoliko definicija i teorema.

Teorema 2.5.1. Skup svih dopustivin (mogucih) resenja linearnog
programiranja c¢ini konveksni skup K, tj. skup Qp ={X|Ax = b, x > 0} je konveksan.

Teorema 2.5.2. Ako je skup dopustivih resenja Qp ={X|AX = b, x > 0} #0,
tada on sadrzi bar jedno osnovno (bazno) resenje.

Teorema 2.5.3. Ako je X = (X1,...Xn) € Qp bazicno reSenje sistema Ax = b, X >
0, tada je x ekstremna tacka skupa Qp. Obratno, ako je x ekstremna tacka skupa
Qp, tada je x bazicno resenje.

Teorema 2.5.4. Funkcija cilja F(x) = C-X definisana na konveksnom skupu
mogucih reSenja K, postize svoju ekstremnu vrednost (minimum ili maksimum) u
nekoj ekstremnoj tacci konveksnog skupa K, ili u svakoj konveksnoj kombinaciji
vise ekstremnih tacaka skupa K.

Tacka X iz konveksnog skupa K zove se ekstemna tacka ukoliko se ne moze
izraziti kao konveksna kombinacija nekih drugih tacaka iz skupa K. Moze se reéi
da ekstremna tacka ne lezi izmedu dve tacke konveksnog skupa.

Teorema 2.5.5. Ukoliko postoji m linearno nezavisnih vektora tako da vazi
vektorska jednacina Ai1X1 + AxX2 + ... + AnemXn+m = B, onda je odgovarajuce
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bazicno resenje X = (x1, X2, ..., Xn, 0, 0, ..., 0) ekstremna tacka konveksnog skupa
dopustivih resenja K.
Teorema 2.5.6. Vektori A1, A2, .., Am koji odgovaraju pozitivnim

koordinatama nekog bazno dopustivog resSenja, tj. neke ekstremne tacke
konveksnog skupa K, linearno su nezavisni. Iz ovog stava proizilazi da ekstremna
tacka moze da ima najvise m pozitivnih koordinata.

2.6. GEOMETRIJSKI METOD

Svakom uslovu nenegativnosti odgovara u vektorskom prostoru R"
poluprostor u kome je odgovaraju¢a promenljiva nenegativna. Svakoj uslovnoj
jednacini u R" odgovara jedna hiperravan. Svakoj uslovnoj nejednacini odgovara
poluprostor omeden hiperravni pridruzenoj odgovarajucoj jednacini. Skup svih
dopustivih vektora x je presek svih datih poluprostora i datih hiperravni, dakle ¢ini
jedan konveksni poliedar Qp. Jednac¢ina c'x=k za neko k predstavlja hiperravan
paralelnu sa prostorom R" ! koji je normalan na c. Projekcija poliedra Qp na pravac
odreden vektorom c je zatvoren skup [l, L] realnih brojeva, gde je | minimum a L
maksimum ciljne funkcije. Odgovarajuce hiperravni normalne na ¢ su dodirne
hiperravni poliedra Qp. Zajednicke tacke tih dodirnih hiperravni sa poliedrom Qp
daju vrednosti u kojima funkcija cilja dostize ekstremnu vrednost.

Geometrijski metod se moze iskoristiti kod problema koji sadrze n=2, a
najvise n=3 promenljive. Zadatak linearnog programiranja dat u osnovnom obliku
koji ispunjava uslov n-m=2 (a najvise n-m=3) takode se moze reSavati
geometrijskim metodom. Geometrijski metod, iako ne ba$ pristupacan, koristi se
zato $to olakSava pristup opstoj algebarskoj metodi.

Neka je dat linearni problem u obliku:
max F(X) = C1iXy + CoX2 + . . . + CnXn
p.o.

aix1 +aXe +. .. +amxn<bs
axuXi+axXe +... +anxn<b

adm1X1 + am2X2 +...+ AmnXn S bm
XlEO, XZEO, ...,ano

Za dati sistem se zna da je svako reSenje sistema nejednacina jedna tacka
prostora R", a skup nenegativnih dopustivih reSenja Qp je podskup prostora R".
Svaka od nejednacina

n
Zaljxjgbl i:1121--'!m
j=1

odreduje podskup DicR", i=1,..., m koji predstavlja skup tacaka s jedne strane
hiperravni
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n
j=1
pa je oblast dopustivih reSenja (poliedar u R") odredena presekom skupova
Qp, =D, nND,n---nD, "D,y NN Dy,

gde se podskupovi Dm+1,...,Dm+n dobijaju iz uslova nenegativnosti promenjivih
X1>0,....xn>0. Skup dopustivih reSenja geometrijski predstavlja poliedar
(simplicijalni kompleks).

Na slede¢em primeru je prikazan postupak reSavanja zadatka linearnog
programiranja primenom geometrijskog metoda.

Primer 2.6.1. Potrebno je re$iti problem linearnog programiranja: Odrediti nenegativne
vrednosti promenljivih X i x, za koje funkcija Kkriterijuma (cilja) postiZze maksimalnu vrednost i da
istovremeno zadovoljava zadata ogranicenja:

max F(X) = X1 + 4x2

p.o. 2X1 + 4%, <20
X1+ X< 2
X1+ X< 7
X1 <7
X1, X2>0

Resenje: Ovaj problem ima samo dve promenljive, pa se optimalno reenje moze utvrditi
grafickom metodom. Problem se reSava tako se sve nejednacine iz sistema ogranicenja predstave
graficki u pravouglom koordinatnom sistemu. Posto promenljive X1 i Xo nemogu biti negativne, za
graficko prikazivanje sistema ogranienja se uzima samo prvi kvadrant koordinatnog sistema.
Prirodno ogranienje x;=0 je zapravo ordinata x2, a uslov nenegativnosti x;>0 desna poluravan
koordinatnog sistema, prikazano na slici 2.6.1. a). Prirodno ograni¢enje X2=0 je apcisa xi, a uslov
nenegativnosti x»>0 gornja poluravan koordinatnog sistema, prikazano na slici 2.6.1. b). Uslov
nenegativnosti x1,X2>0 predstavlja prvi kvadrant koordinatnog sistema, kao $to je prikazano na slici
2.6.1.c).

3 3 3
2 2 2
1 1 1
-4 -3 -2 -10 1 2 3 4 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 -4 -3 -2 -140 1 2 3 4
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-3 -3 -3
a)x1=>0 b) x2>0 C) X1, X2=>0

Slika 2.6.1. Uslov nenegativnosti

Svaku linearnu nejednacinu iz sistema ograniCenja graficki predstavljamo tako Sto je
transformiSemo u odgovarajucu jednacinu. Prvoj nejednacini odgovara sledeca jednacina:

2X1 + 4x2 = 20
Ova jednacina predstavlja jednu pravu. Kako se razmatraju samo nenegativne vrednosti
promenljivih x; i X2 to je znacajna samo duz ove prave koja se nalazi u prvom kvadrantu pravouglog

koordinatnog sistema. Ova duZ se najjednostavnije unosi u koordinatni sistem posto se odrede
preseéne tacke prave sa koordinatnim osama. Sledi da je:

— zax =0 = X2 =5, paje prese¢na taka sa ordinatom tac¢ka A sa koordinatama (0,5),



Linearno programiranje 37

— zax;=0 = x =10, pa je prese¢na tacka sa apcisom tacka B sa koordinatama (10,0).

Smer nejednacdine odredujemo tako $to proizvoljno odaberemo jednu tacku van ucrtane duzi
(prave). Ako koordinate odabrane tacke zadovoljavaju datu nejednacinu onda je smer te nejednacine
u pravcu te proizvoljno odabrane tacke, u protivnom smer je u suprotnom pravcu. Tako npr. ako
uzmemo tacku sa koordinatama (2,2) i zamenimo je u nejednacini (2-2+4-2<10), uocava se da
koordinate te tacke zadovoljavaju ogranienje pa je smer ograni¢enja u pravcu tacke (2,2). Na slici
2.6.2. graficki je predstavljena prva jednacina i odreden smer prvog ogranicenja. Sve tacke iz
osen¢anog podrudja, trougla ABC, zadovoljavju prvu nejednacinu i predstavljaju oblast definisanosti
D.

|

2x1+4x2=10

Slika 2.6.2. Ucrtavanje prvog ogranicenja

Na isti nacin se unose i ostala ograni¢enja. Drugoj nejednaéini odgovara jednacina:
—X+X2=2
za koju su presecne tacke sa koordinatnim osama:

— zax=0 = X2 =2, paje preseéna ta¢ka sa ordinatom ta¢ka D sa koordinatama (0,2),
— zaxp=0 = x =-2, paje presecna tacka sa apcisom tacka E sa koordinatama (-2,0).

Smer nejednacine se odredujemo na potpuno isti nacin kao i kod predhodnog ogranicenja.
Uocava se da je oblast definisanosti D smanjena jer je na nju uticalo, osim prvog, i drugo
ograniCenje. Sada oblast D sacinjava ¢etvorougao BCEF, kao sto je prikazano na slici 2.6.3.

a

7
2x1+4x2=1

Slika 2.6.3. Ucrtavanje drugog ogranicenja
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Konstrukcija duzi (prave) moze da se uradi i tako $to se konkretna jednacina prave prevede u
segmentni oblik:

X, X
1429
m n
gde su:
— m— odsecak na apcisi,
— n— odsecak na ordinati,
kao §to je prikazano na slici 2.6.4.
Y
> A=(0,7)
6
5
4
n
3
2
1
0.0 m B=(7,0)
F1 0 1 2 3 4 5 6 N 9
-1

Slika 2.6.4. Odsecci na koordinatnim osama

Trecoj nejednacini odgovara jednacina:
X +Xx2=7

prevodenjem u segmentni oblik, jednacina prave izgleda:

X_+X_ =1
77
— m=7 = to je odsecak na apcisnoj osi 7, tj. tatka G sa koordinatama (7,0).

— n =7 = to je odsecak na ordinatnoj osi 7, tj. tatka H sa koordinatama (0,7),

Nakon odredivanja smera nejednacini, oblast definisanosti D se opet smanjila jer je na nju
uticalo, osim prve dve, i tree ograni¢enje. Sada oblast D sacinjava petougao CEFIG, kao §to je
prikazano na slici 2.6.5.

T X1+x2=2
X1 +x2;7

2X71 +4X

Slika 2.6.5. Ucrtavanje treceg ogranicenja
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U modelu postoji i ¢etvrto ograni¢enje kome odgovara jednacina:
X1=5
Ova prava je paralelna ordinatnoj osi Xo, i prolazi kroz ta¢ku J = (5,0). Nakon odredivanja

smera nejednadini, oblast D se opet smanjila jer je na nju uticalo i etvrto ograni¢enje. Oblast
definisanosti D sa¢injava Sestougao CEFIKJ, kao §to je prikazano na slici 2.6.6.

*1+x2=T9 X1=5

8

7
2x1+4x2=1

Slika 2.6.6. Ucrtavanje cCetvrtog ogranicenja

Nakon iscrtavanja svih ogranicenja, na slici 2.6.6., obeleZeno je (tamno osenc¢ano) podrudje
mogucih reSenja. Zapravo, koordinate svake tacke Srafiranog podrucja zadovoljavaju sva
ograni¢enja linearnog modela i uslov nenegativnosti. Moze se uoditi da se radi o zatvorenom
zajedni¢kom podrucju i da je to podruéje jedan konveksni skup.

Resenje problema se sastoji u tome da se od svih mogucih reSenja odabere ono koje ce
obezbediti da funkcija cilja postigne najvec¢u mogucu vrednost. Da bi se graficki odredilo optimalno
reSenje mora se uneti i prava koja ¢e reprezentovati funkciju cilja. Funkcija kriterijuma (cilja):

F(X) = x1 + 4%
predstavlja familiju paralelnih pravih. Raznim vrednostima F(x) odgovaraju razne medusobno

paralelne prave. Svejedno je koja ¢e se prava iz familije pravih graficki predstaviti i uzeti za pocetno
razmatranje. Najcesce se koristi jedan od slede¢a dva postupka:

1. 1z familije pravih uzima se prava koja prolazi kroz koordinatni pocetak. To je prava koja
predstavlja linearnu jednacinu:

F(X)=x1+4x2,=0
iz koje sledi da je:

— zaxi=0 = x2=0, to je tacka C u koordinatnom pocetku (0,0),
- zax1=4 = Xp=-1,toje tacka L sa koordinatama (4,-1).

Prava koja prolazi kroz koordinatani pocetak u tacci C = (0,0) i tacci L = (4,-1) ucrtana je
isprekidanom linijom, i prikazana na slici 2.6.7.
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Slika 2.6.7. Ucrtavanje F(x)=0

2. Moze se, takode, iz familija pravih uzeti prava koja prolazi kroz tacku iz podruc¢ja mogucih
reSenja. Na primer, ta¢ka L = (2,2) i odredi se vrednost funkcije cilja:
FX)=x1+4x,=12+4.2=10
Iz ove jednadine, za x,=0 = x;=10, a za x=0 = x,=2,5, pa su preseéne tatke sa apcisom
(10,0) i ordinatom (0,2,5). Prava koja prolazi kroz tacku L = (2,2) ucrtana je isprekidanom linijom i
prikazana na slici 2.6.8.

X1+x2=7 X1=5 -¥1+x2=2

2x1+4x2=10
6

4

x1+4x2=10

o~
~ao
-

e
-
~ -

-
=D
-

Slika 2.6.8. Ucrtavanje F(x)=10

Kako prava koja prolazi kroz tacku (2,2) daje vecu vrednost funkcije cilja, zakljucuje se da
§to je prava udaljenija od koordinatnog pocetka dobija se veca vrednost funkcije cilja. Potrebno je
odrediti maksimalna vrednost funkcije cilja. Zbog toga se prava, kojom je predstavljena funkcije
cilja, pomera paralelno u smeru povecanja njene vrednosti, odnosno $to je moguée dalje od
koordinatnog pocetka ali tako da bar u jednoj tacci dodiruje podruéje mogucih resenja. Pomeranje
se vrsi translatorno (paralelno) u odnosu na pravu F(x)=0 ili F(x)=10 ili bilo koje druge konstruisane
pocetne prave koja definiSe funkciju cilja. U ovom primeru, funkcija cilja dostiZe svoju maksimalnu
vrednost u tacci F, kao $to je prikazano na slici 2.6.9.
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X1=b-x14x2=2

Slika 2.6.9. Ucrtavanje optimalnog resenja maxF(x)=18

Da bi se dobila vrednost funkcije cilja potrebno je odrediti koordinate tacke F, koja je
posledica preseka dve prave p1 i p2 (prvo i drugo ogranicenje):
2X1+4x, =20
X1+ X2=2
Resavanjem sistema dve jednac¢ine sa dve nepoznate dobijaju se koordinate tacke F. Sistem
jednacina se moze izracunati na vise nacina:

1. Iz druge jednacine se izrazi Xo: Xo = X1 + 2 i zameni u prvoj, koja se reSava po pormenljivoj Xi:
2X1 + 4(X1 + 2) =20
2X1 +4x,=20-8
6x1 =12

X1 = 2
Dobijeno reSenje se vrati u drugu jednacinu i resi po Xz:

X2= Xy +2
Xo=2+2=4

2. Drugi nacin za izracunavanje koordinate presecne tacke je sabiranjem obe jednacine. Prethodno

drugu jednac¢inu pomnoc¢imo sa koeficijentom 2.

2X1 + 4%, =20
X1+ Xo=2 /-2
2X1 + 4%, =20
—2X1+ 2%, =4 |+
6x, = 24
Xo=4

dobijeno resenje se vrati u bilo koju jednacinu i resi po promenljivoj Xi:

X1+ Xp=2
X1 = X2—2:2

3. Sistem jednacina se moze resiti koris¢enjem Kramerovih formula:
AX AX AX, .
=—2> X, =—2%,- X, =—, i=(12,..,n)

X, =——, i
AT A A
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gde su:
— A — determinanta sistema jednacina,

— AX; — determinanta po i-toj promenljivoj.
2 4‘

A [=21-4(D=6

20 4
2 1

2 20
=2.2-20-(-1) =24
-1 2

Ax, 12 5 Ax2:£:4

A T2 T T

Dodirna tacka F sa koordinatama (2,4) je ekstremna tacka konveksnog skupa dopustivih

(mogucih) resenja. Tacka F=(2,4) zadovoljava sva ograniCenja iz matematickog modela i

obezbeduje ekstremnu (maksimalnu) vrednost funkcije cilja. Zato kazemo da je to optimalno reSenje
problema, koje se moze prikazati na slede¢i naé¢in:

AX, =

1

‘:201—4.2:12

AX, =

a maksimalna vrednost funkcije cilja iznosi:
max F(x) =x1 +4x, = 1.2+ 4.4 = 18.

Geometrijski metod, za slucaj n = 2 je implementiran u programskom jeziku
MATHEMATICA. Tako je nastao program ceom, Koji za unet problem linearnog
programiranja u simetricnom obliku od dve promenljive pronalazi optimalno
reSenje geometrijskim metodom 1 pri tome graficki prikazuje sve medukorake. Za
graficko prikazivanje skupa Qp dopustivih reSenja, koriS¢ene su standardne
funkcije programskog jezika MATHEMATICA: TnequalityPlot, InequalitySolve,
FindInstance, itd. Ove funkcije se nalaze u standardim paketima
Graphics‘InequalityGraphics i Algebra’ InequalitySolve.

Primer 2.6.2. Resiti problem linearnog programiranja kori§é¢enjem programa GEOM.

max F(X) = 8xy + 12x»
po
8x1 + 4x, < 600
2x; + 3x2 < 300
4x1+ 3x2 < 360
5x1 +10x2 > 600
X1 — X2 -80
X1 — X2 40
X1, X2 0

ReSenje. Problem se resava slede¢om naredbom:

Geom[8x+12y, {8x+4y<=600,2x+3y<=300, 4x+3y<=360, 5x+10y>=600, x-y>=-80, x—
y<=40,x>=0,y>=01}]

Program daje graficki prikaz skupa dopustivih reSenja Qp, kao i prave koja odgovara ciljnoj
funkciji. Pravu pomeramo “naviSe”, u pravcu vektora c¢'=[8,12], sve dok postoji presek sa
poligonom dopustivih resenja. Na slici 2.6.10. su prikazani polozaji prave kada prolazi kroz temena

Vv

<
2
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poligona, tj kroz ekstremne tacke oblasti dopustivih reSenja. Prikazani su razli¢iti polozaji funkcije
cilja.

Korak |

»

0 30 40 50 60

Korak 3

Y

30 40

Korak 5 ¥ Korak 6
10

20
60
40
20
x|

30 40 50 60

Sllka 2.6.10. Resenje problema zadatka 2.6.2.

Program takode daje optimalno resenje (ili izraz koji opisuje sva optimalna resenja). U ovom
slucaju to je:

X 12 30
X" = q{gz} +@1- q)[go} 0<q<1 maxF(x)=1.200

Graficko reSavanje problema LP nema posebnog prakti¢nog znac¢aja jer nema
realnih problema koji imaju samo dve promenljive. Medutim, ova metoda
omogucava da se na o¢igledan nacin prikaze sustina linearnog programiranja i neke
karakteristike njegovih reSenja. Na osnovu tih reSenja moguce je izvesti zakljucke o
problemima linearnog programiranja, a to su:

I Problem linearnog programiranja se formuliSe kao problem u kome se trezi
minimalna ili maksimalna vrednost funkcije cilja. Oblik i struktura
matemati¢kih modela se bitnije na razlikuje.
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II.  Skup ograni¢avaju¢ih faktora, izraZzen sistemom ogranicenja, formira
zajednicko podrucije, tj. oblast dopustivih resenja D.

1. Oblast dopustivih reSenja je konveksan skup.

IV. Ukoliko je oblast dopustivih resenja D kona¢na onda na njenoj granici postoji
najmanje jedna tacka koja predstavlja optimalno reSenje.

V. Kada je skup dopustivih resenja D prazan onda ne postoji optimalno reSenje
linearnog problema. Kod realnih problema ovaj slucaj se ne pojavljuje jer ¢e
ogranic¢avajuci faktori uvek formirati sistem neprotivure¢nih nejednacina.

V1. Optimalno reSenje linearnog problema ne postoji i u slucaju kada je oblast
dopustivih reSenja D neograni¢ena a istovremeno ciljna funkcija, koja se
maksimizira ili minimizira, beskonacno raste odnosno opada. Ovo, takode,
nije karakteristika realnih problema.

VII. Ukoliko su dobijena dva optimalna reSenja, tada su sve tacke duzi izmedu tih
tadaka optimalna redanja. Dakle ako su xXPeD i x®?eD optimalna resenja
linearnog problema, onda je i svaka konveksna kombinacuja xq@=g-x®+(1-
0)-x?, 0<g<1 optimalno resenje.

Iz pomenutih, zakljuénih, razmatranja uocava se da ekstremne tacke imaju
poseban znacaj, jer je njihov broj uvek konacan, a optimalno reSenje problema se
nalazi preko ekstremnih tacaka u konac¢nom broju iteracija.

2.7. MATRICNI METOD

Problem linearnog programiranja, izrazen u matricnom obliku, gde je
potrebno odrediti nenegativni vektor X tako da funkcija cilja dostigne svoju
maksimalnu vrednost, je predstavljen kao:

max F(x) = CT-X (2.7.1)
uz linearna ogranicenja:

A-X=Db (2.7.2))

X>0 (2.7.3)

Vektor CT je po formi vektor red n+m-tog reda, X vektor kolone, takode,
n+m-tog reda, b vektor kolone m-tog reda, A matrica koeficijenata sistema
ograni¢enja reda (mxn+m). Kolone matrice A mogu se posmatrati kao vektori
kolona m-tog reda, tj. A =[A1 Az... An.. Antm], @ 0znacavaju se kao [42]:

ap, a;, aq, 1 0 0
a a a 0 1 0

A = :21 A, = :22 o A= :2n A= : VAL, = : o A = : (2.7.4)
a a a 0 0 1

ml m2 mn

Sistem linearnih jednacina ogranicenja se sada moze predstaviti kao:
A1'X1 + A2'X2 + ...+ An'Xn + An+1'Xn+1 + ...+ An+m'Xn+m =h (275)
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1li u sazetom obliku:

n+m

DA =b (2.7.6)
i1

Posto su vektori Aj i b vektori m-tog reda, to znaci da izmedu n+m vektora
tipa Aj moze postojati najvise m nezavisnih. Ukoliko je u jednacini (2.7.5.) prvih m
vektora linearno nezavisno, vektor b se moze izraziti kao:

Ar-xt+AxX2+ ...+ AnXm=b (2.7.7)

Izbor m vektora se moze realizovati na C; kombinacija, kao §to je prikazano
relacijom (2.5.1.). Svaka kombinacija daje nov rezultat u funkciji cilja, tj. novu
vrednost vektora X. Najbolja kombinacija donosi optimalno resenje.

Od baznih vektora A = [A1 Az ... An .. Anim] moZe se formirati kvadratna
matrica Ab, dimenzija mxm. Ona je podmatrica matrice A i mozZe se izraziti kao:

Ab =[A1 Az... Am] (2.7.8.)
regularna je, tj. vazi:
datAb = 0 ili |Ab| =0 (2.7.9.)

Promenljive koje odgovaraju kolonama podmatrice Ab zovu se bazne
promenljive, a preostale su nebazne promenljive. Skup svih baznih promenljivih
¢ini bazu baznog resenja, dok je Ab je matrica baze.

Od m pozitivnih koordinata vektota X (koje stoje uz bazi¢ne vektore) formira
se vektor Xb = [X1,X2,...Xm].

Sada se sistem ogranicenja (2.7.2.), odnosno vektor b, moze izraziti pomocéu
matrice baze Ab, na slede¢i nadin:
Ab-Xb=b (2.7.10.)

Pomoéu inverzne matrice Ab™ se mogu odrediti koordinate vektora Xb, tj.
reSenje problema za posmatranu iteraciju. Obe strane izraza (2.7.10.) se moze
inverznom matricom Ab! sa leve strane, na sledeé¢i nadin:

Ab™-Ab-Xb = Ab-b

Abt-Ab =1

I-Xb = Ab*b

Xb = Abt.b (2.7.11)

Bazna vrednost funkcije cilja za pronadeno resenje je:

F(X) = Cb-Xb
zamenom se dobija da je:

F(X) = Cb-Abt-b (2.7.12))

gde vektor Cb obuhvata koordinate vektora C koje stoje uz bazne promenljive
(vektor Xb) u funkciji cilja.
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Linearno zavisni vektori matrice A se mogu izraziti pomoc¢u matrice baze Ab,
na sledeci nacin:

Ab-Xj = A (2.7.13)
gde je Aj, ] = (m+1,m+2,...,n), nebazni vektor. Nakon sredivanja dobija se izraz:

Xj = AbL.A; (2.7.14)
U ovom slucaju vrednost funkcije cilja iznosi:

F(Xj) = Cb-X;
zamenom se dobija da je:

F(Xj) = F(j) = Cb-Ab™-A; (2.7.15))

Relacijom (2.7.14.) izvrSena je transformacija koeficijenata matrice A, pa je
sada moguce izraCunati 1 koeficijente (Fj—Cj). Ovi koeficijenti omoguc¢avaju ocenu
optimalnosti pronadenog reSenja a nakon toga i izbor vektora koji ¢e da ude u
narednu bazu vektorskog prostora. Ti koeficijenti se odreduju na osnovu relacije:

Fj—cj=Cb-Xj—¢j, j=(m+l,...,n) (2.7.16.)
Primer 2.7.1. Dat je matematic¢ki model

F(X) = 2x1 + X2
po
X1+ X2<3
X1 <2
X1, X2 =0
Odrediti:

a) maksimalnu vrednost funkcije cilja, matriénim izra¢unavanjem,
b) maksimalnu vrednost funkcije cilja, grafickim metodom.

Resenje.
a) Matri¢ni proracun
Prosireni oblik matemati¢kog modela je:
max F(x) = 2X1 + X2 + 0-(X3 + X4)
X1+ X2 + X3 =3
X1 +X4=2
X1, X2, X3, X4 20
U modelu postoje n=4 promenljive i m=2 ograni¢enja. Rang matrice sistema je r(A)=2.
Matrice i vektori sistema su:

1110 3
A:{1 - J, b:{z}, C=[2 10 0 X=[x, x, x, x,]

SR PN

Resiti sistem zna¢i da je potrebno prikazati vektor b kao linearnu kombinaciju vektora
Ad,...,Aq, tj. izraunavaju se skalarne vrednosti X,...,X4, takve da je
Ai1-X1+ AxXo+ Az X3+ Asxa=h
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Posto je rang matrice r(A)=2, zna¢i da izmedu vektora Ai,...,As postoje dva linearno
nezavisna vektora koji ¢ine bazu vektorskog prostora R?. Izbor kombinacije dva nezavisna vektora
As,...,As se moze realizovati na C;, kombinacija, tj.

n! 4 3-4 12
n — — 6

Cn = mi(n—m)l  2@4-20 (2 2

Skup moguéih kombinacija bi bio: {Al,Az},{Al,A3},{Al,A4},{Az,A3},{A2,A4},{A3,A4}. Za daljl
postupak su interesantne linearne kombinacije Ai-Xi+Az-Xo+Asz-Xs+As-Xa = b takve da je vektor b
linearna kombinacija dva linearno nezavisna vektora. U ovom primeru postoje pet kombinacija
linearno nezavisnih vektora{A:, A2}, {A1,As},{A1,As},{A2,As},{A3,As}. Linearna kombinacija {A2,As}
je kombinacija dva linearno zavisna vektora, tj. njihova detA23=0, to zna¢i da matrica nije regularna
i ne postoji Azt matrice Ags.

e Proizvoljno se uzimaju kombinacije dva linearno nezavisna vektora. Uzeta je prva
kombinacija{A1,A2}, tj. Ab=[A2 As].

11 11 0 -1
Ab = , detAb=1.0-1.1=-1, Ab'= , adjAb=
10 10 -1 1

0o -1 [o 1
Ab" = —1 _.adjAb= L. =
det Ab 10-1 1| |1 -

0 1 3 0-3+1-2 2
Xb = X, —Abt.b= . = + = , X=
X, 1 -1||2 1.3+-1-2 1

¢ Kombinacija dva linearno nezavisna vektora{A:,As}, tj. Ab=[A: As].

[N 54

><w><><><
o O L, N

I

11 11 [0 -1
Ab = , detAb=1.0-1-1=-1, Ab" = , adjAb=
10 10

-1 1
0 -1 0 1
Abt =t ~adeb=i- =
det Ab -11-1 1 1 -1

Xb = X, AL b 0 1 ) 3 _ 0-3+1-2 _ 2’ X <
X, 1 -1||2| [1:3+(-D-2| |1
e Kombinacija dva linearno nezavisna vektora{A1,As}, tj. Ab=[A; As].

1 11 1
Ab= O, detAb=1.1-0-1=1, Ab" = . adjAb= °
11 01

11
1 0] [1 0
Ab'=—L . adjab=1. -
detAb 1[-1 1] |-11

Xb_{xl}_Ab1~b_{1 O]{S}_{ 1.3+0-2 }_{3} o
X, -1 1]|2| [(-D-3+1.2] |-1

[

><><N><><
O P ON

I

e

><w><N><><
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Kombinacija dva linearno zavisna vektora{Az,As}, tj. Ab=[A2 As].
11 10 0 -1
Ab= , detAb=1.0-0-1=0, Ab' = , adjAb=
00 10 0 1
—
det Ab
Kombinacija dva linearno nezavisna vektora{Az,A4}, tj. Ab=[A2 A4].

-adjAb = nije regularna

10 10 . 10
Ab = , detAb=1.1-0-0=1 Ab"= , adjAb=
01 01

01
1 0] 10
Abi=—t adjap=1]" T|=
det AD 100 1)7[o 1

o AR -

Kombinacija dva linearno nezavisna vektora{As,As}, tj. Ab=[Asz A4].

w

X X X X
N
|

N O w O

10 10 10
Ab = , detAb=1.1-0-0=1, Ab'= , adjAb=
01 01

01
1 0] 10
Abt=— L agian=t| Clo
detAb 110 1]7|o0 1

wowns RS =

Bazna reSenja (BR) sistema su:

[

X X X X
N
|

N w O O

o O R N
N O w O
N w O O

N w O O

Bazno refenje BR3=[3 0 0 -1]" nije BMR jer nije ispunjen uslov o nenegativnosti

promenljivih X1,X2,X3,Xa > 0.

Optimalno reSenje problema se nalazi u nekom od bazno moguéih reSenja, tj. onoj

kombinaciji gde funkcija cilja dostiZze svoju maksimalnu vrednost, tj:

(AuAY, F()=2x+x=22+11=4+1=5
{Al,A3}; F(X):2X1+X2:2-2+1-O:4+0:4
{AsAY, F(X)=2x+x=2:0+1.3=0+3=3
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{As,As}; F(X)=2x1+x2=2-0+1.0=0+0=0

Funkcija cilja dostiZze maksimalnu vrednost za kombinaciju {A1,A2}, tj optimalno resenje je:

=| |, maxF(x)=5

I
o O -

Promenljive x1 i X2 su bazne, a Xs i Xa nebazne. Bazno moguée reSenje je nedegenerisano
ukoliko su sve bazne promenljive razli¢ite od nule (X1,X2 # 0), kao S$to je slucaj u ovom primeru.
Ukoliko postoji bar jedna bazna promenljiva koja je jednaka nuli bazno moguée reSenje je
degenerisano (x1=0 v X2=0 v X1,X2=0).

b) Grafi¢ka metoda

Na slici 2.7.1. prikazana su sva bazna reSenja (BR) koja se nalaze u tackama A=(0,0);
B=(0,3); C=(2,0); D=(2,1); E=(3,0); Bazna moguca resenja (BMR) su u tatkama A, B, C i D, dok
tacka E nije bazno mogucée resenje. Optimalno reSenje se nalazi u ta¢ci D=(2,1), gde funkcija cilja
dostize maksimalnu vrednost, tj. max F(x)= 5. Dobijeno bazno moguée resenje je nedegenerisano
jer su sve bazne promenljive razli¢ite od nule (X, # 0).

o1 xz\‘ p2

maxF(x) =2x1+x2 =5

x1

Slika 2.7.1. Resenje problema zadatka 2.7.1.

2.8. SIMPLEKS METOD

Simpleks metod je iterativni postupak iznalazenja optimalnog reSenja modela
linearnog programiranja. Prvi put je razvijen od strane poznatog ameri¢kog
matemati¢ara George B. Dantzig-a 1948. godine. Zato se u literaturi Cesto srece i
kao Dantzig-ova metoda. Za resavanje problema LP postavljeno je i razradeno vise
algoritama simpleks metode. To su racunske procedure pomocu kojih se dolazi do
optimalnog resSenja, koje se medusobno neznatno razlikuju jer koriste isti pristup u
postupku reSenja problema. Simpleks metoda se zasniva na tri bitna principa:

1. Postoji mogucnost odredivanja bar jednog dopustivog resenja (plana), koji se
cesto naziva bazi¢nim planom ili dopustivim bazi¢nim planom.
2. Postoji moguc¢nost da se proveri da li je bazi¢ni dopustivi plan optimalan ili ne.
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3. Postoji moguc¢nost, da se u slu¢aju da dopustivi plan nije optimalan, izabere
novi, koji je blizi optimalnom.

Simpleks metod se zasnhiva na sukcesivnom poboljsanju pocetnog dopustivog

plana, sve dok se ne dobije optimalan plan. Algoritam simpleks metoda takode

omogucava da se ustanovi da li je zadatak resiv ili ne, odnosno, da li postoje
protivure¢nosti u ograni¢enjima.

Nacin reSavanja problema simpleks metodom moze se graficki prikazati kao
na slici 2.8.1.

Slika 2.8.1. Graficki prikaz simpleks metode

Funkecija cilja polazi od koordinatnog pocetka i u tom trenutku ima vrednost
jednaku nuli, tj. F(x)=0. Iterativnim postupkom, korak po korak, najkra¢im putem,
stize se do optimalnog resenja.

2.8.1. Procedura resavanja simpleks problema

Za objaSnjavanje procedure reSavanja simpleks metodom uzet je u
razmatranje ops$ti problem linearnog programiranja, koji glasi: Potrebno je pronaci
nenegativne vrednosti promenljivih X1, X2,..., Xn koje ¢e zadovoljiti sistem
ograni¢enja koji je dat linearnim nejednacinama 1 jednacinama

<
J:]- 2

I obezbediti da funkcija cilja

n

max F(x) =Y ¢;X;

J:
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dostigne svoju maksimalnu vrednost.

Ovako formulisani problemi linearnog programiranja reSavaju se simpleks

metodom prema sledecoj proceduri:

1.

Sve nejednacine sistema prevodimo u jednacine. Ukoliko je nejednacina tipa <
onda se dodaje izravnavajuc¢a promenljiva; ako je, nejednacina tipa >, onda se
odgovarajuca izravnavajuéa promenljiva oduzima od leve strane nejednacine.
Uz izravnavaju¢e promcenljive u funkciji cilja uvek stoje nule. Vestacke
promenljive se dodaju svim jednacinama i nejednaCinama tipa >. Uz ove
promenljive u funkciji cilja stavljaju se koeficijenti M.

Od koeficijenata prilagodenog modela sastavlja se pocetna simpleks tabela.
Bazu vektorskog prostora za pocetno reSenje Cine jedini¢ni vektori. To su
vektori koji odgovaraju ,,dodatim* promenljivim (dodate izravnavajuée i sve
vestacke).

Za dodatni red simpleks tabele racuna se koeficijent Fj—j, Vj. Simpleks tabela
sadrzi pocetno resenje.

Proveravaju se koeficijenti reda (Fj—c;j). Ukoliko je:

Fj—cj >0, V], onda se tvrdi da je pronadeno optimalno resenje.

Fj—¢j <0, V], onda biramo:

F, —¢c, =max|(Fj —cj)<0| (2.8.1.)
J

Koeficijent (Fs—Cs) odgovara vektoru As, pa se odreduje da vektor As ude u novu
bazu vektora.

Koordinate vektora b (kolona B simpleks tabele) deli se sa odgovaraju¢im
pozitivnim koordinatama vektora As i odreduje se:

9=b—r=m_in&; 3, >0,i=12,...,m (2.8.2)
ars : ais

Najmanja vrednost od ovih kolicnika odgovara vektoru Ar, pa se odreduje da

vektor Ay izlazi iz pocetne baze.

Koeficijenti za novu simpleks tabelu (ST 1) se izraCunavaju na osnovu

koeficijenata iz pocetne simpleks tabele (ST_0) prema slede¢im pravilima:

b .
b'=—, i=r (2.8.3)
' aI’S
a’I’S
[ ai -
a;'=—, I=r (2.8.5.)
aI’S
g )
a;'= a ——oa, i#r (2.8.6.)
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Ovaj proratun se moze obaviti i na osnovu Seme, prikazane na slici 2.8.2.
Transformisani koeficijenti se unose u novu simpleks tabelu, koja sadrzi i novo
moguce resenje.

bi—————>aaj—————»aas
IS

I ~

~ 3

~ 3

| > < E

\\ )

| \ 3

I ~ X

~

L4
b r Vodeti ar i red ars

Slika 2.8.2. Preracunavanje koeficijenata za narednu simpleks tabelu (Dantzig, 1963)

7. Postupak se vraca na na tacku 4. iz ove procedure. Svaka naredna iteracija
pocinje tatkom 4. i ponavlja postupak do tacke 7., sve dok se u taéci 4. ne utvrdi
da su sve razlike Fj — ¢; > 0. Tada se postupak zavrSava, pronadeno je optimalno
reSenje linearnog problema.

Ceo postupak resavanja linearnih problema, opisan ovom procedurom, moze
se predstaviti algoritmom, tj. fazama procesa izvodenja optimizacije, kao §to je to
predstavljeno na slici 2.8.3.

U prikazivanju simpleks algoritama, za reSavanje problema linearnog
programiranja, u literaturi postoji velika Sarolikost. Neki autori prikazuju algoritam
u vidu resavanja sistema jednacina primenom metoda zamene uz dodatni Kriterijum
optimalnosti, postoji tzv. matri¢ni nacin izvodenja, 1 preko simpleks tabele. Kod
primene simpleks tabele neki autori reSavaju kanoni¢ni oblik, a neki opsti oblik
zapisa problema linearnog programiranja.
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Formirani linearni model

&

Prilagodeni linearni model

&

U simpleks tabelu ST_0 se unose vektori
[b, Al,..., An]E[B, Xl,. . .,Xn]

Odreduje se baza vektorskog prostora.
U tabeli ST_0 bazu ¢ine jedini¢ni vektori

4

Racuna se: Fj_cjzzcj'xij_cj

Fi-¢c;=Cy-X;—-cC;, Vij

Stop !
Pronadeno je
optimalno resenje

Da li je neko
F,—c;<0?

lzaberese: o _ max {||:j —c; < 0|}

. J
Vektor A ulazi u novu bazu.

Da li je ba Sv»top!'
jedno a;> 0? ReSenje je
neograni¢eno

da

Za ajs > 0 izracuna se: b b

— ' _ min ——
Vektor A, izlazi iz baze. ¢ = min
ars ! ais

Formira se nova tabela. Koeficijente
transformiSemo prema formulama:

i rj
a, =L, al-a -
' a
I'S rs

a.

IS

Slika 2.8.3. Algoritam simpleks metoda
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2.8.2. Algebarska interpretacija simpleks metode

Logika simpleks metoda je u izboru prvog baznog reSenja sastavljenog od
vektora dopunskih promenljivih i postepenom poboljSavanju dok se ne postigne
optimum. PoboljSavanja se izvode zamenom baznih vektora i pri tome se vrse
preracunavanja koeficijenata novih linearnih kombinacija. Velika prednost

simpleks metode je u tome $to se ne ispituju sva moguéa bazna reSenja kojih ima
n

cn. Algebarska interpretacija simpleks metode bi¢e razradena na primerima
pronalazenja minimuma i maksimuma funkcije cilja.

Osnovni zadatak linearnog programiranja se zapisuje u obliku u kome su
prvih k promenljivih slobodne a ostalih m su bazne, kao:

Xkl = A11X1 + @12X2 + ... + Xk + b1
Xkr2 = A21X1 + AxX2 + ... + axXk + b2 (2.8.7.)

Xk+m = amiX1r + amaX2 + ... + amkXk + bm
Funkcija cilja se izrazava preko slobodnih promenljivih:
F(X) = Co + CiX1 + CaX2 + ... + CkXk (2.8.8)

Algebarska interpretacija simpleks metode bi¢e razradena na primeru
pronalazenja minimuma i maksimuma funkcije kriterijuma.

Primer 2.8.1. Pronaci optimalno reSenje datog problema linearnog programiranja koriste¢i
algebarsku interpretaciju simpleks metode.

min F(X) = 3xy — 6X2 — 2X3 + X4
p.o. IXy + 7Xo + 3X3 + 7X4 < 46
X1 =1+ 1xz3+2x4< 8
2X1+ 3% — Ixz + 1x4 <10
X1, X2, X3, X4 = 0
Resenje:

— Prevodenje u standardni oblik problema minimuma:
—1X1 — X2 — 3Xz — 7Xa > 46
=3X1+ X2 — IXg— 24> — 8
—2X1 — 3%z + IXz — 1xa >-10

— Svodenje na osnovni zadatak LP uvodenjem dopunskih promenljivih xs, Xs, X7, koje su ujedno i

bazne promenljive:

—1IX; — 7Xo — 3X3 — X4 = 46 + X5
=3Xy + 1Xo — IX3 — 2X4 =— 8 + Xg
—2X1 — 3Xo + 1x3 — 1x4 =10 + X7
X5 = —1X1 — 7X2 — 3X3 — 7X4 + 46
Xe = —3X1+1Xo—1X3—2X4+ 8
X7 = —=2X1 —3Xp + Ixz3— 1xa + 10

— Pocetno bazno resenje je: X1=Xo=X3=X4=0, Xs=46, Xs=8, x7=10, F(x)=0.
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— Izbor slobodne promenljive za ulazak u bazu vrsi se prema kriterijumu:
{max|cj|, jie < O} (2.8.9)
]

Cj su koeficijenti koji stoje uzpromenljive u funkciji cilja. Razmatra se samo apsolutna vrednost
negativnih koeficijenata. Koeficijent koji ima ve¢u apsolutnu vrednost ulazi u bazu. Kako je |c2[>|c3]
za ulazak u bazu bira se promenljiva Xo.

— Izbor promenljive za izlazak iz baze vrsi se na osnovu € ktiterijuma:

0= miin(—%) (2.8.10))

gde su:

— bi - slobodni koeficijenti u ograni¢enjima,
— aj; — koeficijenti koji stoje uz promenljivu koja ulazi u bazu u svim ogranicenjima.
U ovom primeru vektor bi=(b1, b2, bs)=(46, 8, 10), a koeficijenti koji stoje uz promenljivu X,
Su azj=(az1, a2, a23)=(-7, 1, -3). Najmanji pozitivni € koeficijent izlazi iz baze, tj.:
0= min (_b_') — m|n(_&,_b_2,_b_3) — m|n(_4_6,_§1_£) — m|n(4_61E) — E
123" gy ay Ay, Ay -7 1 -3 7 3 3

Bazu napusta promenljiva X7, zato $to je u treem ograni¢enju najmanji @ Kriterijum.

— ReSenje posle | iteracije-nakon $to se bazne promenljive X, Xs i Xe izraze preko slobodnih
promenljivih:
X2 =—0,667x1 + 0,333x3 — 0,333x4 — 0,333x7 + 3,333
Xs = +3,667%1 — 5,333%3 — 4,667xs + 2,333%7 + 22,667
X6 = —3,667x1 + 0,667x3 — 2,333x4 — 0,333x7 + 11,333
F(X) = 7x1 — 4X3 + 6x4 + 2%7 — 20
za X1=X3=X4=X7=0 dobija se F(x)= -20.
— Il iteracija - u bazu ulazi promenljiva xs jer jedino ona ima negativan predznak u funkciji cilja. Iz

baze izlazi promenljiva Xs jer samo u jednacini za baznu promenljivu Xs promenljiva xz ima
negativan predznak. Nove bazne promenjljive Xz, X3, Xs se izraze pomocu slobodnih X1, X4, Xs i X7

X2 = —0,438x1 — 0,625x4 — 0,063x5 — 0,188x7 + 4,75
X3 = +3,688x1 — 0,875x4 — 0,188xs + 0,438x%7 + 4,25

Xg = —4,125%; — 1,75%4 + 0,125%s — 0,333%x7 + 8,5
F(x) = 4,251 + 9,5X4 + 0,75%s + 0,25%7 — 37

Za novo bazno reSenje funkcija cilja ima vrednost —37, §to je i optimalno resSenje, tj.
minF(x)=-37, jer u funkciji cilja ne postoji promenljiva sa negativhim predznakom. Vrednosti
promenljivih za optimalno resenje su: X"=(x1", X2*, X3*, Xa*, Xs", Xs", X7")=(0, 4.75, 4.25, 0, 0, 8.5, 0).

Primer 2.8.2. Prona¢i optimalno re$enje datog problema linearnog programiranja koriste¢i
algebarsku interpretaciju simpleks metode.

max F(x) = 2x; + 1x, — 3X3 + 5xa4
p.o. X1+ 7X2 + 3%z + 7X4 < 46

X — 1o+ Ixzg +2x4< 8

2X1 + 3% — Ixz + 1x4 <10

X1, X2, X3, X4 >0
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Resenje:
— Svodenje problema na osnovni zadatak LP uvodenjem dopunskih promenljivih Xs,Xs,X7, KOje su
ujedno i bazne promenljive, matematicki model dobija oblik:
X5 = —1X1 — 7X2 — 3X3 — 7X4 + 46
Xg =—3X1 + IXg— IXz3—2X4 + 8
X7 = =2X1—3X2 + IXs— 1x4 + 10
— Pocetno bazno reSenje je: X1=Xo=X3=X4=0, Xs=46, Xx¢=8, X7=10, F(x)=0.
— Izbor slobodne promenljive za ulazak u bazu vrsi se prema kriterijumu:
max|c.j:c, > 0f (2.8.11)
]

Kako je |ca]>|c1|>|c2| za ulazak u bazu bira se promenljiva xa.
— lzbor promenljive za izlazak iz baze vrsi se na osnovu @ ktiterijuma (8.10):

0= mjn(—ﬂ)
I ij
U ovom primeru vektor bi=(b1,b2,b3)=(46,8,10), a koeficijenti koji stoje uz promenljivu x4 su
azi=(a21,822,a23)=(-7,—2,—3). Najmanji pozitivni 6 koeficijent izlazi iz baze, tj.:
0= mln(—) = min (—* L —_bZ —S. b3) = min(—_46 .=8.210, (4—6 8. E) 4
a; =123 2, Ay, Ay -7 -2 -1 2
Bazu napusta promenljiva Xs, zato $to je u drugom ograni¢enju najmanji 6 kriterijum.
— Resenje posle | iteracije - nakon $to se bazne promenljive Xs, X5 i X7 izraze preko slobodnih
promenljivih:
X4 =—1,5%1 + 0,5%2 — 0,5%3 — 0,5%s + 4
Xs = 99,5x1 —10,5x%2 + 0,5%3 + 3,5%s + 18
X7 =—0,5%X1 — 3,5%2 + 1,5X3 + 0,5%s + 6
F(x) =-5,5x1 + 3,5%2 — 5,5%3 —2,5%¢ + 20
za X1=X2=x3=Xs=0 dobija se F(x)= 20.
— 1l iteracija - u bazu ulazi promenljiva x» jer jedino ona ima pozitivan predznak u funkciji cilja.
Zaizlazak iz baze konkurisu promenljive xs i X7 jer je:

- -4 -18 -6 .. 6.6 6
0= mln— min —2' b, = — s~ )=min([—;—)=—
'“3( )= (a a, a 2" (05 -105 —35) (35 35) 35

a, i 21 22 23

U ovom slucaju nije bitno koja ¢e promenljiva da napusti bazu. Proizvoljno se bira da bazu
napusti promenljiva xs. Nove bazne promenjljive X2, X4, X7 Se izraze pomocu slobodnih X1, X3, Xs i Xe:

X2 = 0,905x; + 0,048x3 — 0,095xs + 0,333x%s + 1,714
X4 =—1,048x1 — 0,476x3 — 0,048x5 — 0,333x¢ + 4,875
X7 =—-3,667x1 + 1,333x3+ 0,333xs — 0,667x + 0

F(x) = -2,333x1 — 5,333x3 — 0,333x5 — 1,333%s + 26

Za novo bazno refenje funkcija cilja ima vrednost +26, §to je i optimalno reSenje, tj.
maxF(x)=26, jer u funkciji cilja ne postoji promenljiva sa pozitivnim predznakom. Vrednosti
promenljivih za optimalno reSenje su: X"=(X1", X2*, X3*, X4*, X5, X", X7)=(0, 1.714, 0, 4.875, 0, 0, 0).
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2.8.3. Matri¢na interpretacija simpleks metode

Zadatak linearnog programiranja moze se prikazati i u vektorskom obliku.
Trazi se nenegativni vektor X koji ¢e zadovoljiti sistem ograni¢enja i datu finkciju
cilja, tj:

F(x) =CT"-X
A-X=D
X>0
pri cemu je:
— X —vektor kolona promenljivih x;
C'— vektor reda koeficijenata c;
b — vektor kolona nezavisnih ¢lanova
A — matrica koeficijenata ajj

Matri¢na interpretacija simpleks metode bice prikazana na primeru problema
LP gde se zahteva prora¢un maksimalne vrednosti funkcije cilja.

Primer 2.8.3. Treba na¢i nenegativno reSenje sistema ogranic¢enja koje ¢e dati maksimalnu
vrednost funkcije cilja, tj:
max F(X) = X1 + X2 + X3
p.o. 6X1 + 5X2 + 4x3 < 18
2X1 + 8X2 + 3x3 < 15
4x1 + 2X2 + 53 < 14
X1, X2, X3 >0

Resenje. Uvodenjem dopunskih promenljivih X4, X5 i X dati problem se svodi na oblik
simpleksnih jednacina:

max F(X) = X1 + X2 + X3 + 0-(Xa + X5 + Xs)

p.o. 6X1 + 5X2 + 4X3 + X4 =18
2X1 + 8%y + 3X3 + Xs =15
4X1 + 2Xo + 5X3 +Xs =14

X1, X2, X3, X4, X5, X6 = 0

Vektorski prikaz datog problema je sledeci:

6 5 410 0]|x 18 X,
2 8301 0|-|=|15, mxF(x)=L 1 1 0 0 0]
4 2 5 0 0 1]|x 14 Xg
3 6
ili u skra¢enom obliku: Z:;,1J.xj +Z:Aixi =D
j=1 i=4

— Formiranje pocetnog baznog resenja - Kako vektor reSenja moze da ima najvise 3 pozitivne
komponente to su xi, X2 i X3 jednake nuli, pa sledi da je X=[0,0,0,X4,Xs,Xs]. Sistem ograni¢enja se
moze prikazati kao:

6 5 4||0] |1 0 Of|x, 18
2 8 3|-/0(+|0 1 O||xs|=|15
4 2 5[]|0] [0 0 1]]xXg 14
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Obzirom na to da je matrica A jedini¢na matrica, sledi da je Xa=18, x5=15 i Xs=14. Vektor
pocetnog reSenja je X=[0 0 0 18 15 14]. Vrednost pocetnog baznog resenja je:
K
0
Fx)=t 11 0 0 0] 01 0
18
15

14

— | iteracija - Pocetno reSenje je prakti¢no bez znacaja i potrebno je izvrSiti njegovo pobolj$anje
uvodenjem u bazu vektora A1, Az i Az. Izbor vektora za ulazak u bazu vr$i se prema kriterijumu:

maxF, —c,|.(F, ~¢i) <0 (2.8.12))

Velicine Fj ra¢unaju se prema izrazu:

Fj =2 0%, V] (2.8.13)
I

Veli¢ine X koje predstavljaju koordinate vektora Aj u odnosu na datu bazu, radunaju se
pomocu izraza Y=B1-D, tj.:

1
Xa Xgo Xg3

1 00['[65 4] [65 4
X5, Xg Xe3|=|0 1 O] |2 8 3[=[2 8 3
X, Xe» Xez| |0 O 1| |4 2 5| |4 2 5

Vrednost Fj izraCunava se na slede¢i naéin.

Xa1 Xgo X3 6 5 4
[Fl F, FS]:[CA Cs Ce]' X5p  Xsp  Xg3 :[O 0 O]' 2 8 3
Xe1 Xep Xes 4 25
F1=0, F,=0, F3=0. Izbor vektora za ulazak u bazu:
zaj=1; F1-c1=0-1=-1
zaj=2; F»C,=0-1=-1
za j=3; F3—c3=0-1=-1
Za ulazak u bazu proizvoljno se bira vektor A;.
Izbor vektora za izlazak iz baze:
X
¢=min—>0, x;>0 (2.8.14))
1

X

pri ¢emu je:
— i — oznaka vektora koji ¢ine bazu

— j—oznaka vektora koji ulazi u bazu

U ovom slucaju j=1, i=4,5,6. 8={18/6, 15/2, 14/4}=3. Na osnovu toga sledi da bazu napusta
vektor As. Novu bazu A’ &ine vektori Ay, As i As.

Izrazavanje vektora b u terminima nove baze [Ai’]:

Xi,:{xi—axiS za _|¢r} (2.8.15)
o za i=r
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pri ¢emu je r - oznaka vektora koji napusta bazu. Na ovaj nacin se dobijaju komponente novog
baznog reSenja X'. Tako je komponenta u odnosu na vektor koji je u$ao u bazu (A;) jednaka:

X1’:9 :X4/X41:18/6:3.

Ostale koordinate vektora b, (odnosno komponente vektora reSenja X') u odnosu na
odgovarajuce vektore nove baze takode se racunaju prema izrazu (2.8.15.):

X5’= X5—6 X51=15-3-2=9
X6'= Xe—0 Xg1=14-3-4=2

Vektor resenja X' nakon promene baze ima komponente (X je vektor-kolona) X={3 0009
2}. Vrednost funkcije cilja sa novim vektorom reSenja X' je:

FF)=L 11 0 0 0]

N © O O O Ww

Dobijeno reSenje je bolje od pocetnog, ali se ne zna da li je i optimalno. Da bi to bilo
utvrdeno, ponavlja se postupak izraCunavanja prikazati kao linearna kombinacija vektora u novoj
bazi As, As, As. Zatim se izraCunavaju vrednosti Fj za vektore Ay, Az i A4 i primenjuje se kriterijum
(2.8.12.) za izbor vektora koji treba da udu u bazu.

— Il iteracija - Izra¢unavanje koeficijenta linearne kombinacije vektora A; u odnosu na novu bazu
[Ai’]. Prema izrazu Y=B-D sledi:

1
Xia X2 Xgg 6 00

1 5 4

Xe4 Xs, Xe3|=[2 1 0| -|0 8 3|=B™*-D (2.8.16.)
Xea Xe2  Xe3 4 01 0 25

pri ¢emu je B=[Ay’].

Medutim u ovom koraku baza B ne daje jedini¢nu matricu, pa nije moguce izjednacavanje X;
sa odgovaraju¢im elementima a;; matrice [Ai’]=D, kao §to se to moglo uraditi u poéetnom resenju.
Prvo se izradunavaju vrednosti inverzne matrice B, a zatim se na osnovu proizvoda B*-D, na
desnoj strani izraza (2.8.16.), dobijaju vrednosti odgovarajucih Xjj. Posto je utvrdeno da je matrica B
regularna kvadratna matrica moze se izraunati njena inverzna matrica:

Bl-—1 .adjB

Nakon izra¢unavanja dobija se:
1 00 1/6 0 0
Bl=2|_2 6 0|=|-1/3 1 0
-4 0 6 -2/3 0 1
Uvodenjem poznatih veli¢ina u izraz (2.8.16.) i obavljanjem potrebnih radnji dobija se:
Xig X1 X3 1/6 0 0|1 5 4 1/6 5/6 2/3

Xy, Xp X |=|-1/3 1 0|-{0 8 3|=|-1/3 19/3 5/3
Xes Xep Xez| |—2/3 0 1||0 2 5| [-2/3 -4/3 7/3
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Zatim se racunaju veli¢ine Fj:

Xig Xip i3 1/6 5/6 2/3

1 5 2

[F, F, Fl=[c, ¢ c)|Xs X Xs3|=[ 0 0]:|-1/3 19/3 5/3 :[— s 5}
Xea Xe2 o3 -2/3 —-4/3 7/3

odnosno F4=1/6, F,=5/6, F3=2/3.
Izbor vektora za ulazak u bazu prema kriterijumu (2.8.12.):
Fs—c4=1/6-0= 1/6
Fo—c>=5/6-1=-1/6
Fs—c3=2/3-1=-1/3
U bazu ulazi vektor As. Vektor koji izlazi iz baze odreduje se na osnovu kriterijuma (2.8.14.),
tj: @ =min{X1/X13, Xs/Xs3, Xe/Xe3}, 0dnosno & =min{9/2, 27/5, 6/7%}. 1z baze izlazi vektor As. Novu
bazu [Ai’’] ¢ine vektori Az, As, Az. Izrazavanje vektora b u terminima nove baze[Ai’’]:
X3”:9:X6/X63: 6/7
X17’= X1—9X13:17/7
X5 = X5—9X53:53/7
Novo bazno resenje je: X*’={17/7 0 6/7 0 53/7 0}. Vrednost funkcije cilja za novo bazno
reSenje je:
[17/7]
0
6/7
F'(x)=C-X"=L 1 1 0 0 0] o |7237
53/7
0

— Sprovodenjem jo$ jednog kompletnog postupka poboljSanja dobija se optimalno reSenje:
X’={7/6 53/51 74/51 0 0 0}, a vrednost funkcije cilja za optimalno reSenje je
maxF(x)=373/102.

2.8.4. Tabelarni postupak — simpleks tabela

Simpleks tabela predstavlja jedan od algoritama simpleks metode. NalaZenje
optimalnog reSenja, zadatka linearnog programiranja, znatno je pojednostavljeno
nakon §to su Carns, Kuper i Henderson prikazali formalizovan tabelarni postupak.
Logika simpleks metode je ostala nepromenjena. Postupak se sastoji u tome da se
od koeficijcnata funkcije cilja i1 sistema ograniCenja sastavi tabela (otuda naziv
simpleks tabela), koja se zatim, prema odredenim pravilima, menja dok se ne dode
do optimalnog reSenja. Optimalno reSenje se dobija postupno poSto se sacini
dovoljan broj simpleks tabela. U proracunima se primenjuju isti kriterijumi ali je
postupak znatno brZi i jednostavniji koriS¢enjem simpleks tabele. PoCetna simpleks
tabela ima izgled kao §to je prikazano u tabeli 2.8.1.
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Tabela 2.8.1. Pocetna simpleks tabela ST_0 (Dantzig, 1963)

Bazne Slobodne promenljive
promenljive O=bi/a
C C1 Co Cn | Cn+1 [ Cn+2 | ... |Cn+m e
Co Xp B X1 X2 Xn | Xn+1 | Xn+2 | «or | Xn+m

Cnt1 | Xn+1 | b1 | @ @2 | ... Jawm | 1 | O 0 6

Cnt2 | Xn+2 | D2 | @ | @2 | ... [@n| O 1 0 &

0 0 0

Cn+m | Xntm | Dm | @mi [ @m2 | ... [@m | O 0 1 G
Fi-c; 0 [|Fi-C1|F2-Ca| ... |Fn-Cn| O 0 0 0 |Fj-Cj|.9

Oznake u simpleks tabeli su:

— C — vektor koeficijenata ci uz promenljive x; funkcije cilja, i=1,2,...,n.

— Cp — vektor koeficijenata ci uz promenljive x;i funkcije cilja koje sacinjavaju
bazno dopustivo resenje, i=n+1, n+2,...,m.

— Xp — vektor promenljivih bazno dopustivog resenja,

— B — vektor vrednosti promenljivih bazno dopustivog reSenja za posmatranu
iteraciju,

— Xj— mnozitelji vektora baze,

— @— kriterijum za odredivanje koji vektor Xy izlazi iz baznog resSenja,

— Fj-Cj — kriterijum optimalnosti,

— |Fj-cj| 6— prirastaj funkcije cilja za posmatranu iteraciju.

2.8.4.1. ReSavanje problema maksimuma

U narednim primerima bice ilustrovano formiranje pocetne simpleks tabele
(ST _0), iterativni postupak dolazenja do optimalnog resenja, kao i situacije koje bi
mogle da se dogode prilikom reSavanja, za slu¢aj maksimiziranja funkcije cilja.

Primer 2.8.4. Pronac¢i maksimalnu vrednost funkcije cilja za dati matematicki model.

F(X)= 6X1 + 7X2 + 8X3
p.o. X1+ 2X2+ X3< 900
X1 + 3X2 + 2x3< 1600

2X1 < X2 + X3

X1,X2,X3 > 0

Resenje. Primena bilo kog algoritma simpleks metode zahteva odgovarajuée prilagodavanje
modela kako bi se on reSio. Prilagodavanje modela vrsi se prevodenjem svih nejednacina u
jednacine, uvodenjem dopunskih (izravnavajucih) promenljivih, i prosirenje funkcije cilja. Kod
prethodnog sistema ograniCenja, leve strane nejednacina su manje od desnih pa se dodavanjem
izravnavajuc¢ih promenljivih levoj strani nejednaCinama dobijaju jednacine. izravnavajuce
promenljive imaju svoj ekonomski smisao i one oznacavaju neiskoris¢ene kapacitete, koji su opisani
konkretnim ograni¢enjima. Logi¢no je da, u prosirenoj funkciji cilja, uz dopunske promenljive budu
koeficijenti jednaki nuli. Prilagoden model, za primenu simpleks tabele, dobija oblik:

max F(x)= 6x1 + 7X2 + 8X3 + Ox4 + Ox5 + OXs
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p.o. X1+ 2X2+ X3+ X4 = 900
X1+ 3X2 + 2X3 + X5 =1600
2X1 — X2 — X3 + X = 0

X1,X2,X3,X4,X5,X6 = 0
Potrebno je ista¢i dve bitne karakteristke postupka prilagodavanja modela:

1. Linearni model je prilagoden za primenu simpleks tabele (i ostalih algoritama) kada su sve
nejednacine prevedene u jednacine, pri ¢emu se svakoj nejednacini dodaje po jedna
izravnavajuéa promenljiva; i

2. Kada se u tako prilagodenom modelu mozZe formirati jedini¢na matrica (od koeficijenata koji
stoje uz izravnavajuce promenljive).

Koeficijente iz prilagodenog modela unosimo u pocetnu simpleks tabelu. Dimenzije
simpleks tabele zavise od dimenzije prilagodenog modela. Tako simpleks tabela ima: tri stalne
kolone (Cp, Xp i B) i jo§ onoliko kolona koliko promenljivih ima u modelu. Posmatrano po
redovima, simpleks tabela ima: zaglavlje (u koje se unose koeficijenti iz funkcije cilja); onoliko
redova koliko sistem ograni¢enja ima jednacina; i dodatni red optimalnosti (Fj—c;). Nakon ovih
objasnjenja, pocetna (nulta) simpleks tabela ima oblik kao $to je prikazano u tabeli 2.8.2.

Tabela 2.8.2. Pocetna (nulta) simpleks tabela ST 0

6 7 8 0 0 0
Co Xo B Xl X2 X3 X4 X5 X6 O:bi/aij
0 Xs | 900 1 2 1 1 0 0 900
0 Xxs 1600 1 3 2 0 1 0 800
0 X6 0 2 -1 -1 0 0 1 /
Fi—c; 0 -6 -7 -8 0 0 0 6.400

e Popunjavanje poc¢etne simpleks tabele ST 0

Prvi red zaglavlja sadrzi koeficijente koji stoje uz promenljive u funkciji cilja. Ostali redovi
odgovaraju jednadinama sistema ograniCenja i sadrze koeficijente iz tog sistema, stim $to su
slobodni ¢lanovi sistema ograni¢enja upisani u kolonu B. Kolona B sadrzi vrednosti koje ¢ine
reSenje u posmatranoj iteraciji. U nultoj simpleks tabeli (ST_0) kolona Xy je popunjena na osnovu
promenljivih koje odgovaraju jedini¢nim kolanama (vektorima). U koloni Cy upisuju se kaeficijenti
koji stoje u funkciji cilja uz promenljive iz kolone Xj.

Red (Fj—cj) ima pasebnu ulagu u postupku reSavanja problema i on se izraunava tako §to se
koeficijenti iz kolone Cp, pomnoze odgovaraju¢im koeficijentima odredene kolone Xj, pa se
proizvodi saberu i od zbira aduzme Kaeficijent iz zaglavalja cj, kao §to je prikazano relacijom
(2.8.17.).

Fi—Ci =Cp-Xj—Cj, V] (2.8.17.)
Tako je na primer, za kalonu x izraéunato:
Fi—¢1=(0-1+0-1+0-2) -6 =-6
Istim proratunom se popunjavaju i preostala polja u redu za optimalnost. Sastavljanjem

pocetne simpleks tabele pocinje proces reSavanja problema. Ova tabela sadrzi jedno maguce resenje
problema. Kolona Xp u simpleks tabeli sadrzi promenljive koje ¢ine reSenje problema za tu iteraciju,

promenljive:
X4 =900, x5 =1600, X¢6=0
Vrednost funkcije cilja za ovo resenje nalazi se u preseku reda (Fj—c;j) i kolone B. Dobija se

proraéunom tako §to se koeficijenti iz kolone C, pomnoze odgovaraju¢im koeficijentima kolone B,
pa se proizvodi saberu. U nultoj iteraciji funkcija cilja iznosi:
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Fo=0-900 +0-1.600 +0-0=0
Otuda i potice naziv nulta simpleks tabela i simbolicki se predstavlja kao ST_O.

e Ocena optimalnosti pronadenog reSenja za ST 0

Potrebno je proveviti da li je reSenje iz pocetne (nulte) simpleks tabele optimalno ili ne. To
se formulie preko reda Fj—cj. Izmedu vrednosti funkcija cilja za dve uzastopne iteracije postoji veza
koja se moze izraziti slede¢om relacijom:

Fi1=Fo-8-(F—c) (2.8.18.)

U ovoj relaciji je sa F1 oznaCena vrednost funkcije cilja u narednoj iteraciji, sa Fo vrednost
funkcije cilja u posmatranoj iteraciji, a sa @ vrednost promenljive koja ulazi u naredno resenje. Kako
je uvek 8> 0, to ¢e vrednost funkcije kriterijuma u narednoj iteraciji zavisiti od vrednosti i znaka
(Fj—c;j). Kada trazimo maksimalnu vrednost funkcije kriterijuma, promena nekog reSenja ima smisla
samo ako se time povecava vrednost funkcije cilja, odnosno ako je F1>Fo. Prema relaciji (2.8.18.)

lako se moze zakljuditi da ¢e se ovo desiti uvek kada je (Fj—Cj)<0. Na osnovu ovoga se moze
formulisati kriterijum za ocenu optimalnosti pronadenog resenja:

Kada se trazi maksimalna vrednost funkcije cilja, sve dok u redu (Fi—C;) postoje negativni
koeficifenti nije pronadeno optimalno resenje problema.

U ST_0 u kolonama x;,x2 i X3 postoje negativni koeficijenti u redu (Fj—c;), pa zaklju¢ujemo da
reSenje iz ove tabele nije optimalno.

e Izbor promenljive koja ulazi u naredno reSenje

Posto u pocetnoj tabeli nije pronadeno optimalno resenje, treba odrediti novo resenje koje ¢e
obezbediti vecu vrednost funkcije kriterijuma u odnosu na vrednost koju je dalo reSenje iz
posmatrane tabele. Promena reSenja se vr$i postupno, korak po korak, tako $to se jedna od
promenljivih izvan reSenja odredi da ude u naredno resenje, a jedna promenljiva izlazi iz reSenja. U
pocetnoj simpleks tabeli izvan reSenja se nalaze promenljive X, X2 i Xs. Prema tome, u narednoj
iteraciji u reSenje moze da ude jedna od ovih promenljivih, a da izade jedna od promenljivih X4,Xs ili
xs. Cilj je da se §to pre dode do optimalnog reSenja, pa u naredno reSenje treba da ude ona
promenljiva koja obezbeduje najveci porast (prirastaj) funcije cilja. Na osnovu relacije (2.8.18.)
formulise se kriterijum za izbor promenljive koja ulazi u naredno bazno mogucée resenje.

Ukoliko se u problemu trazi maksimalna vrednost funkcije Cilja, u naredno reSenje treba da
ude ona promenljiva kojoj u simpleks tabeli odgovara:

maxﬂ(Fj -¢;)< O|}: F, —c, (2.8.19.)
j
Postavlja se pitanje: kako izvrsiti izbor koja ¢e promenljiva da ude u bazu kada se dogodi
situacija da dve ili vise promenljivih izpunjava uslov (2.8.19.). Na osnovu relacije (2.8.17.), moze se
zakljuditi da je, u tom slucaju, potrebno uzeti u obzir i vrednost parametra 6, odnosno vrednost

promenljive koja ulazi u naredno reSenje. Dakle, ukoliko je za dve, ili vise promenljivih ispunjen
uslov iz relacije (2.8.19.), onda u naredno resenje treba da ude ona promenljiva kojoj odgovara:

m?x{ej |7 —cj|}= 0, - (F, —c;) (2.8.20.)

U pocetnoj (nultoj) ST 0 najvecu apsolutnu vrednost od svih negativnih koeficijenata (Fj—c;)
ima koeficijent koji odgovara promenljivoj xs. Prema relaciji (2.8.19.) dobija se:

m?xﬂFj —¢j|< 0}: m?x|— 6,78 =F;—c,=-8

na osnovu ¢ega se odreduje da u naredno resenje ulazi promenljiva Xa.
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e Odredivanje promenljive koja ¢e da izade iz reSenja

Posto je odredeno da promenljiva xs ude u naredno reSenje, potrebno je odrediti koja ¢e
promenljiva od Xa,Xs i X da izade iz reSenja. Ovaj kriterijum odreden je na osnovu relacije:

H:m_inb—i, a. >0 (2.8.21)
1

ij

Relacija (2.8.21.) moZe se pojednostavljeno formulisati i objasniti na slede¢i nacin:

— oznaci se kolona simpleks tabele koja odgovara promenljivoj koja ulazi u naredno resenje. U
problemu koji reSavamo to je kolona X3,
— podele se odgovarajudi koeficijenti iz kolone B pozitivnim koeficijentima iz oznacene kolone i
utvrde se svi koli¢nici. Za ST _0 ti koli¢nici su:
900 1600

— =900, —— =800
1 2

u treem redu treba deliti sa (-1), pa se taj koli¢nik ne uzima u obzir,
— iz reSenja izlazi ona promenljiva kojoj odgovara najmanji koli¢nik odnosno:
€= min (900, 800) = 800
Na osnovu ovog Kriterijuma, iz reSenja izlazi promenljiva s, jer njoj odgovara najmanji
koli¢nik.
e Izracunavanje elemenata naredne simpleks tabele

Promenljiva xs ulazi u naredno reSenje pa se zato ta kolona, u ST_0, $rafira (osen¢a). To je
tzv. vodeca ili karakteristicna kolona. 1z reenja izlazi promenljiva Xs. Promenljiva xs nalazi se u
drugom redu nulte simpleks tabele, pa je u tabeli Srafiran i drugi red. To je tzv. vodec¢i ili
karakteristicni red. U preseku karakteristi¢nog reda i karakteristi¢ne kolone nalazi se koeficijenat
ars. Njegov uobiCajen naziv je karakteristicni koeficijent. U simpleks tabeli ST 0 karakteristi¢ni
koeficijent je ax3=2, i posebno je naglasen (tamnije osencan).

Na ovaj nadin je poCetna tabela prilagodena da se na osnovu nje izraCunaju elementi za
narednu simpleks tabelu, tj. ST_1. Prema odredenim pravilima, na osnovu pripremljene pocetne
simpleks tabele, izraCunavaju se vrednosti svih promenljivih za novo reSenje, vrednost funkcije
kriterijuma i vrednost ostalih koeficijenata za narednu ST_1 tabelu. Za prora¢un elemenata naredne
simpleks tabele posebno je vazan koeficijenat ars. Postupak izracunavanja koeficijenata odreden je
relacijama:

b .
b,'=—", i=r (2.8.22)
ars
b .
b'=b ———-a,, i#r (2.8.23)
aI’S
T R
a;'=—, i=r (2.8.24)
aI’S
a'=ay —— -, 1#r (2.8.25)

rs

Indeks (S) odgovara promenljivoj koja ulazi u naredno reSenje, tj. to je vodeca
(karakteristi¢na) kolona, a indeks (r) promenljivoj koja treba da izade iz reSenja, tj. to je vodeéi
(karakteristi¢ni) red, kao $to je prikazano na slici 2.8.4.
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wm

kolona

I | vede I S red

Vodeca

NS

Slika 2.8.4. Znacenje indeksa (s) i (r) (Dantzig, 1963)

Relacije (2.8.22.) — (2.8.25.) mogu se pojednostavljeno objasniti na slede¢i nacin:

svi koeficijenti iz Srafiranog reda podele se karakteristiénim koeficijentom [relacije (2.8.22.) i
(2.8.24.)],

koeficijent za i-ti red i j-tu kolonu, naredne simpleks tabele, izraCunava se tako $to se od
odgovarajuceg koeficijenta iz prethodne simpleks tabele oduzme proizvod koeficijenta iz i-tog
reda srafirane kolone i koeficijenta iz j-te kolone Srafiranog reda (koji je ve¢ podeljen
karakteristi¢nim koeficijentom), [relacije (2.8.23.) i (2.8.25.)].

Proracun elemenata za narednu simpleks tabelu prikazan je Sematski na slici 2.8.2. Na

osnovu pripremljene pocetne simpleks tabele ST_O i napred definisanih pravila, naredna simpleks
tabela ST_1 se dobija na sledeci nadin:

u kolonu X, unose se promenljive koje ¢ine reSenje u prvoj iteraciji: Xa,Xs, i Xe;

u kolonu C, upisuju se koeficijenti koji u funkciji cilja (ili u zaglavlju tabele) stoje uz
promenljive iz kolone Xp, ato su: 0, 81 0;

koeficijenti iz $rafiranog reda, pripremljene tabele, dele se sa karakteristi¢nim koeficijentom, tj.
sa 2, a rezultati se upisuju u narednu tabelu ST_1 u red u kome se nalazi nova promenljiva xs. To
su koeficijenti: 800, 1/2, 3/2, 1, 0, 1/2, 0;

svi ostali koeficijenti se izra¢unavaju pomocu relacija (2.8.23.) i (2.8.25.), i to:

Kolona B:

prvi red: 900 - (1.600/2)-1 =100
tre¢ired: 0-(1.600/2)-(-1) =800
red (Fj—c;): 0—(1.600/2)-(-8) =6.400

Kolona x;:
prvi red: 1-(1/2)-1 =12
tre¢ired: 2-—(1/2)-(-1) =5/2
red (Fi—c;j): (-6) — (1/2)-(-8) =2
Kolona x2:
prvi red: 2-(3/2)1 =1/2

tre¢ired: (-1)—(3/2)-(-1) =12
red (Fi—cj): (=7) — (3/2)-(-8) =5
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Kolona xs:

— odgovara promenljivoj koja je usla u reSenje. U drugom redu ove kolone ve¢ je upisana jedinica,
a svi ostali koeficijenti iz ove kolone jednaki su nuli. Tako ¢e biti u svim simpleks tabelama:
promenljive iz kolone X, ima¢e u preseku reda (u kome se nalaze) i odgovarajuce kolone
jedinice, a sve ostale koeficijente nule.

Kolone X4 i Xs:

— u Srafiranom redu prethodne tabele imaju nule. Zbog toga u ovim kolonama nece do¢i do
transformacije keoficijenata, pa ih prepisujemo. Sli¢no bi se dogodilo kada u $rafiranoj koloni
tabele postoji nula, tada se nece menjati koeficijenti iz reda u kome se nalazi ta nula, pa se taj
red prepisuje iz prethodne tabele.

Kolona xs:
prvi red: 0-(1/2-1 =-1/2
tre¢ired: 0-—(1/2)-(-1) = 12
red (Fi—C;j): 0 — (1/2)-(-8) = 4

Na osnovu dobijenih rezultata sastavlja se simpleks tabela nakon prve iteracije ST _1, kao $to
je prikazano u tabeli 2.8.3.

Tabela 2.8.3. Simpleks tabela nakon prve iteracije ST_1

6 7 8 0 0 0
Co Xo B Xl X2 X3 X4 X5 X6 O:bi/aij
0 X4 | 100 | 1/2 | 1/2 0 1 |-12| 0 200
8 X3 | 800 | 1/2 | 3/2 1 0 1/2 0 1.600
0 X6 | 800 | 5/2 | 1/2 0 0 1/2 1 320
Ficj |6400] =2 | 5 0 0| 4 0 400

e Ocena optimalnosti reSenja iz ST_1

Ocigledno da resenje posle prve iteracije nije optimalno, jer se u redu (Fi—c;) u koloni x
nalazi negativni koeficijent, tj. F1—c; = -2.

e Izbor promenljive koja ulazi u naredno resenje

Posto u ST_1 postoji samo jedan negativni koeficijenat, odredujemo da promenljiva X (kojoj
odgovara taj koeficijenat) ude u naredno reenje. Zbog toga je u ST_1 osencana kolona x;.

e Odredivanje promenljive koja izlazi iz reSenja

Prema relaciji (2.8.20.), podele se odgovarajuci koeficijenti iz kolone B sa pozitivnim
koeficijentima osencane kolone x; i dobija:
100 800 800

— =200, —=1.600, — =320
05 05 2,5

odakle se odreduje da je: 8= min(200, 1.600, 320) = 200.

Najmanji koli¢nik (200) odgovara promenljivoj Xs, pa iz reSenja izlazi promenljiva X4. U
ST 1 osencan je red u kome je promenljiva xs. U preseku karakteristi¢ne kolone i karakteristinog
reda nalazi se karakteristi¢ni koeficijent a1, Koji iznosi a;1=1/2. Na ovaj naéin tabela ST 1 je
pripremljena da se na osnovu nje izracunaju elementi za narednu simpleks tabelu ST_2. Ona se
dobija na slede¢i nacin:

— U kolonu x, unose se promenljive koje ¢ine resenje u drugoj iteraciji: Xi, X3 i Xe;

— u kolonu Cy, unose se koeficijenti iz zaglavlja koji stoje uz promenljive iz kolone xp, a to su: 6, 8,
0;
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— koeficijenti iz $rafiranog reda ST_1 dele se sa karakteristicnim koeficijentom, tj. a11=1/2 i
upisuju u prvired ST 2,atosu: 200, 1,1,0, 2, -1, 0.
— ostali koeficijenti se izracunavaju na slede¢i nacin:

Kolona B:

drugi red: 800 - (100/0,5)-0,5 = 700
treired: 800 - (100/0,5)-25 = 300
red (Fj—c;): 6.400 — (100/0,5)-(-2) = 6 800

Kolona x;: ima jedinicu u prvom redu, a ostali koeficijenti su nule.
Kolona x;:
drugi red: 1,5-(0,5/0,5)-0,5
tre¢ired: 0,5-(0,5/0,5)-2,5
red (Fi—cj): 5-(0,5/0,5)-(-2) =7
Kolone x3 i Xs: imaju nule u osen¢anom redu, pa njihove koeficijnte prepisujemo.
Kolona x4:

drugi red: 0-(1/0,5)-0,5 =-1

tre¢ired: 0-(1/0,5)-2,5 =5

red (Fj—c;j): 0—(1/0,5)-(-2) = 4
Kolona xs:

drugi red: 0,5-(-0,5/0,5)-05 =1

tre¢ired: 0,5-(-0,5/0,5)-2,5 =3

red (Fi—cj): 4-(-0,5/0,5)-(-2) =2

Na osnovu ovih rezultata popunjava se tabela nakon druge iteracije (ST_2), tj. tabela 2.8.4.

Tabela 2.8.4. Simpleks tabela nakon druge iteracije ST_2

Co X B 6 7 8 0 0 0
Xl X2 X3 X4 X5 X6

6 x1 | 200 1 1 0 2 -1 0
8 xs | 700 0 1 1 -1 1 0
0 xs | 300 0 -2 0 -5 3 1
Fi—cj 6800 O 7 0 4 2 0

U redu za optimalnost (Fj—c;) u ST_2 nema negativnih koeficijenata, pa se zakljucuje da je u
ovoj tabeli pronadeno optimalno reSenje problema. Njega ¢ine promenljive:

X = 200, X3 = 700, X6 = 300
Optimalno resenje obezbeduje maksimalnu vrednost funkcije cilja:
max F(x) = 6 800

Napomena 2.8.1.: Razlike Fj—c;j su utvrdene na isti nacin kao i drugi koeficijenti u tabeli.
Koeficijenti Fj—c; mogu biti utvrdeni i kao zbir proizvoda izmedu koeficijenata kolone Cp i
koeficijenata odgovarajuce kolone umanjen za koeficijent iz zaglavlja (taj postupak je raden za

proraéun Fj—¢; koeficijenata za ST_0). Ovo ukazuje na moguénost kontrole ta¢nosti reSavanja
modela.

Napomena 2.8.2.: ResSenje u svakoj iteraciji predstavlja bazno moguée reSenje. To znaéi da
reSenje mora zadovoljavati ograni¢avajuce faktore. Prilikom reSavanja modela poZeljno je proveriti
da li reSenje u svakoj iteraciji zadovoljava ogranicavajuce faktore, tj. da li predstavlja moguce
reSenje, jer u suprotnom radi se o gresci koja bi se iz iteracije u iteraciju nagomilavala.Ukoliko se
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dogodi greska dobilo bi se reSenje koje nije optimalno, ili nemoguce ukoliko ne zadovoljava
ograni¢avajuce faktore.

Primer 2.8.5. Prona¢i maksimalnu vrednost funkcije cilja za dati matematic¢ki model.

F(x)=80x1 + 50x, + 40x3 + 20X4
p.o. 8x1 + 6X2 + 4x3 + 2x4 <400
IXy + 1Xo + 1x3 + 1x4 = 100
8X1 + 4X, + 4X3 > 300
x>0, j=1,2,3,4

Resenje. Uvodenjem izravnavajucih (dopunskih) promenljivih matematicki model postaje:
max F(x)= 80x1 + 50x; + 40x3 + 20X4 + 0Xs + Oxg

p.o. 8X1 + 6Xp + 4X3 + 2X4 + X5 =400
IXy + 1o + IX3 + 1X4 =100
8X1 + 4x, + 4X3 —Xg =300
Xj>0, j=1,2,...,.6
Uocava se da u modelima koji sadrze sva tri tipa ograniCenja (<, =, >) uvodenje samo

izravnavaju¢ih promenljivih ne obezbeduje formiranje jedinicne matrice u prilagodenom modelu. U
predhodnom primeru je naglaseno da je formiranje jedinicne matrice druga bitna karakteristika
postupka prilagodavanja modela i da se na osnovu nje dobija pocetno bazi¢no reSenje modela. Zato
se, u nejednac¢inama tipa > i jednacinama uvode vestacke promenljive. Na taj nacin se obezbeduje
formiranje jedini¢ne matrice i na osnovu nje pocetno resenje.

Vestacke promenljive nemaju ekonomsko znacenje ve¢ kao kalkulativno sredstvo treba da
olakSaju postupak pronalazenja optimalnog reSenja. One se, zbog toga, ne mogu pojaviti u
optimalnom reSenju. Da bi se matematiCkom procedurom obezbedilo ispadanje vestackih
promenljivih iz bazi¢nog reSenja, one se uvode u funkciju cilja sa koeficijentom —M, gde je M
proizvoljno veliki pozitivni broj. tj. M >> 0. Posto se trazi maksimalna vrednost funkcije cilja, tj.
max F(x), ne moze se nikada posti¢i njena maksimalna vrednost dok su vesStatke promenljive
pozitivne, tj. dok se nalaze u resenju.

Nakon uvodenja i vesta¢kih promenljivih matematicki model LP, potpuno prilagoden za
reSavanje, ima sledeci oblik:

max F(x)= 80x1 + 50x, + 40xs + 20%4 + OXs + OXg — M-X7 — M-Xg

p.o. 8X1 + 6Xp + 4X3 + 2X4 + X5 =400
1xy + 1xo + IX3 + 1X4 +X7 =100
8x1 + 4xp + 4X3 — X6 +xg = 300
x>0, j=1,2,...8

Prilagodavanje modela uvodenjem izravnavajucih i vestackih promenljivih prikazano je u
tabeli 2.4.1. u poglavlju 2.4.2.3.

Napomena 2.8.3.: Redosled uvodenja promenljivih u model ne uti¢e na dalji postupak i
konacan rezultat. Medutim, kako se na mestu na kome se nalazi jedini¢na matrica u prvoj iteraciji u
ostalim iteracijama nalazi inverzna matrica bazi¢nih vektora, kao znacajan element za sprovodenje
analize osetljivosti optimalnog reSenja na promene pojedinih elemenata modela, poZeljno je da se
model prilagodi tako da se dobije sredena jedini¢na matrica. Zbog toga je uobidajeno da se
prilagodavanje vrs$i na slede¢i nacin: najpre se u nejednaCinama tipa > oduzmu izravnavajuce
promenljive, a zatim redom se dodavanjem izravnavajuéih ili vestackih promenljivih prilagodavaju
sva ograniCenja ¢ime se obezbeduje dobijanje sredene jedini¢ne matrice. U ovom primeru
prilagodavanje modela nije izvrSeno na opisan nacin.

Nakon unosa svih koeficijenata iz prilagodenog modela, pocetna (nulta) simpleks tabela, tj.
ST _0, dobija oblik kao $to je prikazano u tabeli 2.8.5.
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Tabela 2.8.5. Pocetna (nulta) simpleks tabela ST 0

80|50 40|20 0 | 0 [-M[-M
Co| X% | B X | xz | xa | xe | x5 | x6 | x| xe | O 04
0 | xs [400[ 8 [ 6 [ 4 [ 2 1]o0o] oo 50
M| xxJ100] 2212 1]o]o]1]o0 100
-M| xs [300] 8 4] 4] o]lo]-1]0]1 37,5
Fo o |80 ][-50]-40[-20[ 0] 0] 0] o 3000
™ t400] 9| 5| -5]-1]0 1] 0| 0| 3375

Koeficijenti u redu (Fj—¢j) izracunati su na uobiéajeni naéin, pa su podeljeni u dva dela i
napisani u dva reda. U prvi red unose se koeficijenti uz koje se ne javlja M, a u drugi koeficijenti uz
koje se javlja M. Tako je, koeficijent F1—c1 = —80-9M dobijen mnoZenjem koeficijenata iz kolone
Cp i odgovarajucih koeficijenata iz kolone X3, proizvodi su sabrani i od zbira oduzet koeficijent iz
zaglavlja cy, tj.:

[0-8 + (-M)-1 + (-M)-8] — 80 = — 9M — 80

Podela koeficijenata iz reda (Fj—c;j) na dva dela izvrSena je samo iz prakti¢nih razloga. Kako
je M>>0, to Ce, sve dok su vestacke promenljive u reSenju, drugi red odredivati koja promenljiva
ulazi u naredno re$enje. Resenje u nultoj simpleks tabeli nije optimalno jer postoje negativne razlike
Fi—c;. Posmatraju se najpre razlike Fj—cj u drugom redu, pa kada medu njima nema vi$e negativnih
prelazi se na prvi red razlika Fi—c;.

U naredno reSenje ulazi promenljiva X| zato $to je razlika (Fi—C1) negativna i najveca po
apsolutnoj vrednosti. Osencana kolonu x; postaje karakteristicna kolona. Nakon deljenja
koeficijenata iz kolone B sa koeficijentima iz osencane kolone, zakljuCuje Se da iz reSenja treba da
izade promenljiva Xg, jer njoj odgovara najmanji koli¢nik 300/8 = 37,5. Osencani red Xg postaje
karekteristi¢ni red. Na uobicajeni nacin izraGunavaju se koeficijente za simpleks tabelu ST_1, koja
je prikazana u tabeli 2.8.6.

Tabela 2.8.6. Simpleks tabela nakon prve iteracije ST 1

e | % | B 80 | 50 | 40 [ 20 | 0 | O [-M|-M g=bia
Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
0 | xs |00l 0| 2] o0 2 1 1 0|1 50
-M| x7 [125/2] 0 |12 | 12| 1 o |1u8]| 1 |-1/8] 625
80 | xi |75/2| 1 |12 )12 0 | o [-1/18] 0 | 1/8 /
Fc 3000/ 0 [-10] 0 [-20] 0 [-10] O | 10 | 1000
™ 1625 0 [-12|-12] -2 | o [-1/8] O |98 50

Nakon preracunavanja koeficijenata, utvrdeno je da ni u ST 1 nije pronadeno optimalno
reSenje. U naredno reSenje ulazi promenljiva X4 (osen¢ana kolona), a iz reSenja izlazi promenljiva xs
(osencani red). Simpleks tabela ST_2, prikazana je u tabeli 2.8.7.

Tabela 2.8.7. Simpleks tabela nakon druge iteracije ST_2

80 | 50 | 40 | 20 0 0 [-M|-M
Co| X | B XI | X2 | X3 | Xa | X5 | X6 | X7 | Xa &=bilai
20 X4 50 0 1 0 1 1/2 | 1/2 0 |-1/2 /
—-M| x7 |25/2| O |[-1/2| 1/2 0 |-1/2|-3/8] 1 3/8 25
80 x1 |75/2] 1 1/2 | 1/2 0 0 |-1/8] O 1/8 75
E 4000 O 10 0 0 10 0 0 0 0
t1250 0 |12 |-1/2] 0 [ 1238 0 |58 125
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Resenje nakon druge iteracije, takode, nije optimalno. Vestacka promenljiva X7 jo§ uvek je u
reSenju i ima pozitivnu vrednost, a i koeficijent (Fs—C3) je negativan. U naredno reSenje ulazi
promenljiva Xs, a iz reSenja izlazi promenljiva X;. Sastavljena je simpleks tabela ST_3, koja je
prikazana u tabeli 2.8.8.

Tabela 2.8.8. Simpleks tabela nakon trece iteracije ST 3

80|50 40|20 0 | 0 [-M[-M
Co| X | B X | xe | xa | xa | x5 | e | xz | xe | OOV
20| xe [ 50 0] 12 [0 [ 1 Tw2]12] o [-1/2] 100
40 [ xs | 25 o [ -1 [ 1 | 0| -1 [-34] 2 |34 /
80 | xa [ 25| 1 [ 1[0 | o0 [12]wa] 1] 0 100
F o [4000] 0 |10 [0 |0 [10]0]0]0Q0 0
s ojlo|lo]o| 0] OO 1 1 0

U simpleks tabeli ST _3 dobijeno je optimalno resenje. Njega ¢ine promenljive:
X1 =25, Xx3=25, x4=50
a maksimalna vrednost funkcije cilja iznosi: max F(x) = 4000.

Bez obzira $to je, nakon trece iteracije, pronadeno optimalno reSenje, uocava se da je za
vrednos$¢u funkcije cilja, odnosno jo$ jedno optimalno reSenje u kome ¢ée biti promenljiva Xs. Kod
odredivanja koja promenljiva treba da napusti bazu moze se uociti da su oba pozitivna koli¢nika
ista: 50:1/2=100 i 25:1/4=100. To znaci da obe promenljive x4 i X| podjednako konkuri$u da napuste
bazu. Svejedno je koja ¢e od ovih promenljivih izaéi, jer ¢e i jedna i druga imati vrednost nula u
novom optimalnom resenju. Obe promenljiva ¢e, u narednoj iteraciji, doprineti povecanju funkcije
cilja za nula. Naravno jedna od njih ¢e biti bazi¢na a druga nebazi¢na promenljiva. Proizvoljno je
odredeno da promenljiva X4 izade iz reSenja. Novo optimalno reSenje pronadeno je u ST_4 i
prikazano u tabeli 2.8.9.

Tabela 2.8.9. Drugo optimalno reSenje — nakon Cetvrte iteracije ST 4

e | % | B 80 | 50 |40 | 20| 0 | 0 [-M[-M
Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

0 | xe [100] 0 | 2 | 0 | 2 1 1] 0]
40 | x3 [100] O [12| 1 [32|-114] 0 | 2 | 0O
80 | x« | O 1 |12 0 [-22|lw4a] 0] 1] 0
F o [4000 ojl1w]o]ol1w|]o|]o]o
s 0 ol 0] o0 o]l o] o 1 1

Novo, drugo, optimalno resenje sa¢injavaju promenljive:
X1 =0, x3=100, xs =100,
a maksimalna vrednost funkcije kriterijuma iznosi: max F(x) = 4000, i ista je kao i za prethodno,
prvo, optimalno resenje iz tabele ST_3.

Napomena 2.8.4.: Konveksnom kombinacijom ova dva optimalna reSenja mogu se dobiti i
druga, takode, optimalna reSenja. Treba naglasiti da su optimalna reSenja iz tabele ST_3 i tabele
ST 4 bazna reSenja, a sva reSenja koja se mogu dobiti kao konveksna kombinacija baznih reSenja
nisu bazna.

Ukoliko 0zna¢imo optimalno reSenje iz simpleks tabele ST_3 sa Xo!, a reSenje iz ST_4 sa X¢?,
dobija se izraz za konveksnu kombinaciju:

Xod = g-Xot + (10 )-Xo%, 0<g<1,
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gde X,® predstavlja novo optimalno resenje. Kako je:

X, 25 X, 0
X1:x3:25 X1:x3:100
x| (50| T |x, 0
x| | 0 Xs | [100

za, npr. q=2/5 dobija se konveksnu kombinacija:

X 25 0 10 0 10

X 25 100 10 60 70
xg‘z 3 =E.xg+§.x§=g. +§. - 4 _

X,| 5 5 51|50 5|0 20 0 20

Xg 0 100 0 60 60

Trece (nebazi¢no) optimalno resenje ¢ine promenljive:
x1=10, x3=70, x4=20, Xs=60
sa maksimalnom vrednoscu funkcije cilja je ostala nepromenjena, tj.
max F(x) = 80-10+40-70+20-20+0-60 = 4000.

2.8.4.2. ReSavanje problema minimuma

Naredni primer ilustruje reSavanje problema linearnog programiranja za
slu¢aj minimiziranja ciljne funkcije.
Primer 2.8.6. Pronac¢i minimalnu vrednost funkcije cilja za dati matemati¢ki model.
F(x)= 10x1 + 3x2 + 12x3 + 8X4
p.o. 1x, + 2X3 + 1x4 > 16
1xy + 1xo —1xsa= 4
3X1 + 2% + 4X3 + 2X4 < 38
x>0, j=1,2,3,4
Resenje. Nakon prilagodavanja modela za primenu simpleks metode dobija se model LP:
min F(x)= 10x1 + 3xz + 12X3 + 8X4 + 0X5 + M-Xg + M-X7 + Oxg

p.o. 1x1 + 2X3 + 1Xa — X5 + Xg =16
1x1 + 1xo —1Xa +X7 =4
3X1 + 2% + 4X3 + 2X4 +Xxg = 38
x>0, j=1,2,...8

Napomena 2.8.5.: Razlike kod prilagodavanja matematickog modela, sa zahtevom za
minimizacijom ciljne funkcije u odnosu na model u kame se traZi njena maksimalna vrednost, su
sledece:

— Uz vestacke promenljive u funkciji cilja, kod problema minimuma, pojavljuju se koeficijenti +M;

— izmenjen je i kriterijum za izbor promenljive koja treba da ude u naredno reSenje, koji glasi: sve
dok u redu za optimalnost (Fi—c;) postoje pozitivni koeficijenti nije pronadeno optimalno resenje
problema;

— u naredno reSenje ulazi ona promenljiva kojoj odgovara najveéa pozitivna vrednost koeficijenta

(Fi—cy).
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Simpleks tabela se popunjava na uobicajen nacin, a vaze i sva pravila proracuna koja su
primenjivana u problemima maksimizacije ciljne funkcije. Optimalno reSenje ovog problema
pronadeno je od ST_O - ST_3, koje su prikazane u tabelama od 2.8.10 — 2.8.13.

Tabela 2.8.10. Pocetna (nulta) simpleks tabela ST 0

10 | 3 12 8 0 M | M 0
Co| X | B Xi | X2 | Xs | Xa | X5 | X6 | X7 | Xs o=bilai
M | X | 16 1 0 2 1 -1 1 0 0 8
M | X7 4 1 1 0 -1 0 0 1 0 /
0 Xs | 38 3 2 4 2 0 0 0 1 9,5
E o 0 |-10| -3 |-12 | -8 0 0 0 0 96
™ 20 2[1]2]0|-1]0]0]oO 16
Tabela 2.8.11. Simpleks tabela ST 1
Co | Xo B 10 3 12 8 0 M M 0 0=bi/aij
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
12 | X3 8 | 1/2| 0O 1 |12 |-12]|12] 0 0 16
M | X7 4 1 1 0 -1 0 0 1 0 4
0 Xg 6 1 2 0 0 2 -2 0 1 6
= 9% | -4 | -3 0 -2 | -6 6 0 0 16
s 4 1 1 0O |-1]0]-1]0]0 4
Tabela 2.8.12. Simpleks tabela ST_2
Co | Xb B 10 3 12 8 0 M M 0 G=bi/aij
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
12 | X3 6 0 |-1/2]| 1 1 |-12|1/2|-1/2| 0 /
10 | xa 4 1 1 0 -1 0 0 1 0 4
0 Xg 2 0 1 0 1 2 2 | -1 1 2
E o 112 0 1 0 -6 | -6 6 4 0 2
™ oJ]ojJo]JoJo|lo]|]-1]-1]0 0
Tabela 2.8.13. Optimalno resenje — simpleks tabela ST_3
c | % | B 10 3 12 8 0 M | M 0
XI X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
12 | x3 7 0 0 1 | 32|12 |12 -1 |12
10 | x1 2 1 0 0 2 | -2 2 2 -1
3 X2 2 0 1 0 1 2 2| 1 1
Fc 110 | O 0 0 -7 | -8 8 5 -1
™ oJo|Jo|OoO|]O]O|-1]-1]0

Resenje u tabeli ST 3 je optimalno jer nema vise pozitivnih koeficijenata (Fj—c;), i ono glasi:
Xi=2, X2=2, X3=7, @a minimalna vrednost funkcije kriterijuma iznosi: min F(x)=110.
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2.8.5. Problem linearnog programiranja sa neograni¢enim
reSenjem i bez reSenja

Problemi, koji su reSavani u predhodnim poglavljima, imali su konacna
optimalna reSenja. Logi¢no se postavlja pitanje da li svaki problem linearnog
programiranja ima kona¢no optimalno resenje. Kod realnih ekonomskih problema,
ukoliko se korektno formuliSe sistem ogranienja na osnovu stvarnih
ograni¢avajucih uslova, problem ¢e uvek imati kona¢no optimalno resenje. Ukoliko
se, kod ekonomskih problema, u postupku trazenja optimalnog reSenja ne moze
odrediti kona¢no optimalno resenje, to je pre posledica neadekvatnog postavljanja
matematickog modela nego Sto je stvarni problem takav.

Kod grafickog reSavanja problema lako se moze uociti da li problem ima
reSenje ili ne, a moze se odrediti 1 priroda tog reSenje. Sistem ograni¢enja formira
zajedni¢ko podrucje (oblast definisansti), koje predstavlja skup mogucih reSenja
problema. Kada je zajedni¢ko podruéje zatvoreno problem ima kona¢no optimalno
reSenje, u suprotnom ukoliko je zajedni¢ko podrucje otvoreno problem moze imati
konacno optimalno reSenje, ali moze imati i neograni¢eno reSenje. Ovde se ne
razmatra slucaj kada sistem ograni¢enja uopste ne formira zajednicko podrucje, jer
tada problem nema resenja.

Kada se zadatak linearnog programiranja reSava simpleks tabelom, takode, je
moguce odrediti da li problem ima neograni¢eno resenje, i da li uops$te ima reSenja.

2.8.5.1. Problem sa neogranic¢enim reSenjem

U primeru 2.8.7. ilustrovan je zadatak LP kada se moze tvrditi da problem
ima neograniceno resenje 1 da se ekstremna vrednost funkcije cilja postize negde u
beskonacnosti.

Primer 2.8.7. Pronac¢i maksimalnu vrednost funkcije cilja za dati matematic¢ki model.
max F(x) = 40x; + 60x
p.o. -1 X1 +4x, > 400
—2 X1 + 2X2 <500
X1, X220

Resenje. Nakon proSirenja i prilagodavanja za reSavanje, dobija se sistem:

max F(x) = 40x;1 + 60x2 + OXz — M-X4 + OXs
p.o. =1 X1 +4x2— X3+ X4 =400
—2 X1+ 2% + X5 = 500
X1, X2, X3, X4, X5 >0
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a) Problem resavan simpleks tabelom.

Tabela 2.8.14. Pocetna (nulta) simpleks tabela ST 0

40 | 60| 0O |[-M] O
Co | Xb B X o | x5 1 xa | xe O=bi/ajj
-M | x4 [400] -1 4 -1 1 0 100
0 Xxs | 500 | -2 2 0 0 1 250
Fic, 0 |-40]|-60| O 0 0 6000
-400| 1 -4 1 0 0 400

Podetno reSenje, prikazano u tabeli 2.8.14, nije optimalno. Posto se trazi maksimalna
vrednost fimkcije cilja, odreduje se da u bazu ulazi promenljiva X, a iz baze izlazi promenljiva xa.
Simpleks tabela ST_1 prikazana je u tabeli 2.8.15.

Tabela 2.8.15. Simpleks tabela ST_1
40 | 60| O |-M| O

Co Xo B Xi X2 X3 X4 X5 o=bilai

60 | xo |200|-1/4] 1 [-1/4] 14| 0

0 | xs [300[-82] 0 [12[-12] 1

Fe |8000/-85] 0 [-15[ 15 ] 0
oloJof[o[1]o0

Resenje iz simpleks tabele ST_1 nije optimalno. U naredno resenje ulazi promenljiva Xi.
Potrebno je odrediti promcenljivu koja ¢e da izade iz reSenja. To se odreduje na standardni nacin, na
osnovu koli¢nika izmedu kolone B i kolone x;. U koloni x; nema pozitivnih koeficijenata pomoéu
kojih se moze odrediti pozitivna vrednost & kriterijuma. To znai da se ne moze odrediti
promenljiva koja ¢e izali iz reSenja. Ovakva situacija signalizira da je reSenje problema
neograniceno i da se vrednost funkcije cilja moze povecavati preko svih granica. Simpleks tabela
ST _2 se ne moze sastaviti, ali se vrednost promenljivih mogu odrediti na sledec¢i nacin.

Posto se ne moze odrediti koja promenljiva treba da izade iz baze, proizvoljno se izabere
jedna od njih, iz kolone Xp. Bira se izmedu promenljive X i Xs. Proizvoljno je izabrana promenljiva
xs. Takode, proizvoljno se odredi §to veca pozitivna vrednost promenljive koja je usla u naredno
reSenje, X1. Vrednost druge promenljive izra¢unava se prema pravilu:

K= - (-

gde super indeks oznacava iteraciju za koju Se ra¢una vrednost promenljive. Proizvoljno je izabrana
vrednost za promenljivu x1= 4000, pa se za promenljivu x, dobija:

x5 =100 - (-1) -4000=1.100
4

Promenljivoj x1 se moze dodeliti i vec¢a vrednost, promenljiva x; ostaje pozitivna, i dobija sve vecu
vrednost. Zato se kaze da je vrednost promenljivih u ovom slu¢aju neograniena, a maksimalna
vrednost funkcije cilja postize negde u beskonaénosti.

Napomena 2.8.6.: Ovakvi problemi nemaju neki prakticni znacaj, jer neograniceno resenje
nije optimalno reSenje.
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b) Problem resavan grafi¢kim metodom, prikazan je na slici 2.8.5.

o F(x) = 40x1 + 60x2 = 300
~ \\ x1
2 3 4 5 [} 7 %, 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
- S~. Fx)=0 N
N .

-2 ~ ~

Slika 2.8.5. Graficko resenje problema 2.8.7.

2.8.5.2. Problem bez resenja

Ukoliko je problem prilagoden za reSavanje uvodenjem veStackih
promenljivih, onda se tokom resavanja vestacke promenljive moraju eliminisati iz
reSenja, tako da u optimalnom reSenju ne moze biti prisutna ni jedna od njih. Kod
korektno formulisanih problema taj uslov je uvek ispunjen, ali kod reSavanja
problema mogu da se jave i neki izuzeci.

e Moze se desiti da je posle odredenog broja iteracija kriterijum optimalnosti,
prema koeficijentima iz reda (Fj—c;j), ispunjen, ali da se u reSenju pored realnih i
dopunskih promenijivih nalaze i veStacke promenljive sa pozitivnom vrednoSc¢u.
U tom slucaju problem nema optimalno reSenje. Sistem nejednadina je
kontradiktoran, odnosno, uslovi su nekonzistentni.

e Moze se desiti situacija da je kriterijum optimalnosti ispunjen, u resenju se
nalaze i veStatke promenljive, ali je njihova vrednost jednaka nuli. U ovom
slucaju reSenje problema je optimalno (veStacke promenljive se zanemare), a
sistem ogranicenja ima viSe uslova nego $to je potrebno. Suvi$na ograni¢enja
nisu protivre¢na ostalim ogranicenjima.

2.8.6. Problem degeneracije

Kolona B, u simpleks tabeli, sadrzi vrednosti promenljivih koje ¢ine reSenje
problema u toj iteraciji (vrednost promenljivih iz kolone Xp). U predhodnim
primerima te vrednosti su uvek bile pozitivne, a takva reSenja nazivaju se
nedegenerisaina. ReSenje koje u koloni B ima jednu, ili viSe nula, predstavlja
degenerisano resenje. U primeru 2.8.8. prikazate se problem linearnog
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programiranja kada se javlja degeneracija reSenja, objasni¢e se u ¢emu je njegov
znacaj, i kako se on reSava.

Ukoliko se u odredivanju promenljive, koja treba da izade iz reSenja, pojave
bar dva najmanja 1 jednaka koli¢nika, onda ¢e novo reSenje imati i promenljive koje
¢e biti jednake nuli. Drugim re¢ima, novo resenje postaje degenerisano. Pored toga,
u ovom slucaju se ne moze jednoznacno odrediti promenljiva koja treba da izade iz
reSenja. Prisustvo nule u koloni B, simpleks tabele, otvara mogucénost da
promenljiva koja ulazi u naredno resenje dobije vrednost nula. Kad se to desi,
vrednost funkcije cilja narednog resenja nece se razlikovati od njene vrednosti za
prethodno reSenje. Posto vrednost funkcije cilja ostaje ista, dobija se novo reSenje
koje ne predstavlja poboljSanje u odnosu na prethodna. U takvim slucajevima,
nekoliko uzastopnih tabela mogu dati reSenja sa istorn vrednos¢u funkcije cilja.
Tada postoji mogucnost da se reSenja ponavljaju.

Degeneracija reSenja se ne javlja tako Cesto, pa kod prakti¢nog reSavanja nije
posebno vazan problem. Osim toga, razvijen je i postupak kojim se reSava problem
odredivanja promenljive (za slucaj degeneracije) koja izlazi iz reSenja, tako da
dobijena reSenja uvek konvergiraju prema optimalnom reSenju. U primeru 2.8.8.
bi¢e razmotrena pojava degeneracije, kao i postupak izbora promenljive koja izlazi
iz reSenja u tom slucaju.

Primer 2.8.8. Pronac¢i maksimalnu vrednost funkcije cilja za dati matematic¢ki model.

max F(x) = 30x1 + 60x + 50x3
p.o. 3x1 + 4x2 + 2x3 <60

IXy + 2% + 2x3 <30

2X1 + 1xp + 2x3 <40

X1, X2, X3>0

Resenje. Uvodenjem dopunskih promenljivih Xs, Xs i X¢ dobija se prilagodeni model:

max F(x) = 30x; + 60x2 + 503 + 0-(Xa + X5 + Xg)

p.o. 3X1 +4Xo + 2X3 + X4 =60
1xy + 2Xo + 2X3 + Xsg =30
2X1 + 1Xo + 2X3 + X =40

X1, X2, X3, X4, X5, X6 > 0
Pocetna simpleks tabela ST_0, prikazana je u tabeli 2.8.16.

Tabela 2.8.16. Pocetna (nulta) simpleks tabela ST 0

30 | 60 | 50 0 0 0
Co Xo B Xi X2 X3 X4 X5 X6 azbi/aij
0 Xs4 | 60 3 4 2 1 0 0 15
0 xs | 30 1 2 2 0 1 0 15
0 xs | 40 2 1 2 0 0 1 40
Fi—Cj 0 |-30]-60]-50] 0] 0] o0 900

U naredno re$enje ulazi promenljiva Xo. Potrebno je da se odredi promenljiva koja izlazi iz
reSenja. Zbog toga se, uobicajenim postupkom, odreduju koli¢nici izmedu kolone B i kolone Xo:

60/4=15, 30/2=15, 40/1=40.
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Iz dobijenog resenja se uosava da su prva dva koli¢nika najmanja i jednaka. To znaéi da za
izlazak iz reSenja podjednako konkuri§u promenljive X4 i Xs. Zbog toga se ne moze jednoznaéno
odrediti koja promenljiva treba da izade iz reSenja. Potrebno je, za redove u kojima su jednaki
koli¢nici (redovi x4 i Xs), odrediti koli¢nike i izinedu kolone X1 i Xz:

3:4=3/4, 1:2=1/2
Kako je od ova dva koliénika drugi manji, zna¢u da iz reSenja izlazi promenljiva iz
odgovarajuceg reda, Xs.

Napomena 2.8.7.: Ukoliko su koli¢nici prve kolone i oznacene kolone ponovo isti,
nastavljamo sa odredivanjem koli¢nika za naredne kolone, sve dok se ne dobije jedan manji
koli¢nik.

Simpleks tabela ST_1 prikazana je u tabeli 2.8.17.

Tabela 2.8.17. Simpleks tabela ST 1

G | X B 30 | 60 | 50 0 0 0
Xi X2 X3 X4 X5 X6

0 X4 0 1 0 -2 1 -2 0
60 | x2 | 15 | 1/2 1 1 0 121 0
0 X6 | 25 | 32| O 1 0 [-1/2] 1
Fic; | 900 0 | 0 [120] 0 [3 | O

U simpleks tabeli ST 1 pronadeno je optimalno resenje:
X2=5, x4=0, X=25

Maksimalna vrednost funkcije cilja je: maxF(x)=900. Bazi¢na promenljiva X4 jednaka je nuli,
pa je ovo optimalno re$enje degenerisano.

2.8.7. Algoritmi simpleks metoda

Originalna simpleks procedura se sastoji u tome da se svaki element simpleks
tabele transformiSe, prema odredenim pravilima, u odgovarajuée elemente nove
tabele. Taj postupak transformisanja se ponavlja tako Sto se naredna simpleks
tabela izraCunava na osnovu prethodne tabele. U postupku racunanja koeficijenata
ne sme biti greSaka. Greska ucinjena u jednoj tabeli prenosi se i Siri i U naredne
tabele. Cak i zaokruZivanja, koja vrse elektronski radunari kod proraduna, mogu
uticati na ta¢nost pronadenog resenja ukoliko je broj iteracija veliki.

Problem kontrole tih greSaka reSavan je na dva nacina:

— Formulisani su metodi za kontrolu operacija u simpleks proceduri. Zadatak tih
metoda je da otkriju eventualne greske u racunanju i sprece njihovo dalje
prenosenje.

— Drugi pristup je znacajniji. Radi se o daljem razvoju i1 usavrSavanju simpleks
procedure kako bi se ublazili ovi problemi.

Tako je, raznim modifikacijama simpleks procedure, razvijeno vise
algoritama simpleks metoda. Za jedan broj algoritama karakteristicno je da u
postupku resavanja problema koriste inverznu matricu vektora baze i originalne-
polazne podatke ostalin elemenata matematickog modela. Takav postupak



78 OPERACIONA ISTRAZIVANJA 1

obezbeduje da se eventualne greske, nacinjene u jednoj iteraciji, ne prenose na
naredne iteracije. Koordinate linearno zavisnih vektora utvrduju se za svaku
iteraciju pomocu inverzne matrice i originalnih podataka. Od algoritama sa ovim
karakteristikama bi¢e razmotreni:

— Dantzig — ov algoritam (metod inverzne matrice),
— revidirani simpleks metod, i
— dualni simpleks metod.

Dualni simpleks metod koji, za razliku od ostalih algoritama simpleks
metoda, daje postupak odredivanja optimalnog reSenja kada u bazicnom reSenju
ima i negativnih koordinata, odnosno kada je neko xi<0. Ovaj algoritam ima vaznu
primenu i znacajne prednosti u odredenim slucajevima.

2.8.7.1. Dantzigov algoritam

Postupak ovog algoritma prikazan je na opStem modelu linearnog
programiranja, koji je uvodenjem izravnavaju¢ih i1 vesStackih promenljivih
prilagoden za reSavanje simpleks procedurom. Razmatra se problem maksimizacije
vrednosti funkcije cilja. Matematic¢ki model ovako definisanog problema izgleda:
max F(x) = CT-X
A-X=D
X>0

gde su:

— CT—vektor red sa n koordinata,

— X —vektor kolona sa n koordinata,
— b — vektor kolona sa m koordinata
— A—matricaredam x n.

Pored toga, matrica A formira n vektor kolona sa po m koordinata, tj. A=[A1
Az,..., An]. Medu vektorima matrice A ima m linearno nezavisnih. Oni ¢ine bazu
vektorskog prostora i pomocu njih se mogu jednozna¢no izraziti svi vektori
modela. Od bazi¢nih vektora mozemo formirati kvadratnu matricu Ab, tj. Ab=[A1
Az ... Am], @ od m pozitivnih koordinata vektora X, koje stoje uz bazne vektore,
formira se vektor Xb=[x1,X2,...Xm]. Sistem ograni¢enja A-X=b, odnosno vektor b, se
moze izraziti pomoc¢u matrice baze Ab relacijom 2.8.26.:

Ab-Xb = b (2.8.26.)

Iz ove relacije se, pomoc¢u inverzne matrice, mogu odrediti koordinate
vektora Xb odnosno reSenje problema za posmatranu iteraciju, tj.:

Xb = Ab?t-b (2.8.27.)
Odgovarajuca vrednost funkcije cilja za pronadeno reSenje je
F(X) = Cb-Xb (2.8.28.)
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gde vektor Cb obuhvata koordinate vektora C koje stoje uz bazi¢ne promenljive
(vektor Xb) u funkciji cilja.

Linearno zavisni vektori matrice A se mogu izraziti pomoc¢u matrice baze Ab,
na sledeci nacin:

Ab-Xj = A (2.8.29.)
gde je Aj, ]=(m+1,m+2,...,n), nebazni vektor. Nakon sredivanja dobija se izraz:
Xj = AbL.A; (2.8.30.)

Relacijom (2.8.30.) izvrSena je transformacija koeficijenata matrice A, pa je
sada moguée izraCunati i koeficijente (Fj—Cj), kao Sto je prikazano relacijom
(2.8.31.).

Fj—cj=Cb-Xj—cj, j=(m+1,...,n) (2.8.31.)

Ovi koeficijenti omogucavaju ocenu optimalnosti pronadenog reSenja a
nakon toga i izbor vektora koji ¢e da ude u narednu bazu vektorskog prostora.
Vektori koji ¢e da udu u novo resenje odreduju se na osnovu relacije (2.8.32.).

[m?xej -(F, —cj)}<0 (2.8.32))

Relacije (2.8.33.) predstavlja kriterijum koji odreduje vektor koji napusta
bazu vektorskog prostora.

o=min2, i—12,...m (2.8.33)
ay
Na ovaj nacin je postupak reSavanja problema Dantzigovim algoritmom

zaokruZen. Opisani postupak se zasniva na koriS€enju inverzne matrice, a
preciznije se formuliSe na slede¢i nacin:

Korak 1. Uvodenjem dopunskih i veStackih promenljivih, matematicki model
problema se prilagodi za reSavanje. Nakon toga se izvrSi popis svih vektora iz
modela.

Korak 2. Od linearno nezavisnih vektora, koji ¢ine bazu vektorskog prostora,
formira se matrica Ab.

Korak 3. Pronalazi se inverzna matrica matrice Ab, tj. matrica Ab™.
Korak 4. Izradunava se bazno moguce resenje problema: Xb = Ab-b.

Korak 5. Za pronadeno reSenje izraCunava se vrednost funkcije cilja:
F(X)=Cb-Xb.

Korak 6. Odreduju se koordinate svih linearno zavisnih vektora Xj=Ab™-A,
j=(m+1, ..., n).

Korak 7. IzraGunavaju se koeficijenti (Fj—c;j) za sve linearno zavisne vektore
Fi—cj = Cb-Xj—c¢j, j = (m+1,...,n).
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Korak 8. Na osnovu vrednosti koeficijenata (Fj—c;j) proverava se da li je
pronadeno optimalno reSenje.

Korak 9. Ukoliko nije pronadeno optimalno reSenje, onda se, takode na
osnovu koeficijenata (Fj—cj), odredi vektor koji ulazi u narednu bazu vektorskog
prostora.

Korak 10. Odredi se vektor koji treba da izade iz baze vektorskog prostora.

Korak 11. Formira se nova matrica Ab, odnosno nova baza vektorskog
prostora, ¢ime se postupak vraca na korak 2. Citav postupak se ponavlja sve dok se
u koraku 8. ne utvrdi da je pronadeno optimalno resenje.

U primeru 2.8.9. ilustrovan je ceo postupak koris¢enja Dantzigovog
algoritma.

Primer 2.8.9. Prona¢i maksimalnu vrednost funkcije cilja za dati matemati¢ki model.

max F(X) = 6X1 + 4X2
po

2x1 + 1x2 <100

I1x1 + 3x2 <120

2X1 + 2%2 <120

X1, X2 >0

Resenje. Prosireni (prilagodeni) oblik matematickog modela je:
max F(X) = 6x1 + 4%z + 0-(X3 + Xa + Xs)

2X1 + 1X2 + X3 =100
1x1 + 3x2 + X4 =120
2X1 + 2X; + X5 =120

X1, X2, X3,X4,Xs > 0

1. U prilagodenom modelu postoje slede¢e matrice i vektori sistema:

21100 [100
A=[1 3 0 1 0| b=[120|, C=[6 4 0 0 0]
22001 120
2 1 1 0
A=[1], A =|3| A=[0], A =[1], A =0
2 2 0 1

2. Bazu vektorskog prostora ¢ine linearno nezavisni vektori. U prvoj iteraciji to su jedini¢ni
vektori, pa je matrica Ab za pocetnu iteraciju:

1 00
Ablz[Aa A, As]: 010
0 01
3. Kako je matrica Ab jedini¢na matrica, onda je inverzna matrica Ab:
Ab;t = Ab;
4. Resenje za prvu iteraciju odreduje se preko relacije (2.8.27.), pa je:
Xb=Abs*b=1-b=b
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X3 100
odnosno: Xb=|x, |=]120
X5 120
5. Vrednost funkcije cilja se izracunava preko relacije (2.8.27.), tj. za ovo resenje iznosi:
X3 100
F(X)=Ch-Xb=[c, ¢, ¢]|x,|=[0 0 0]:|120(=0
Xg 120

6. Koordinate linearno zavisnih, nebazi¢nih, vektora odreduju se preko relacije (2.8.30.), tj.:

Xj=Abr LA = LA = A, j=1.2.
7. Koeficijenti (Fj—c;) odreduju se preko relacije (2.8.31.), tj.:
2
zaj=1:F, —¢,=Cb-X,—¢,=[0 0 0]|1|-6=-6
2
1
zaj=2:F,-c,=Ch-X,-c,=[0 0 0]:|3|-4=-4
2
8. Nije pronadeno optimalno resenje jer postoje koeficijenti (Fj—c;) < 0.
9. Prema relaciji (2.8.32.) u narednu bazu vektorskog prostora ulazi vektor A;.
10. Prema relaciji (2.8.33.) iz baze izlazi vektor As, tj.:

0 = min ib—zb—3 = min(@,@,@] =min(50,120,60) =50 = A,
=123\ &, @, ag i 2 1 2 i

11. Formira se nova matrica Aby, i vraca na ta¢ku 2. Postupak se, od tacke 2., ponavlja i za drugu

iteraciju. Bazu vektorskog prostora sada ¢ine linearno nezavisni vektori:

2 00
A, =[A A Al=|1 10
2 01
3. Inverzna matrica matrice Aby, je:
/2 0 O
Ab, =|-1/2 1 0
-1 01
4. Resenje problema u drugoj iteraciji je:
X, 1/2 0 0| |100 50
Xb=|x,|=Ab,"-b=|-1/2 1 0|-{120|=|70
Xs -1 1] 1120 20
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5. Vrednost funkcije cilja nakon druge iteracije iznosi:

Xy 50
F(X)=Ch-Xb=[c, ¢, ¢]|x,|=[6 0 0]|70|=300
Xs 20

6. Koordinate linearno zavisnih, nebazic¢nih, vektora, u drugoj iteraciji, raCunaju se prema izrazu:
Xj= Abz’l-Aj, =2,3, tj.:

1/2 0 0][1] [1/2
X,=Ab," A =[-1/2 1 0||3|=|5/2
-1 0 1|2 1
1/2 0 O|[1] [1/2
X,=Ab, A, =[-1/2 1 0|-|0|=|-1/2
-1 0 1f|0 -1
7. Koeficijenti (Fj—cj) izraunavaju se prema relaciji: Fi—¢;=Cb-Xj—¢;, j=2,3,tj.:
1/2
zaj=2:F,-c,=Ch-X,-c,=[6 0 0]-|5/2|-4=-1
1
1/2
zaj=3:F,—c, =Ch-X;-c,=[6 0 0]-|-1/2|-0=3
-1

8. Jos uvek nije pronadeno optimalno reSenje, jer postoji koeficijent (Fo—C2)=-1 < 0.
9. U narednu bazu vektorskog prostora ulazi vektor A..
10. Prema relaciji (8.33), koli¢nici izmedu odgovarajuc¢ih koordinata vektora B i vektora X, iznose:

. (b b, b . .
0=min| =+, —2 =2 |= mm(ﬂ,ﬂ,éj =min(100,28,20) = 20 = A,
2123\ &, Ay  Ag i \1/2 5/2 1 i
1z baze izlazi vektor As, jer njemu odgovara najmanji koliénik.
11. Proracun se vraca na korak 2. Formira se matrica Abs za trecu iteraciju:

2 01
Ab3:[A1 Ay Az]: 113
2 0 2
3. Inverzna matrica matrice Abs, je:
1 0 -1/2

Ab, =2 1 -5/2
-10 1
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4. Resenje problema u trecoj iteraciji je:

X, 1 0 -1/2][100] [40
Xb=|x,|=Ab,"-b=| 2 1 -5/2|-[120|=|20
X, -1 0 1 120 |20
5. Funkcije cilja nakon trece iteracije iznosi:
X, [40
F(X)=Ch-Xb=[c, ¢, ¢c,]|x,|[=[6 0 4]-|20|=320
X, 20

6. Koordinate linearno zavisnih, nebazi¢nih, vektora, u tre¢oj iteraciji, za j=3,5, su:

1 0 -1/2][1] [1
Xy=Ab, " -Ay=| 2 1 -5/2|-|0|=| 2
-1 0 1 ||o] |-1
1 0 -1/2][0] [-1/2
X;=Ab,"-A=| 2 1 -5/2|-|0|=|-5/2
-10 1 |[1] | 1
7. Koeficijenti (Fj—c;), u trecoj iteraciji, za j=3,5, iznose:
1
2aj=3:F,—¢c, =Ch-X,-c,=[6 0 4]| 2 |-0=2
-1
~1/2
zaj=5:F, —c, =Cb-Xy; —c; =[6 0 4]-|-5/2|-0=1
1

8. Nakon trece iteracije pronadeno je optimalno resenje, jer nema vise negativnih koeficijenata (Fi—
Cj). Vrednosti promenljivih za optimalno reSenje iznose: x1=40, x,=20, x3=20. Maksimalna
vrednost funkcije cilja je: max F(x)=320.

Opisani postupak reSavanja problema pomocu Dantzigovog algoritma ne
zahteva obavezno reSavanje problema sa po¢etkom od prve iteracije, odnosno od
iteracije u kojoj bazu vektorskog prostora ¢ine jedini¢ni vektori. Postoji moguénost
da se proracun otpocne i 0d neke druge baze vektorskog prostora. Jedini problem u
tom slucaju je Sto se moze dogoditi da tako dobijeno pocetno bazicno reSenje ne
mora biti 1 moguce reSenje, odnosno, moze se desiti da u tom sluc¢aju neka od
koordinata vektora Xb bude negativna.
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2.8.7.2. Revidiran simpleks metod

Kod uobicajenog simpleks postupka, kriterijumi za ocenu optimalnosti
reSenja i za izbor novog bazi¢nog vektora zahtevaju odredivanja koeficijenata (Fj-c))
za svako j. Zbog toga je bilo potrebno u koraku 6. Dantzig-ovog algoritma odrediti
koordinate svih nebazi¢nih vektora. Kada je n znatno veée od m, tada postoji veliki
broj nebazi¢nih vektora CcCije koordinate treba odrediti. Medutim, revidirani
simpleks metod ne zahteva odredivanje koordinata svih nebazi¢nih vektora. Kod
ovog algoritma mogu se prethodno odrediti koeficijenti (Fi-c) i na osnovu njih
oceniti optimalnost reSenja. Ukoliko nije pronadeno optimalno reSenje, odredi se
novi bazi¢ni vektor, pa se odrede koordinate samo tog vektora. Na taj nacin se
obim raCunanja znatno smanjuje jer ne treba izraCunavati koordinate ostalih
nebazicnih vektora.

Racunski postupak revidirane simpleks metode detaljnije se prikazuje na
primeru 2.8.9. Matematicki model prilagodenog problema ima sledece elemente:

max F(x) = 6x1 + 4x2 + 0-(X3 + X4 + Xs)

2X1 + 1Xo + X3 =100
1x1 + 3x2 + Xa =120
2X1 + 2X2 + x5= 120

X1,X2,X3,X4,X5 > 0
Revidirani simpleks metod zahteva da se funkcija cilja unese u sistem

ogranic¢enja, kao jedno novo ograni¢enje. To novo ogranicenje ima oblik: 6x1 + 4x2
= Xe, gde je promenljiva xs uvedena umesto oznake F(x). Na ovaj nacin je dobijeno

novo ograni¢enje ¢iji je oblik:
—6X1 —4x2 + X6 =0

kojim se proSirava prethodni sistem ogranicenja. Matemati¢ki model dobija oblik:

2X1+ 12 + X3 =100
1x1 + 3x2 + Xa =120
2X1 + 2%2 + X5 =120
—6X1 — 4X2 +x6= 0

X1,X2,X3,X4,X5,X6 > 0

Na ovaj nacin, pocetni problem je dobio potreban oblik. Tek sada se moze
poceti sa primenom revidiranog simpleks metoda. Ovaj metod se razlikuje od
originalnog simpleks metoda po tome Sto se kod njega ne transformisu svi elementi
matrice A, veé samo elementi inverzne matrice Ab. Transformacija se vrsi po
istim formulama i prema istim kriterijumima, kao i kod originalne simpleks tabele,
ali u tabeli koja je prilagodena revidiranom simpleks metodu, tj. u revidiranoj
simpleks tabeli.

Revidirana simpleks tabela je tako sastavljena da se u njoj koraci 2, 3, 4 i 5,
Dantzig-ovog algoritma, lako izvr$avaju. Ova tabela ima Cetiri kolone: prva kolona
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odreduje vektore Xb koji ¢ine matricu Ab, druga kolona sadrzi bazi¢no moguce
reSenje B 1 vrednost funkcije cilja F(x) za datu iteraciju (u poslednjem redu kolone),
tre¢a kolona obuhvata inverznu matricu Ab™, a Getvrta se koristi za vektor X;, Koji
ulazi u narednu bazu. Revidirana simpleks tabela ima zaglavlje i onoliko redova
koliko prosireni model ima ogranicenja.

Prva, pocetna, revidirana simpleks tabela prikazana je tabelom 2.8.18.

Tabela 2.8.18. Pocetna revidirana simpleks tabela ST 0

Xo | B Ab? X;
Xs {100 1 [ 0 [ 0 | 0
X 120 0 | 1 | 0 | ©
Xs 1120 0 | 0 | 1 | 0
Xs | 0 ] 0 | 0] 01

Tabela 2.8.18. sadrzZi poetno bazno moguée resenje i odgovarajucu vrednost
funkcije cilja, tj.:
X3 =100, x4=120, xs=120 i Fo(x)=0
Proverava se da li je dobijeno optimalno reSenje. Ukoliko nije izracunavaju
se koeficijenti (Fj—c;), prema relaciji (2.8.31.), tj.:
Fj—cj=Cb-Xj—¢;

Sistem ogranicenja je proSiren koeficijentima funkcije cilja, zato se u relaciji
(2.8.31.) i na levoj i na desnoj strani mogu izostaviti koeficijenti ¢j. Tako se ova
relacija svodi na izraz oblika:

Fj=Cb-X
Koeficijenti Fj imaju istu vrednost kao i koeficijenti (Fi-c) kod drugih
algoritama. Zbog toga ¢e oni imati isti znacaj 1 istu funkciju, tj. sluZi¢e za ocenu
optimalnosti reSenja i za izbor vektora koji treba da ude u narednu bazu.
Koordinate vektora Xj odreduju se relacijom (2.8.30.), tj.:
Xj = AbLA
nakon zamene prethodni izraz dobija oblik kao §to je prikazano relacijom (2.8.34.):
Fj=Ch-Ab™-A (2.8.34)

Znacajno pojednostavljenje postupka revidiranog simpleks metoda je i u
tome §to ne treba posebno racunati proizvod Cb-Ab™ iz relacije (2.8.34.). Poslednji
red matrice Ab u revidiranoj simpleks tabeli sadrZi vektor red, koji je rezultat
proizvoda:

Cb-Ab*
Koris¢enjem predhodnih relacija, nastavlja se postupak reSavanja primera

2.8.9. Vektori A1 i A2 su nebazni, pa se za njih izraCunavaju koeficijenti Fj. Prema
relaciji (2.8.34.), Fj= Cb-Ab*-Aj, j=1,2, oni su:
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2
1
F,=Cb-Ab*-A =[0 0 0 1] , =6

-6
1

F,=Cb-Ab™ A, =[0 0 0 1] ‘;’ =—4
-4

Koeficijenti su negativni, pa se zakljuuje da nije pronadeno optimalno
reSenje i da u narednu bazu vektorskog prostora treba da ude vektor Ai. Potrebno je
odrediti samo koordinate vektora X1, na osnovu relacije (2.8.30.), tj.:

2

1

2
-6

Xy =A™ A= 1A= A =

Dobijene koordinate vektora X1 se upisuju u kolonu Xj pocetne simpleks
tabele T_8.22, tako da je njen konac¢ni oblik prikazan u tabeli 2.8.19.:

Tabela 2.8.19. Konacni oblik pocetne revidirane simpleks tabele

Xb B Ab’ X1
X3 | 100 1 0 0 0 2
Xs 120 O 1 0 0 1
Xs 1120 ] O 0 1 0 2
Xs 0 0 0 0 1 -6

Pocetna tabela je pripremljena za pronalazenje narednog reSenja. Dalji
postupak je identi¢an kao i kod obicne simpleks tabele. Kolona X1 je oznacena
kolona, i ona predstavlja vodecu kolonu. Prema koli¢niku izmedu kolone B i
oznacene kolone X1 odreduje se da iz baze treba da izade vektor As, pa se oznaci i
prvi red tabele. Na osnovu pocetne tabele dobija se tabela 2.8.20. za narednu
iteraciju.

Tabela 2.8.20. Revidirana simpleks tabela nakon prve iteracije

Xb B Ab’ X2
X1 50 | 172 0 0 0 1/2
X4 70 |12 ] 1 0 0 5/2
Xs 20 =1l 0 1 0 1
Xe | 300 | 3 0 0 1 -1

Tabela 2.8.20. sadrzi inverznu matricu za drugu iteraciju, bazno moguce
reSenje i vrednost funkcije cilja. Potrebno je da se odrede koeficijenti Fj za j=2,3 i
proveri da li je pronadeno optimalno reSenje. Prema relaciji (2.8.34.) izraunava se:
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1
4 3
F,=Cb-Ab™-A,=[3 0 0 1] , =1

F,=Cb-Ab*.A,=[3 0 0 1]-| |=3

Koeficijent F> je negativan, pa u narednu bazu vektorskog prostora ulazi
vektor A,. Koordinate vektora X, se proracunavaju na osnovu relacije (2.8.30.), tj.:

/2 0 0 O 1 1/2
-1/2 1 0 0 3 5/2
X2:Ab_l‘A2= . =
-1 010 2 1
3 00 1||-4 -1

Koeficijenti se unose u poslednju kolonu tabele 2.8.20. To je oznacena
kolona, i ona predstavlja vode¢u kolonu. Na osnovu koli¢nika izmedu kolone B i
kolone Xz, oznacen je treci red, koji predstavlja vodeci red. 1z baze izlazi vektor As.
Na osnovu popunjene tabele 2.8.20. dobija se tabela 2.8.21. nakon druge iteracije.

Tabela 2.8.21. Revidirana simpleks tabela nakon druge iteracije

Xb B Ab’ X
X1 40 1 0 |-1/2] 0
X4 20 2 1 |-52] 0
X2 20 -1 0 1 0
Xe | 320 2 0 1 1

IzraCunavaje se koeficijenti Fj za j=3,5, tj.

F,=Cb-Ab*.A,=[2 0 1 1]

F,=Cb-Ab*-A =[2 0 1 1]

Svi koeficijenti Fj su pozitivni. To zna¢i da je reSenje, pronadeno u tabeli
2.8.21., optimalno resenje, koga safinjavaju promenljive:

X1 =40, x2=20, x4=20



88 OPERACIONA ISTRAZIVANJA 1

a maksimalna vrednost funkcije cilja iznosi:
max F(x) = 320

2.8.7.3. Dualni algoritam

U odnosu na uobicajenu simpleks proceduru, dualni algoritam predstavlja
specijalni postupak za reSavanje problema linearnog programiranja. Njegova
osnovna karakteristika je u tome da se optimalno reSenje problema pronalazi preko
niza baznih reSenja koja nisu nenegativna, ali kod kojih koeficijenti (Fj—cj)
ispunjavaju uslov optimalnog resenja. lako se radi o opStem metodu koji se moze
primeniti na svaki problem linearnog programiranja, nije u svim slucajevima lako
odrediti pogodan start za primenu dualnog algoritma. Ipak, u nizu slu¢ajeva dualni
algoritam ima vrlo vaznu primenu i donosi niz prednosti u odnosu na ostale
algoritme simpleks metoda. Najociglednije prednosti u primeni ovog algoritma
odnose se na probleme postoptimalne analize, kao i na reSavanje jedne vrste
problema minimuma. Dualni algoritam je razmotren na primeru 2.8.10.

Primer 2.8.10. Potrebno je prona¢i minimalnu vrednost funkcije cilja za
matemati¢ki model koji je dat kao:
min F(x) = C™-X
A-X>Db
X>0

gde su C i b nenegativni vektori. Pocetni problem se moze na dva nacina prilagoditi
za primenu dualnog algoritma. Prvi nacin je da se transformiSe u odgovarajuci
problem maksimuma, kao:

max F(x) =—- CT-X

-A-X<-D

X=>0

Na ovaj problem moZe se primeniti dualni algoritam. Nije potrebno da se
uvode vestacke promenljive; vektor b ima sve negativne koordinate, pa ¢e i
pocetno resenje-vektor Xb, takode, imati negativne koordinate; vektor C ima
negativne koordinate, pa ¢e kpeficijenti (Fj—Cj) za pocetno reSenje biti pozitivni,
odnosno, ispunjavace uslov optimalnosti, §to znac¢i da su ispunjeni svi uslovi za
primenu ovog algoritma.

Drugi nacinu transformisanja ne zahteva promenu funkcije cilja. U ovom
slucaju potrebno je da se reSava transformisani problem minimuma:
min F(x) = CT-X
-A-X<-b
X=0
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| ovim na¢inom se obezbeduje pogodan start za primenu dualnog algoritma.
Potrebno je da se odrede kriterijumi po kojima se menja baza vektorskog prostora.
Kod dualnog algoritma postupak izmene vektora u bazi je obrnut u odnosu na
uobicajcni postupak. Ovo se ogleda u tome Sto se prvo odredi vektor koji izlazi iz
baze vektorskog prostora, pa tek onda vektor koji ulazi u bazu.

Iz baze vektorskog prostora izlazi onaj vektor A;j kome odgovara najveca
negativna koordinata baznog resenja B, tj.

b, =maxfb,|, b, <0 (2.8.35.)

Vektor koji ulazi u novu bazu odreduje se tako Sto se vodi racuna da vrednost
nove promenljive bude pozitivna i da koeficijenti (Fi—Cj) i za novo resenje budu
negativni. Potrebno je da se odredi:

0= b_, >0
arj
Kako je br<0, potrebno je da se razmatraju samo vrednosti a;j<0. Odreduje se
vektor koji ulazi u novu bazu pomocu izraza (8.36).

F.—c.
"% 4 <o (2.8.36.)

ar'
! ]
a.rj

Vodi se ra¢una o vrednostima koeficijenata (Fj—c;j). U novu bazu vektorskog

prostora ulazi onaj vektor A; kome odgovara najmanja vrednost izraza (8.36).
Izrazom (8.37) formulisan je i drugi kriterijum.

R —¢, — min Fj —C
a ] a

. a; <0, j=12,...k (2.8.37.)
ru rj

Primenom ova dva kriterijuma (2.8.35.) i (2.8.37.), dualni algoritam se moze
koristiti 1 u bilo kom drugom, poznatom, algoritmu. llistracija postupka dualnog
algoritma prikazana je u primeru 2.8.11. Problem se reSava primenom potpune

simpleks tabele.
Primer 2.8.11. Kori§¢enjem dualnog algoritma re$iti matemati¢ki model:
min F(x) = 160x; + 100x, + 120x3
p.o. 2X1 + 1xp + 2x3 > 350
1x; + 1xo + 1x3 > 300
Ax1 + 1xo + 2X3> 400
X1, X2, X3 = 0
Resenje. MnozZenjem sistema ograni¢enja sa —1 (izbegavaju se veStaCke promenljive), i
uvodenjem dopunskih promenljivih X4, Xs i Xs, dobija se prilagodeni model za primenu dualnog
algoritma:

min F(x) = 160x1 + 100Xz + 120x3 + 0-(Xs + X5 + Xs)

p.o. —2X1— 1X2 — 2X3 + Xa =-350
—1X; — 1Xo — 1X3 + Xs =-300
—4X1 — 1Xo — 2X3 + Xg = —400

X1, X2, X3, X4, X5, X6 > 0
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Formira se pocetna simpleks tabela ST 0.

Tabela 2.8.22. Pocetna simpleks tabela ST_0

c | X B 160 | 100 | 120 | O 0 0
Xl X2 X3 X4 X5 X6

0 X4 |-350| -2 -1 -2 1 0 0
0 Xs |-300| -1 -1 -1 0 1 0
0 Xe |-400| -4 | -1 -2 0 0 1
Fi—Cj 0 [-160]-100]-120] 0 [ 0 | ©

U pocdetnoj simpleks tabeli xe=—400 je najnegativnija koordinata poéetnog baznog resenja B.
Prema relaciji (2.8.35.) bazu napusta vektor As. Za r=6 (treci red simpleks tabele), uzimajuéi u obzir
samo negativne koencijente asj, odreduje se vrednost koli¢nika prema relaciji (2.8.37.), i dobija se:

F. —c, - - -
min —— = min( 160 _ 40, 100 :100,ﬂ = 60) =40
I ay, 4 1 i

Najmanji koli¢nik je za j=1, $to znaci da u narednu bazu ulazi vektor A;. U tabeli 2.8.22.
oznaceni su kolona Xi i trec¢i red (Xs). Transformacija koeficijenata za novu tabelu vrsi se prema
pravilima uobiéajene simpleks procedure. Izra¢unava se simpleks tabela nakon prve iteracije, koja
je predstavljena u tabeli 2.8.23.

Tabela 2.8.23. Simpleks tabela ST 1

c | X B 160 | 100 | 120 | O 0 0
Xi X2 X3 X4 X5 X6
0 Xa |-150) O |-1/2| -1 1 0 |[-1/2
0 Xs |-200| O |-3/4|-1/2| O 1 |-1/4
160 | xa |100| 1 14 1 1/2| 0 0 |-1/4
Fi-c; (160000 O | -60 [ 40 | O 0 | -40

U tabeli 2.8.23. postoje jo$ dve negativne koordinate baznog reSenja. Promenljiva xs=—200
je najnegativnija vrednost, tako da iz baze izlazi vektor As. Iz relacije (2.8.37.) odreduje se najmanji
koli¢nik, a to je za j=3, tj.:

F. —c; - - -
min ——— :min[ 60 =120, 40 =80, 40 :160J:80
I ag —3/4 12 -4

tako da u naredno bazno reSenje ulazi vektor As. Simpleks tabela nakon druge iteracije prikazana je
u tabeli 2.8.24.

Tabela 2.8.24. Simpleks tabela ST_2

c | X B 160 | 100 | 120 | O 0 0
Xi X2 X3 X4 X5 X6

0 Xs |250| O 1 0 1 -2 0
120 | x3 400 O |[3/2 | 1 0 2 |12
160 | x2 |-100) 1 |-1/2] O 0 1 |-1/2
Fi—c; 32000 O 0 0 0 |-80 | -20

U tabeli 2.8.24. se nalazi jo$ jedna negativna koordinata u koloni B i odgovara promenljivoj
X1. Zato, vektor A; izlazi iz baze vektorskog prostora. Najmanji koli¢nik iz relacije (2.8.37.) jednak
je nuli, a ostvaruje se za j=2, tj.:
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F. —c. _
min —}— =min( 0 =0,ﬂ=40)=0
Iy -1/2 -1/2

tako da vektor A, ulazi u narednu bazu. Formira se simpleks tabela nakon trece iteracije, koja je
prikazana u tabeli 2.8.25.

Tabela 2.8.25. Simpleks tabela ST 3
160 | 100 {120 ]| O 0 0

Co | Xob B
Xl X2 X3 X4 X5 X6
0 Xa | 50 2 0 0 1 0 -1
120 | x3 | 100 | 3 0 1 0 1 -1
100 | x2 | 200 | -2 1 0 0 -2 1
Fi—ci (32000 O 0 0 0 -80 | -20

Resenje iz tabele 2.8.25. je optimalno resenje, i njega sadinjavaju promenljive:
x2=200, x3=100, Xx4=50,
a minimalna vrednost funkcije cilja iznosi: min F(x)=32.000.
Napomena 2.8.8.: Simpleks tabela ST_3, pored resenja problema i vrednosti funkcije cilja,
sadrzi i inverznu matricu, koja se moze koristiti za razne postoptimalne analize. Medutim, posSto su
sve nejednacine prvobitnog modela pomnozene sa (-1), potrebno je sada inverznu matricu koja

odgovara optimalnom reSenju, takode, pomnoziti sa (-1). Za analizu optimalnog reSenja moze se
koristiti inverzna matrica:

-1 0 1
Abt=l0 -1 1
0o 2 -1

Napomena 2.8.9.: Potrebno je da se pomnoze i dualne promenljive sa (-1). Pojam dualnih
promenljivih i gde se one nalaze u simpleks tabeli detaljnije se razmatra u poglavlju 2.9.

2.9. DUALNI PROBLEMI

Svakom problemu linearnog programiranja odgovara jedan dualni problem i
to tako da problemu minimuma korespondira odredeni problem maksimuma,
odnosno problemu maksimuma korespondira odredeni problem minimuma. Iz ove
osnovne osobine linearnog programiranja, moZze se zakljuciti da je dual od dualnog
problema primarni problem. Sa matemati¢kog aspekta, potpuno je svejedno koji se
od ova dva problema smatra primarni, a koji dualni. Medutim, sa ekonomskog
aspekta samo jedan problem (originalni-primarni) ima ekonomski smisao, dok
drugi nema. Cak i kad se moZe dati ekonomska interpretacija dualnog problema,
ona nije dovoljno ocigledna.

U odredenim slucajevima matematicki model osnovnog problema linearnog
programiranja ne moze da posluzi za nalazenje optimalnog plana primenom
opisanog simpleks metoda. U ovakvim sluc¢ajevima se primarni problem
preformulise u dualni, pomocu kog je moguce naci trazeno resenje. Dualni problem
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se formira pomocu istih podataka na osnovu kojih je formiran i primarni Kako se
radi o dva uzajamno dualna problema izmedu njih postoje slede¢e korespodencije:

1. Dualni model ima onoliko promenljivih koliko primarni zadatak ogranicenja, i
ogranicenja koliko primarni zadatak promenljivih;

2. Slobodni ¢lanovi u ogranicenjima primalnog zadatka postaju koeficijenti uz
promenljive funkcije cilja dualnog modela, a koeficijenti uz promenljive
funkcije cilja primarnog modela postaju slobodni ¢lanovi u ograni¢enjima
dualnog modela;

3. Smer nejednacina dualnog modela je suprotan smeru nejednacina primarnog
modela;

4. Ako je u primarnom modelu trazen maksimum funkcije cilja, u dualnom se trazi
minimum, i obrnuto;

5. Dopunskoj promenljivoj xn+1 primara koja je u optimalnom baznom resenju
odgovara promenljiva yi u dualnom modelu, pri ¢emu je Xn+1-yi=0 i=1, 2,..., m;

6. Realnoj promenljivoj xj primara iz baznog dopustivog reSenja odgovara
dopunska promenljiva ym+ dualnog modela sa nultom vredno$¢u Xj-ym+=0;
j=1,2,...n;

7. Matrica ograni¢enja u primarnom modelu jednaka je transponovanoj matrici
ogranic¢enja u dualnom modelu.

2.9.1. Simetri¢ni dualni problem

Karakteristike simetricnog modela linearnog programiranja su:

— sva ograni¢enja primarnog problema su data u obliku nejednacina,
— sve nejednacine su istog smera,
— uslov nenegativnosti vazi za sve dualne promenljive.

Relacijom (2.9.1.) je dat primarni, a relacijom (2.9.2.) dualni model problema
linearnog programiranja, u opStem obliku.

Primarni problem:

min F(X) = CiX1 + CaX2 + ...+ CnXn
P.0. aiXi + awXz + ...+ CinXn > by
az1X1 + azXz + ...+ ConXn > b2 (2.9.1)

AmiX1 T am2X2 + ...+ CmnXn = bm
Xj>0,]j=1,2,...,n

Dualni problem:

max G(y) = b1y1 + b2y2 + ...+ bmym
p.0. aiyi tazy2+ ..t Cmiym=<C1
aizy1 + ay2 + ...+ Cm2ym < C2 (2.9.2)
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ainy1 + azny2 t ...+ Cnym < Cn
yi>0,j=1,2,...m

gde su vyi,,y2,..., ym dualne promenljive, a G(y) vrednost funkcije cilja dualnog
problema.

U sazetom obliku primarni i dualni problem je prikazan relacijama (2.9.3.) i
(2.9.4)).

Primarni problem:
n

min F(x) =Y ¢;X;
j=1

Zn:aijxj >b, i=12,....m (2.9.3)
j=L

X; >0, j=12,...,n

Dualni problem:

maXG(Y):ZbiYi
i=1
Ya;y <c;, j=12...n (2.9.4)
i=1
y; 20, i=12,....m

Problemi primara i njemu odgovaraju¢eg duala mogu se napisati |
vektorskom notacijom, kao Sto je prikazano relacijama (2.9.5.) i (2.9.6.).

Primarni problem:

min F(x) = CT-X
p.o. A-X>Db (2.9.5.)
X>0

Dualni problem:

max G(y) =b'-Y

p.o. Al.Y<cC (2.9.6.)
Y>0

Dual ima onoliko promenljivih koliko primar ima ograni¢enja i onoliko
ogranic¢enja koliko primar ima promenljivih. Matrica ograni¢enja duala jednaka je
transponovanoj matrici ograni¢enja primara, dok koeficijenti u funkciji cilja duala
predstavljaju slobodne ¢lanove primara i obrnuto.

Napomena 2.9.1.: Slobodni ¢lanovi bi primara nemoraju obavezno da budu
nenegativni.
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Primer 2.9.1. Napisati model dualnog problema ukoliko ja dat primarni.
Primarni model je:
mMinG(y) = 2y1 + 3y2 + 4ys + Ya
8y1+ 5y, + 3ys+ ya>400
2y1+ Yo+ 6ys + 5ys> 250
5y1 + 4y, + 3ys + 2ya > 220
6y1 + 3y2 + 4y + 5y. > 250

ReSenje. Dualni model glasi:

maxF(x) = 400x; + 250x, + 220x3 + 250X4
8X1+ 2X2 +5X3+ 6X4 <2
BX1+ Xo+4X3+3x4<3
X1+ 6Xo + X3+ 4x4 <4
IXy + 5%+ 2X3+5x4 <1

Primer 2.9.2. Napisati model dualnog problema ukoliko ja dat primarni.
Primarni model je:
minG(y) = 3y1 + 2y2 + 4ys
4y + 5y, + Sy > 200
2y1+ 6y2 + y3 =450
6y1+ Yo+ 3y3>220
6y1 + 3y2 + 4y; > 250

Re$enje. Dualni model glasi:

maxF(x) = 200x; + 450x; + 220x3 + 250X4
A%y + 2%, + 6X3 + 6X4 < 3
5X1+ 6X2 + X3+ 3X4<2
5X1+ Xo+3x3+4xa<4
Nakon prilagodavanja modela za primenu simpleks metode dobija se model LP:
max F(x)= 200x; + 450x; + 220%3 + 250X4 + Ox5 + 0-Xg + 0-X7
p.o. 4%; + 2X2 + 6X3 + 6X4 + X5 = 3
5X1+6X2+ X3+ 3Xa+Xg=2
51+ Xo+3z+dxatx7=4
x>0, j=1,2,..,7

Optimalno reenje ovog problema pronadeno je od ST 0 — ST_2, koje su prikazane u
tabelama od 2.9.1. — 2.9.3.

Tabela 2.9.1. Pocetna (nulta) simpleks tabela ST 0

200 | 450 | 220 | 250 | O 0 0
Co Xo B Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 azbi/aij
0 X5 3 4 2 6 6 1 0 0 3/2
0 Xe 2 5 6 1 3 0 1 0 1/3
0 X7 4 5 1 3 4 0 0 1 4
Fi—cj 0 |-200|-450|-220|-250| O 0 0 150
Tabela 2.9.2. Simpleks tabela ST_1
G | X B 200 | 450 | 220 | 250 | O 0 0 g=bi/a
Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7
0 xs | 7/3 | 73| 0 |17/3] 5 1 |-1/3] 0 7/17
450 | x2 |13 |56 1 |16 |12 | 0 |16] O 2
0 X7 |11/3)25/6| O |[17/6| 7/2 | O |-1/6| 1 22/17
F—c; |150[1333] 0 [-145|-25| 0 | 75 | 0 | 59,71
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Tabela 2.9.3. Simpleks tabela ST 2
c | X B 200 | 450 [ 220 | 250 | O 0
Xl X2 X3 X4 X5 X6 X7
220 | xs3 | 7/17 | 7117 15/17( 3/17 |-1/17
450 | x2 | 9/34 |13/17 6/17 | 1/34 | 3/17
0 X7 |85/34| 3 1 ]112] 0
Fi—cj 209,71(234,7 102,9|52,06|66,47

o

oO|o|—|O
O|o|Oo|—
Oo|r—r|Oo|o

Resenje u tabeli ST 2 je optimalno jer nema viSe pozitivnih koeficijenata (Fj—c;j). S obzirom
da se ovde traze vrednosti yj one se ¢itaju drugadije u tabeli 2.9.3. u odnosu na klasi¢nu simpleks
tabelu. Naime, ¢itaju se vrednosti u redu Fj—¢; i to od dopunskih promenljivih udesno (od kolone xs)
i one glase: yi=52,06, y,=66,47, ys=0, a minimalna vrednost funkcije kriterijuma iznosi: min
G(y)=209,71. Takode, ovde se mogu oéitati i dopunske promenljive primara u istom redu (Fj—c;) od
kolone x; udesno, tj. ya=234,71, ys=0, y¢=0 i y7=102,9.

Primer 2.9.3. Napisati model dualnog problema ukoliko ja dat primarni.

Primarni model je:
maxG(y) = 5y1 — 2y2 + 3ys3
2y1 + 3y2 + 4y; <200
3y1—5y2+ y3 <450
4y1+ v, <220
—4ys <250
Re$enje. Dualni model glasi:

minF(x) = 200x; + 450x; + 220x3 + 250Xs

2X1 + 3X2 + 4X3 >5
3X1 =5+ X3 >_2
AX1+ X2 —4x4 > 3

2.9.2. Nesimetricni dualni problem

Karakteristike nesimetri¢nog dualnog problema linearnog programiranja su:

— ograni¢enja primara su data u obliku nejednacina 1/ili jednacina,

— nejednacine u primarnom modelu nisu istog smera (tipa),

— u dualnom modelu sva su ogranicenja istog tipa,

— kad se trazi max G(Y) sva su ogranicenja tipa <,

— kad se trazi min G(y) sva su ogranicenja tipa >,

— uslov nenegativnosti ne vazi za sve dualne promenljive,

— dualne promenljive koje odgovaraju jednacinama i ,nesimetri¢nim®

nejednacinama nisu ogranicene u pogledu znaka (mogu biti i negativne).

Nesimetricni problem se uvek moZe svesti na simetri¢ni, pa je zbog toga

dovoljno da se posveti paznja samo na simetri¢ni dualni problem.

Relacijom (2.9.7.) dat je primarni problem, relacijom (2.9.8.) ekvivalentni
simetri¢ni oblik primara, a relacijom (2.9.9.) njegov dualni model problema
linearnog programiranja.
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n
min F(x) =Y c;X;
-1

Za X;2b, i=12,..,m-2

ij 7]

Zn:auxJ =b, i=m-1 (2.9.7))

=

Zax <b, i=m

ij7]
xj >0, j=12,...,n

Kako je dat problem minimuma, potrebno je da se sva ograni¢enja, u
primarnom modelu, transformisu u oblik nejadnacina tipa >, tj. da se prilagode za
opSti problem minimuma. Ogranicenja tipa ,=" transformiSu se u oblik
nejednacina, kao:

agx; >b, i=m-1
Z'JJ

Za x:<b, i=m-1

ij7]

nakon svodenja ograni¢enja tipa < na tip >, mnozenjem obe strane sa (-1), dobija:

Zau jz—h, i=m-1

Kada se i poslednje ograni¢enje (za i = m), koje ima oblik nejednacine tipa <
svede na tip nejednadine >, mnoZenjem koeficijentom (-1), onda se dobija
ekvivalentan simetri¢an oblik primala, prikazan relacijom (2.9.8.).
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n
min F(x) =Y ¢;X;

j=1

n
Zaijszbi, i=12,....m-2
j=1
n
Dagx; b, i=m-1
j=
n
- Yax.>2-b, i=m-1

X; 20, j=12,...,n

Odgovarajuci dualni problem ima model dat relacijom (2.9.9.).

maxG(y) = 3 by,

i=1
m
Zaijyi <cj, j=12,...,n
i=1

y, 20, i=12...,m-2

(2.9.8)

(2.9.9))

Primer 2.9.4. Napisati dualni model linearnog programiranja za dati primalni model.

Primalni model je:

min G(y) = 2y1 + 3y + 4yz + ya
8y1+ 5y, —3ys + y1>400
2y1+ Y2 + 6Yy3 + 5y. <250
5y1 — 4y, + 3y3 + 2y, = 220
6y1 + 3y2 + 4ys — 5y, > 250

Resenje. Drugo ograni¢enje u modelu je ogranienje tipa <, koje se transformisSe u oblik

nejednadina tipa >, mnozenjem sa koeficijentom (-1), tj:
—2y1— Y2 —6Yy3—5ys>-250

Trece ograniCenje je ograniCenje tipa jednacine, koje se transformiSe u oblik nejednacina,

kao:

5y1 — 4y, + 3ys + 2y4 > 220

5y1 — 4y, + 3y + 2y4 <220

odnosno: 5y1 — 4y, + 3ys + 2y4 > 220
—5y1 + 4y, — 3ys — 2y4 >-220

Model transformisan u opsti oblik problema minimuma dobija oblik:

min G(y) = 2y1 + 3y, + 4y +ys
8y1+ 5y, —3yz+ ys> 400
—2y1— Y2 —6Yy3 — 5y4>-250
5y1— 4y, + 3ys + 2y4> 220
—5y1 + 4y, — 3y3 — 2y, >-220
By1 + 3y2 + dy; — 5ya> 250
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Dualni model glasi:

maxF(x) = 400x; — 250x; + 220x3 — 220X4 + 250xs
8X1 — 2X, + 5X3 — BX4 + BX5 < 2
BX1— Xo—4Xz+4Xs+ 3x5<3
—3X1 —6X2 + 3X3— 3Xg +4X5 < 4
X1—5Xo+ 2X3—2X4 —5X5< 1

2.9.3. Svojstva dualnosti

Teorija dualnosti izuava matematicka svojstva odnosa primarnog problema i
njegovog duala. U ovom poglavlju, bi¢e izloZena najvaznija svojstva i uocene neke
njihove moguce primene. Razmatra se problem maksimizacije funkcije F(x) na bilo
kom skupu linearnih ogranicenja (primarni problem), i njemu pridruzeni model
minimizacije funkcije G(y) (dualni problem).

Svojstvo 2.9.1. (Slaba dualnost)

Ako je x dopustivo reSenje primara, a y dopustivo reSenje duala, tada je
F(X)=G(y).
Svojstvo slabe dualnosti obezbeduje gornju granicu G(y) maksimalne

vrednosti funkcije cilja primara, odnosno donju granicu F(x) minimalne vrednosti
funkcije cilja duala.

Primer 2.9.5. Napisati dualni model linearnog programiranja za dati primarni model.

max F(X) = 5x1 + 2%,
p.o. 1x1 < 6
2% <18
X1+ 2X2 <24
X1, X2>0

Resenje. Dualni model je:
min G(y) = 6y1 + 18y, + 24y3
p.o. 1y: +3y3>5
Zyz + 2y3 >2
Y1,Y2,¥3=20
U primeru 2.9.5., za primarni model, moze se lako proveriti da je
X=(X1,X2)=(6,0) dopustivo reSenje problema. Moze se ustanoviti da je
y=(y1,y2,y3)=(6,1,1/3), takode, dopustivo reSenje za dualni model. U ovim tackama
funkcija cilja primara je F(x)=30, a funkcija cilja duala G(y)=62, tj.
F(x)=30<62=G(y). To zna¢i da maksimum funkcije cilja, za primarni model, nije
veéi od 62, a minimum funkcije cilja, za dualni model, nije manji od 30.
Svojstvo 2.9.2.
a) Ako je x dopustivo resenje primara koje nije optimalno i F(x)=G(y), tada tacka y
nije dopustivo reSenje duala.
b) Ako je x dopustivo reSenje primara, y dopustivo reSenje duala i F(X)=G(y), tacke
X 1Y su optimalna reSenja problema.
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Svojstvo 2.9.2. b) omogucuje da se bez reSavanja modela primara i duala,
nekim od metoda, utvrdi da su reSenja x i y optimalna. Dovoljno je dokazati da je
F(x)=G(y). Za predhodni primer 2.9.5. optimalno reSenja primarnog modela je
X"=(x1",x2)=(6,3), a optimalno resenja duala y"=(y1",y2",y3 )=(2,0,1), pri emu je u
tim tatkama F(x)=G(y)=36.

Svojstvo 2.9.3. (Jaka dualnost)

Prema svojstvu jake dualnosti, za primar — dual problem vazi jedan od
sledecih iskaza:

— Primar ima optimalno reSenje ako i samo ako dual ima optimalno reSenje, pri
¢emu su optimalne vrednosti funkcija cilja ova dva problema jednake, tj
FO)=G(y).

— Primar nema resenja ako i samo ako dual nema resenja.

— AKo jedan problem nema dopustivo resenje, a drugi problem ima dopustivo
reSenje, ON nema optimalno reSenje jer funkcija cilja nije ograni¢ena na
dopustivom skupu.

2.10. PROGRAMSKI PAKETI ZA RESAVANJE
PROBLEMA LINEARNOG PROGRAMIRANJA

Programski paketi imaju Siroku primenu pri reSavanju raznih zadataka
liearnog programiranja. Danas postoje mnogobrojni programski paketi koji
omogucavaju brzo i efikasno resavanje raznih problema iz ove oblasti. Pomoc¢u njih
se veoma brzo moze dobiti optimalno reSenje problema i izvrSiti analiza osetljivosti
koja ima veliki prakti¢ni znacaj. Najpoznatiji razvijeni programski paketi koji se
koriste u tu svrhu su LINDO, LINGO, QM for Windows, GAMS, Solver,
WinQSB, WinGULF, SAS/OR, i dr. Odredeni programski paketi imaju moguénost
reSavanja problema i1 iz drugih oblasti operacionih istraZivanja, kao Sto je
nelinearno programiranje, dinamicko programiranje, i dr.

2.10.1. Programski paket Lindo

LINDO - Linear Interactive and Discrete Optimizer — je interaktivni
softverski paket koji se moze koristiti za reSavanje problema linearnog
programiranja, u svim aplikacijama gde je potrebno reSavati problem optimizacije.
Razvijen je 1980. godine i od tada je prilagoden Windows okruzenju i graficki
orijentisanim programima. Softverski paket LINDO se koristi za reSavanje
problema zadatih direktno sa tastature.

Elementi LINDO modela su:

1. Cilj — uvek u prvoj liniji LINDO modela, pocinje izrazom min ili max.
Oznacava funkciju cilja, ¢iji minimum ili maksimum treba odrediti.
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2. Jedna ili viSe varijabli — nepoznate veliCine koje treba odrediti da bi se ostvario
cilj.

3. Jedno ili viSe ograni¢enja — postavljenih na varijablama. U LINDO modelima
ograni¢enjima prethodi jedna od sledec¢ih linija: SUBJECT TO; SUCH THAT,
S. T.; ST; Kraj ogranicenja se oznacava sa END, §to je obavezno samo u slucaju
kada se koriste dodatne komande.

LINDO sintaksa:

- Ime varijable je ograniceno na 8§ karaktera.

- LINDO prepoznaje slede¢e operatore: + plus, — minus, < manje, > vece, =
jednako, <= manje ili jednako i >= vece ili jednako.

- Operacije se izvode s leva na desno.

- Komentari mogu biti bilo gde u modelu, a prethodi im uzvi¢nik.

- Ogranicenja i funkcija cilja mogu biti u vise linija.

~ LINDO nije osetljiv na veli¢inu slova.

- Sa desne strane jednacdine ograni¢enja mogu biti samo konstante.

- Saleve strane ogranic¢enja mogu biti samo promenljive i njihovi koeficijenti.

Komande menija:

File

Save Snimanje ulaznih podataka (modela), izvestaja ili komandnog prozora.
Format u kojem ih snimamo je *.LTX — LINDO tekstualni format.
Log Outout Ako je aktivna ova opcija, sve aktivnosti u aktivnom prozoru se
g Lutp snimaju u tekstualni fajl (dnevnik, log).
Take - . :
Za preuzimanje LINDO komandi iz drugih programa.
Commands P ) ginprog
Basis Save Snimanje reSenja aktivnog modela.
. Citanje re$enja modela, koje je bilo sa¢uvano koriiéenjem Basis Save

Basis Read komande.
Title Prikazuje ime aktivnog modela, ukoliko mu je bilo dodeljeno.
Date Prikaz teku¢eg datuma i vremena.
Elapsed Time | Vreme proteklo u tekuc¢oj LINDO sesiji.

Edit
Options Uvid i izmene raznih parametara kori$¢enih u LINDO sesiji.
Paste Symbol Ispisivanje svih simbola koji se mogu koristiti u LINDO modelu.

Solve
Solve Resava aktivni model.
Debug Omogucava nalaZenje greske u modelu.

Reports
Solution Omogucava odredivanje izgleda resenja.

Daje analizu (intervale, za koje nadeno optimalno reSenje ostaje
Range nepromenjeno) parametara sa desne strane ogranicenja i
koeficijenata uz promenljive u funkciji cilja.
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. Daje rezultate promene vrednosti parametara sa desne strane
Parametrics ogranidenia.
Statistics Prikazuje klju¢nu statstiku za model u aktivnom prozoru.
Peruse Pregled -reéenja u 2e'lj enom formatu (grafickom ili tekstualnom, sa
odabranim karakteristikama).
Picture Prikaz aktivnog model u matri¢noj formi.
Basis Picture Prikaz vrsta i kolona poslednje matri¢noj transformaciji Solver-a.
Tableau Prikaz simpleks tabele aktivnog modela.
Formulation Prikaz svih ili selektovanih delova modela.
Show Column Prikaz selektovane kolone bez ostatka modela.

Napomen.: da bi opcije menija Reports bile aktivne, potrebno je da prozor
modela problema bude aktivan.

Window
Open Command Window | Otvara komandni prozor za unos LINDO komandi.
Open Status Window Otvara prozor sa resenjem, kao posle opcije Solve.
Help

Za upoznavanje sa karakteristikama programa (kroz primere), preporucuje se
koris¢enje Help-a, koji ih veoma detaljno i pregledno prikazuje.

Napomena. Neke opcije u navedenim menijima nisu pomenute, jer se
poznavanje njihovog znacenja pretpostavlja. Odnosno, te opcije su sastavni deo
prozora ostalih Windows aplikacija, pa se ne navode posebno.

Dodatne komande LINDO modela:

Pored osnovih elemenata modela, mogu se navesti 1 slede¢e komande (posle
END), kojima se proSiruju moguénosti programa:

Omogucéava da navedene promenljiva ima realne vrednosti,
pozitivne i negativne
Ogranicava vrednosti navedene promenljive na pozitivne
celobrojne.
INT ime promenljive  |Ograni¢ava vrednosti navedene promenljive na binarne (0 ili 1).
Postavlja donju granicu promenljive (SLB X 10 — znaéi da ¢e X
biti vece ili jednako od 10)
Postavlja gornju granicu promenljive (SUB X 10 — znac¢i da ¢e
X biti manje ili jednako sa 10)
naznacava prvo ograni¢enje u modelu kvadratnog
programiranja

- Omogucava da se modelu dodeli naziv. Naziv ¢e biti prikazan u
TITLE naziv Reports window, koriS¢éenjem komande Title iz File menija.

FREE ime promenljive

GIN ime promenljive

SLB ime promenljive

SUB ime promenljive

QCP ime promenljive

Primer 2.10.1. Kompanija proizvodi dva tipa zamrzivaéa — vertikalni i sanducar. Cena
vertikalnog zamrzivaéa je 200 eura, a sanducara 250 eura.Odrediti maksimalni prihod kompanije
ako je dnevni kapacitet kompanije 6 kom vertikalnih zamrzivaca i 4 sanducara. Broj radnika na
proizvodnji iznosi 45, a za proizvodnju vertikalnog zamrzivada je potrebno 4 radnika, a za
sanducara 5 radnika.
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ReSenje. Matematicki model iznosi:

max F(x) = 200x; + 250x;
p.o. X1 <6
X2< 4
4x; + 5%, < 45
X1, X2>0

Matemati¢ki model za LINDO programski paket ima slede¢i oblik (slika 2.10.1.):

BE File Edit Solve Reports Window Help

Dlegl=lEs &loelvREE zn 8o
max 200x1+250x2
st
X1 <=6
X2<=4
4x1+5x2<=45
end

Slika 2.10.1. Matematicki model u LINDO programu

Dobijeno resenje pomoc¢u LINDO programa je prikazano na slici 2.10.2.

File Edit Sclve Reports Window Help

Dl(E/8l8| o [=le(v R =(n] Olo] =2 m

@ Reports Window

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1)  2200.000

VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 6.000000 0.000000
X2 4.000000 0.000000

Slika 2.10.2. Resenje problema u LINDO programu

Maksimalna moguéa dobit iznosi 2200eura, pri ¢emu proizvodnja vertikalnih zamrzivaca
iznosi 6 kom. (x1=6) , a sanducara 4 kom. (X2=4).

2.10.2. Programski paket Lingo

Ovaj mo¢ni softverski alat je prvenstveno namenjen za reSavanje problema
linearnog i nelinearnog programiranja. Upotreba elemenata, sintaksi i komandi u
LINGO programu se razlikuju u odnosu na primenu LINDO programa, tako da
uporedni prikaz reSavanja istog problema omogucava da se oni lakse uoce.
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Glavne Karakteristike LINGO programskog paketa su jednostavno
postavljanje modela, zatim njegov matematicki programski jezik koji omoguéuje
zapisivanje problema u prirodnom obliku koji je sli¢an standardnoj matematickoj
notaciji. Rezultat toga je smanjenje vremena kod izrade modela i preglednost
modela linearnog, nelinearnog i celobrojnog problema napisanog u C(itljivoj
intuitivnoj formi. Rezultat toga je Sto su modeli jednostavni za postavljanje,
razumevanje i odrzavanje. LINGO-v jezik za modeliranje ukljucuje i datoteku
matematickih, statistickih i1 finansijskih funkcija. Na osnovu toga, on ima
moguénost izrade modela koji koriste podatke direktno iz baza podataka ili
proracunskih tablica (npr. Exel) ¢ime se postize skracenje vremena i vecéa
jednostavnost u manipuliranju s podacima. Takode, moguce je izlazne podatke
prebaciti u razne forme proracunskih tablica.

Primer 2.10.2. Problem linearnog programiranja 2.10.1. res$iti pomoc¢u programskog paketa
LINGO.

Resenje. Na slici 2.10.3. je prikazan matematicki model problema u LINGO programskom
paketu.

LINGO - [LINGO Model - LINGOL]
File Edit LINGD Window Help

DlialS| | -l@| - || vlelo| &
max=200*x1+250*x2;

x1<=6;

x2<=4;

4+*x1+5*x2<=45;

end

Slika 2.10.3. Matematicki model u LINGO programu

Dobijeno reSenje pomo¢u LINGO programa je prikazano na slici 2.10.4.

P - [Solution Repert -
LINGO - [Solution Report - LINGO1]
File Edit LINGO Window Help
Dzdls ¢ 2] »leo| o nR| &eE 2
| Global optimal solution found at step: 2
Chjective walue: 2200.000
Variable Value Reduced Cost
X1 &.000000 0.0000000
Xz 4.000000 0.0000000
Row S5lack or Surplus Dual Price
1 2200.000 1.000000
2 0.0000000 200.0000
3 0.0000000 250.0000
4 1.000000 0.0000000

Slika 2.10.4. Resenje problema u LINGO programu



104 OPERACIONA ISTRAZIVANJA 1

Dobijen je identi¢ni rezultat kao kod primera 2.10.1.

2.10.3. Programski paket QM for Windows

Programski paket “QM for Windows” (Quantitative Method for Windows)
je razvio profesor Howard Weiss. On spada u omiljene softverske pakete za
kvantitativne tehnike, koji koriste studenti. Njegova primena ne zahteva jake
racunarske konfiguracije i vrlo je lako njime rukovati.

“QM for Windows” program radi pod Windows operativnim sistemom, tako
da je korisnicki orjentisan (User Frendly) i koriS¢enje je znatno olakSano sa
osnovnim poznavanjem rada sa Windows okruzenjem. Konkretnije, nakon
instaliranja programa, postavlja se u liniji sa menijima meni “Module”, gde je
moguce izabrati jednu od ponudenih opcija za kvantitativno proracunavanje raznih
problema. U ponudi je veliki broj metoda, kao $to se moze uociti na slici 2.10.5.

= QM for, Windows to accompany Render, Stair and Hanna
Eile Wiew | Module Tools Help
Assignment A
BreakeveniCost-Yolume Analysis
Decision Analysis
Forecasting
Game Theary
Goal Programming
Inkeger Programming
Inventory
Linear Prograrmming
Markow Analysis
Material Requirements Planning
Mixed Integer Programming
Tetworks
Project Management {PERT/CPM)
Guality Contral
Simulation
Skati

‘Waiting Lines
Exit QM For Windows

Slika 2.10.5. Ponuda menija ,, Module“ u OM for Windows programu

Primer 2.10.3. Problem linearnog programiranja 2.10.1. resiti pomoc¢u programskog paketa
QM for Windows.

Resenje. Na slici 2.10.6. je prikazan matematicki model problema u QM for Windows
programskom paketu.
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ﬁ G for Windd
File Edit View Module Format Tools Help
] (= n é E %ﬁ " T "ﬁ ﬁ 100% = ;EEE A % k? @ :: Step | = Solve
Arial 8 - BIUESE=E= 0L A-D--
Objective Instruction
& Maximize Enter the value for constraint 3 for ths. Any non-negative value is|
" Minimize
[u
1 H2 RHS
Maximize 200 250
Constraint 1 1 0)== 6
Constraint 2 0 1|== 4
Constraint 3 4 5|«= 49

Slika 2.10.6. Matematicki model u QM for Windows programu

Dobijeno resenje pomo¢u QM for Windows programa je prikazano na slici 2.10.7.

U, QM far Windows - [Li
'=E.Eile Edit Wiew Module Format Tools Window Help
DeE& B ™ ERES 002 -3 HoAw K03 W Edit
Avial Y8 - BIUESE=E=0€A-D -
Instruction
& Maimize Other output can be viewed by using WINDOW .
" Minimize
(urtitig
X1 X2 RHS Dual
Maximize 200, 250,
Constraint 1 1, 0, «= B, 200, |
Constraint 2 0, 1, 2= 4, 250,
Constraint 3 4, 4, <= 45, 0, |
Solution-= B, 4 $2.200,

Slika 2.10.7. Resenje problema u QM for Windows programu

Kao §to se vidi, dobijen je identi¢ni rezultat kao kod prethodno primenjenih programskih
paketa.

2.11. POSTOPTIMALNA ANALIZA (ANALIZA
OSETLJIVOSTI)

Prilikom reSavanja zadataka linearnog programiranja polazi se od postoje¢ih
podataka (ulaznih parametara) vezanih za dati problem. Ukoliko se u modelu
linearnog programiranja promeni neki od ulaznih parametara nakon odredivanja
optimalnog resenja, postavlja se pitanje da li nastale promene dovode do promene
strukture vektorske baze na osnovu koje je odredeno optimalno reSenje. 1z tog
razloga, veoma je vazno odrediti koliko je model osetljiv na ove promene ulaznih
parametara. Postoptimalnom analizom se moze ispitati do koje granice se mogu
menjati ulazni parametri problema linearnog programiranja, a da to ne uti¢e na
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strukturu optimalnog reSenja. Drugim re¢ima, koris¢enjem postupka postoptimalne
analize moguée je ispitati optimalnost prethodno odredenog reSenja pod
promenjenim uslovima.

U cilju identifikacije ulaznih parametara koji se mogu menjati, polazi se od
matematickog modela u vektorskom obliku, kako je ranije dat:

X
X2
F(x)=C-X =[¢, ¢, c, 0 -« O] x, (2.11.1)
Xn+1
_Xn+m_
A-X B
<
F
_a11 &, v 4 10 - 0 X, bl—
a8, a, - a, 01 - 0 : N b, (2.11.2)
ay Ay 3, 0 Ol % |_|bs
Xn+l BE
_aml amZ amn 0 0 ) 1_ _bm_
Xn+m_

Na osnovu izraza (2.11.1.) 1 (2.11.2.) moze se zakljuciti da su u
matematickom modelu moguce sledece varijacije ulaznih parametara:

— promene u vektor — vrsti C, $to najéeS¢e ukazuje na promene cena, troSkova,
vremena, duzina transporta 1 dr.

— promene u vektoru B, $to najéeS¢e ukazuje na promene nekog od ogranicenja,
kao $to je kapacitet resursa, koli¢ina resursa 1 dr.

— promene u matrici A, Sto najces¢e ukazuje na promene normativa, vremena i
drugih zahteva i dr.

Cilj postoptimalne analize je da se odredi u kojim granicama smeju da se
menjaju ulazni parametri matematickog modela, a da to ne dovede do promene
optimalnog plana, odnosno reSenja problema.

Savremeni porgramski paketi imaju opciju vrSenja postoptimalne analize, §to
omogucava dobijanje brzog rezultata.
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Primer 2.11.1. Kompanija proizvodi tri tipa stolova — A, B i C. Proizvodni proces se odvija
na tri masine — M1, M2 i M3. RaspoloZzivost masina na mese¢nom nivou iznosi: masina M1 — 160h,
masina M2 — 145h i maSina M3 — 155h. Za proizvodnju stola tipa A je potrebno slede¢e vreme
obrade: 3h na masini M1, 2h na masini M2 i 5h na maSini M3. Za proizvodnju stola tipa B je
potrebno: 2h na ma$ini M1, 4h na maSini M2 i 4h na ma$ini M3. Za proizvodnju stola tipa C je
potrebno: 3h na masini M1, 1h na masini M2 i 4h na masini M3. Ispitivanje trziSte je pokazalo da za
stolove tipa A ne postoji ograni¢enje plasmana na trZistu, a stolove tipa B i C je moguée meseéno
plasirati najvise do po 15 kom. Dobit po jedinici proizvoda iznosi: 12 n.j. za sto tipa A. 11 n.j. za sto
tipa B i 14 n.j. za sto tipa C.

Odrediti:

a. matematicki model koji definiSe optimalni proizvodni program koji omoguéava maksimalnu
dobit,

b. optimalni program proizvodnje pomoc¢u programskog paketa LINDO, i

postoptimalnu analizu optimalnog programa proizvodnje pomocu programskog paketa LINDO.

o

Resenje.
a. Matemati¢ki model iznosi:

max F(x) = 12x; + 11xp + 14x3
p.o. 3X1 + 2% + 3x3 <160
2X1 + 4x + 1x3 < 145
BX1 + 4x, + 4x3 < 155
X2 < 15
x3< 15
X1, X2, X3=>0

b. Optimalni program proizvodnje pomocu programskog paketa LINDO (slike 2.11.1. i 2.11.2.):

[FE LINDO - [<untitled>1

#3 File Edit Solve Reports Window Help
Dleg|=E|S] 25| H|er] =
max 12x1+11x2+14x3
st
3x1+2x2+3x3<=160
2x1+4x2+1x3<=145
5x1+4x2+4x3<=155

2<=15|

3<=15
end

Slika 2.11.1. Izgled ekrana sa postavijenim matematickim problemom

[®= oo
File Edit Solve Reports Window Help
DlegxEl& tlaelexe s8] S(o] k2

@ Reports Window

LF OPTIMUM FOUND AT STEP 3
OBJECTIVE FUHCTIOH VALUE

1) 4590000
VARIAELE VALUE REDUCED COST
i1 7.000000 0.o000000
H2 15 . 000000 0.oo0oooo
X3 15. 000000 0.ooooo0
ROW SLACK OR SURFLUS DUAL FPRICES
23 64.000000 0.o000000
a3 S56.000000 0.o00o000o0
1) 0.oooooo 2.400000
5 0.o000000 1.400000
6 0.oooo000 4.400000
HO . ITERATIONS= 3

Slika 2.11.2. Izgled ekrana sa resenjem problema
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Maksimalna dobit koju moze da ostvari kompanija iznosi 459 n.j./mes. uz uslov da
proizvedu 7 kom. stolova tipa A, 15 kom. stolova tipa B i 15 kom. stolova tipa C.

c. Postoptimalna analiza optimalnog programa proizvodnje pomoéu programskog paketa LINDO
(slika 2.11.3.)

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIAELE CUERENT ALLOWAELE ALLOWAELE
COEF INCREASE DECREASE

i1 12.000000 1.750000 12.000000

iz 11.000000 INFINITY 1.400000

pide] 14 000000 INFINITY 4400000

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWAEBLE ALLOWABLE

EHS INCREASE DECREASE

2 160000000 INFINITY 64 . 000000
3 145 000000 INFINITY 56 000000
4 155 000000 106 FBEEE4 35 000000
5 15. 000000 8. 750000 15. 000000
& 15. 000000 8. 750000 15.000000

Slika 2.11.3. Izgled ekrana posle izvrsene postoptimalne analize

Programski paket je nasao dozvoljene promene vrednosti vektor — vrste C (object coefficient
ranges) i dozvoljene promene vrednosti ulaznih parametara vektora ograni¢enja B (Righthand Side
Ranges). Granice u okviru kojih je dozvoljeno povecanje i smanjenje ulaznih parametara, pod
uslovom da nadeno resenje (plan) ostane optimalno, iznose:

— dobit po proizvodu x1, odnosno koeficijent ¢ Sme se povecati za 1,75 n.j. i smanjiti za najvise 12
N.j.,

— dobit po proizvodu x», odnosno koeficijent ¢, sme se povecati beskonacno i smanjiti za najvise
1,4nj.,

— dobit po proizvodu xs, odnosno koeficijent c; sme se povecati beskonacno i smanjiti za najvise
4,4nj.,

— mesecni kapacitet (raspolozivost) masine M1 se sme povecati beskona¢no i smanjiti najvise za
64 h,

— mesecni kapacitet maSine M2 se sme povecati beskona¢no i smanjiti najvise za 56 h,

— mesecni kapacitet maSine M3 se sme povecati najvise za 106,67 h i smanjiti najvise za 35 h,

— plasman stolova tipa B se moze poveéati za najvise 8,75 kom. i smanjiti najvise za 15 kom., i

— plasman stolova tipa C se moze povecati za najvise 8,75 kom. i smanjiti najvise za 15 kom.

Sve dok se ulazni parametri matematickog modela menjaju u ovim granicama, nadeno
reSenje ostaje optimalno.

2.12. TRANSPORTNI PROBLEM

Izu€avanje problema transporta primenom analitickih metoda datira iz
perioda pedesetih godina proSlog veka. Naziv poti¢e jo§ iz vremena njegovog
postanka 1941. godine kada su transportni problemi posluzili da se konstruiSe prvi
od matematickih problema u linearnom programiranju, koji se kasnije primenjivao
u raznim oblastima ljudske delatnosti. Neki specijalni slucajevi transportnog
zadatka su izuCavani jo$ pre pojave radova iz linearnog programiranja. Transportni
zadatak je prvi put uocen u radovima ruskog matematiCara L.V. Kantorovica
“Matematicke metode u organizaciji i planiranju proizvodnje” iz 1939. godine.
Prvu strogu formulaciju transportnog zadatka dao je americki matematiar F.F.
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Hitchcook. Dantzig je 1951. zasnovao metod za reSavanje transportnog zadatka
koje je baziran na simpleks metodu. Ve¢ u periodu 1953-1955. nastali su novi
metodi za reSavanje transportnog zadatka koji su mnogo efikasniji od simpleks
metoda.

Razvojem metodologije LP pokazano je da su transportni problemi specijalan
slucaj zadataka LP, bez obzira S$to su neki od njih ranije postavljeni i reSeni.
Specifi¢nost transportnih problema kao zadataka LP ne ogleda se na funkciji cilja
F(x) ve¢ u skupu ograni¢enja L, gde se pojavljuju izvesna uproscenja koeficijenata
matrice A skupa ograni¢enja, koji se za razliku od drugih slucajeva, izrazavaju u
vrednostima nula ili jedan.

Analiticki metodi transporta u najveéem broju slucajeva vezuju se za izbor
najpovoljnije varijante transporta pri kojoj su troskovi minimalni u odnosu na
odredenu saobracajnu mrezu i transportna sredstva. Danas to viSe nisu jedini zadaci
koji se resavaju kao transportni problemi. Sve ¢e$¢e se tome podvrgavaju i zadaci
optimalnog razmestaja masina, postrojenja, pomo¢nih sluzbi, skladista, servisa ili
energetskih objekata, zadaci raspodele prevoznih sredstava na korisnike, zadaci
optimalne lokacije novih pogona, zadaci najpovoljnijeg izbora radnika za
obavljanje odredenih poslova, i drugog sa ciljem postizanja veée ekonomic¢nosti
rada 1 vremena. Sve su to zadaci koji se svode na reSavanje razli€itih varijanti
transportnog problema. Mnoga specifina pitanja ovog problema jo$ uvek su
prisutna u velikom broju nauc¢nih rasprava i radova koji se bave prakticnom
primenom analiti¢kih metoda kod reSavanja transportnih problema.

Moze se ista¢i da je u svim ovim problemima zajednicko sledece:

— uvek se radi o prevozu (ili raspodeli) jednog homogenog proizvoda,
— transport se vrsi iz viSe izvora na veci broj lokacija,
— pronadeno reSenje je optimalno za sve ucesnike, posmatrane zajedno.

Transportni problem (TP) linearnog programiranja je problem minimizacije
ukupnih tro§kova transporta: resursa, putnika, energije, informacije itd.

U osnovnom modelu TP pretpostavka je da su poznati:

e koli¢ina resursa koju poseduju izvori (proizvodaci, centri ponude, ishodista,
magacini, skladiSta, otpremne stanice), a koji je po svojoj prirodi jednorodna
(homogena),

e koli¢ina resursa koju potrazuju ponori (potro$ai, primaoci, prodavnice,
odredista, prijemne stanice 1 sli¢no), koju je potrebno distribuirati, a koja je po
svojoj prirodi takode jednorodna (homgena),

e cene transporta po jedinici robe od odredenog izvora do odredenog odredista.
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2.12.1. Opsti model transportnog problema

Transportnim zadatkom se moze odrediti optimalan plan prevozenja jedne
vrste robe ako je dato:

- broj otpremnih stanica (OS) — izvora, proizvodnih stanica ili centara, odakle
treba organizovati prevoz robe,

- broj prijemnih stanica (PS) — ponora, potrosackih stanica ili centara, u koje
treba dopremiti robu iz otpremnih stanica,

- ukupna koli¢ina robe koju treba prevesti iz otpremnih u prijemne stanice,

— cene prevoza po jedinici robe od svih otpremnih do svih prijemnih stanica.

U transportnom zadatku se mogu minimizirati ukupni troSkovi prevoza,
vreme prevozenja, itd. Pod optimalnim planom prevozenja podrazumevamo onaj
plan prevozenja robe od otpremnih do prijemnih stanica kojim se minimizira
ukupna cena prevoza.

2.12.1.1. Otvoreni i zatvoreni transportni problem

Neka je dato m otpremnih i n prijemnih stanica. Otpremne stanice ¢emo
obeleziti slovima A1, A, ..., Am, @ prijemne sa Bi, Bz, ..., Bn. Koli¢inu robe (iste
vrste) u otpremnim stanicama obelezimo sa ai, a,... , am, a potrebe prijemnih
stanica sa b1, bz,... , bn. Veli¢ine ai, az,... , am nazivaju se ponude otpremnih
stanica, a veli¢ine bi, ba,... , bn potraznje prijemnih stanica. Ukoliko ove veliCine,
koje mogu biti izrazene u nekim jedinicama (kilogramima, tonama, vagonima,
kilometrima i dr.), zadovoljavaju jednakost:

m

Da,=>b, (2.12.1)
i=1 j=1
onda se transportni zadatak naziva zatvorenim (slika 2.12.1.). Ako je ukupna
ponuda robe u otpremnim stanicama veca od ukupne potraznje te robe u prijemnim
stanicama, ili obrnuto, transportni zadatak se naziva otvorenim.

Ozna¢imo sa Cjj, i=1,..., m, j=1,.., n cenu prevoza jedinice robe izmedu
stanica Ai i Bj, a sa xij — broj jedinica robe koje treba prevesti iz Ai u Bj. Za ovako
formulisan zatvoren model transportnog zadatka, podaci se mogu prikazati
tabelarno, kao §to je prikazano u tabeli 2.12.1. Tabela sadrzi sve podatke koji
definiSu transportni problem, a na osnovu kojih se moze formirati opsti matmaticki
model transportnog problema.

Otpremne stanice (OS) i njihove ponude naznacene su u pretkoloni, a
prijemne stanice (PS) i njihove potraznje u zaglavlju tabele 2.12.1. U levim
gornjim uglovima polja ove tabele unete su cene prevoza cij, a u desnim donjim
uglovima - velicine prevoza Xij.
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Slika 2.12.1. Sematski prikaz zatvorenog transportnog problema (Jovanovié, 2005)

Tabela 2.12.1. Opsti model zatvorenog transportnog zadatka—prvi nacin prikazivanja

\PotroSaci P: P, P,
Proizvodaci (b1) (b2) (bn)
C11 C12 Cin
| a
1 (a) X11 X12 Xin
C21 C22 C2n
| a
2 (2) X21 X22 Xon
Cm1 Cm2 Cmn
|
m (am) Xm1 Xm2 Xmn

U tabeli 2.12.2. prikazana je druga varijanta ispisivanja ovako formulisanog
zatvorenog transportnog zadatka.

Tabela 2.12.2. Opsti model zatvorenog transportnog zadatka—drugi nacin prikazivanja

. v Potrosaci o L.
\Proizvodaci Kapaciteti
P, P> Pn
Cu1 C12 C1
I1 " a1
X11 X12 Xin
C21 C22 C2
I, " az
X21 X22 X2n
I Cm1 Cm2 Cmn a
" Xm1 Xm2 Xmn "
m n
Potrainja b1 07} bn | 2a=2b,
i=1 j=1
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gde su:

— Xij — koli¢ina resursa koja treba da se transportuje od li do P;j,

— Cjj — jedini¢na cena transporta od li do P;j,

— |li —1izvori, proizvodaci, ishodista, centri ponude, otpremne stanice (OS),
— Pj—ponori, potrosaci, odredista, potroSacki centri, prijemne stanice (PS),
— a; — kapacitet i-tog izvora, ishodista,

— bj— kapacitet j-tog ponora, odredista.

Veli¢ine Xij, 1 = 1,..,m, j = 1,..,n ¢ine dopustivi plan prevozenja ako
zadovoljavaju ograniCenja:

D x;=a, i=1..,m (2.12.2))

[

D x;=b;, j=1..n (2.1233)

i=1

X; 20,i=1..,m, j=1..n (2.12.4.)

Teorema 2.12.1. Uslov (2.12.1.) je potreban i dovoljan uslov da sistem
jednacina (2.11.2.) 1 (2.12.3.) bude saglasan.

Dokaz. Iz jednacina (2.1.2) i (2.1.3) sledi:

28 =225 =2 2% =2 by,
i=1 i=l j=1 j=li=1 j=1

Sto oznacava da je uslov (2.12.1.) potreban uslov za saglasnost sistema jednacina
(2.12.2) i (2.12.3.). Da bi se dokazalo da je uslov (2.12.1.) dovoljan uslov
saglasnosti sistema jednacina (2.12.2.) i (2.12.3.), dokazace se da su, u slucaju da
vazi uslov (2.12.1.), vrednosti promenljivih definisane sa:

a;b;
i=1

reSenje sistema jednadina (2.12.2.) i (2.12.3.). Shodno tome, ako vazi uslov
(2.12.1.), za ovako definisane vrednosti xjj dobija se uslov (2.12.2.):

ij = i=1...,m, j=l,...,n
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Analogno se dobija uslov (2.12.3.):

m bizai

D Xy =—p—=bj.

i=1 Zai

i=1
Zbog uslova (2.12.1.) jednaéine (2.12.2.) i (2.12.3.), kojih ima m+n, nisu

nezavisne. Sabirajuci jednacine (2.12.2.), a zatim jednacine (2.12.3.), dobija se isti
rezultat zbog uslova (2.12.1.), $to znaci da je broj linearno nezavisnih veza jednak
m+n-1, pa postoji m+n-1 zavisnih promenljivih, koje se nazivaju bazicne
promenljive. Sve ostale su nezavisne i zovu se slobodne promenljive. Slobodnih
promenljivih ima:

n-m—(m+n-1)=(m-1-(n-1.

Bazi¢ne promenljive mogu da se izraze pomocu slobodnih promenljivih.
Dopustivo resenje (X11, X12,... , Xmn) Naziva se bazicno resenje, ako je u njemu broj
pozitivnih veli¢ina Xjj ne ve¢i od m+n-1, dok su ostale promenljive xi jednake nuli.
To znaci da u svakom bazicnom reSenju nema vise od m+n-1 prevozenja. Bazi¢no
resenje Se naziva optimalnim resenjem ako minimizira ukupne troskove prevoza, tj.
minimizira funkciju cilja (kriterijuma):

F=>6, %, (2.12.5)

Matematicka formulacija postavljenog transportnog problema sastoji se u
nalaZzenju minimuma funkcije cilja (2.12.5), a da pri tome bude zadovoljen skup
ogranicenja (2.12.2.) i (2.12.3.), tako da je:

min F(X) = CuiXu+ CioXi2+ CisXis+ ... + CinXint
C21X21F C22X22+ C23X23t ... + ConXont

Cm1Xm1t Cm2Xm2+ Cma3Xm3+ ... + CmnXmnt
Ogranicenja po redovima (kapaciteti izvora):

X11+ X2+ ... ¥X1in = A1
X21+ X2+ ... ¥Xon = &2

Xm1+ Xm2+ ... ¥Xmn = am
Ogranic¢enja po kolonama (kapaciteti ponora):

X11+ X214 ... +Xn1 = b1
X12 + X22+ ... +Xn2 = b2

Xin+ Xon + ... ¥Xpm = bn.
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Pri tome nepoznate vrednosti koje se traze moraju biti nenegativne X;j>=0,
zato Sto se radi o fizickim veli¢inama, odnosno o koli¢inama transportovanog
materijala.

Teorema 2.12.2. Svaki transportni zadatak (2.12.1.) — (2.12.5.) sadrzi
optimalno resenje.

Dokaz. Kako je skup dopustivih reSenja konacan, to funkcija cilja (ukupni
troSkovi prevoza) mora u jednom od tih reSenja da uzme najmanju vrednost.

Teorema 2.12.3. Ako su veli¢ine aj i bj, i=1,..., m, j=1,.,n celi brojevi,
onda su i bazi¢ne promenljive u proizvoljnom reSenju takode celi brojevi.

Formuli$u¢i zadatak transportnog problema, koji je zatvorenog tipa, poslo se
od pretpostavke da je ukupna ponuda svih proizvodaca jednaka ukupnim
potrebama svih potrosaca. Ukoliko je ta pretpostavka naruSena, tj. da su ukupne
ponude svih proizvodaca vece nego Sto je konzumna mo¢ svih potroSaca, ili
obrnuto, radi se 0 otvorenom transporthom problemu.

Pretpostavka o ovoj nejednakosti uopste ne smanjuje opstost transportnog
problema i moguénost njegove primene. Otvoreni transportni model se, uvodenjem
jedne nove kolone ili novog reda, jednostavno prevodi u zatvoreni transportni
model. Kod svodenja otvorenog na zatvoreni model, postupa se na slede¢i nacin:

Ako je ukupna ponuda proizvodaca veca od ukupne traznje potrosaca, tj. ako
je:

Zai > b, (2.12.6.)

i=1 =1
tada se postoje¢im odrediStima dodaje jo§ jedno, nepostojeCe odrediSte, sa
potraznjom koja je jednaka:

b= a-b, (2.12.7))

m
i=1 j=1

Ukoliko je ukupna traznja potrosaca veca od ukupne ponude proizvodaca, tj.:

Sa<Yb, (2.12.8)
i1 =l

tada se postoje¢im proizvoda¢ima dodaje jedan nepostoje¢i proizvodac, sa
ponudom koja je jednaka:

a. = Zl:bj —leai (2.12.9.)
i= i=

Sematski prikaz otvorenog transportnog problema, gde su ukupne ponude
svih proizvodaca vece nego Sto je konzumna moc¢ svih potrosaca, dat je na slici
2.12.2. a), a gde su ukupne ponude svih proizvodaca manje nego §to je konzumna
moc¢ svih potrosaca, dat je na slici 2.12.2. b).
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Slika 2.12.2. Otvoreni model transportnog problema. a) ponuda veéa od potraznje.
b) potraznja veéa od ponude (Jovanovié, 2005)

Na ovaj nacin obezbedena je trazena jednakost, pa se moze resiti transportni
problem. Naravno, transportni troSkovi do nepostoje¢ih potroSaca, odnosno od
nepostojecih proizvodaca, uvek ¢e biti jednaki nuli, tj. bice:

Cint1=0, i=12,...,m (2.12.10.)

ili

Cm+1,j=0, j=1,2,...n.

Iz napred formulisanog opSteg modela transportnog problema (TP) ocigledno
je da se radi o problemu linearnog programiranja. To dalje znaci da se ovaj
problem mozZe reSiti ve¢ poznatom simpleks metodom. Medutim, specijalna
struktura transportnog problema omogucuje da se problem reSi mnogo
jednostavnijim  postupkom. Posmatranjem matrice sistema ograniCenja
transportnog problema, moze se videti da su svi koeficijenti uz nepoznate jednaki
jedinici. Dalje, kako se svaka nepoznata xij pojavljuje samo u dve jednacine, to
matrica, pored jedinica, sadrzi i veliki broj nula, sto dalje pojednostavljuje
postupak reSavanja transportnog problema.

Pored primarnog transportnog problema, formulisanog matematickim
modelom (2.12.2.) do (2.12.5.), moze se formulisati i njemu odgovarajué¢i dualni
problem. Nepoznate u dualnom problemu se oznac¢avaju sa:

u, 1=1,2,...,m
vi, J=1,2,..,n

Pa model dualnog problema ima funkciju cilja (kriterijuma):

maxG(x):iai U, +ibj "V (2.12.11))
i=1 j=1
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i sistem ogranicenja:
ui +vj <cij, i=1,2,..,m; j=1,2,..,n (2.12.12)

Kako sistem ogranicenja primarnog problema sadrzi samo jednacine, to nema
nikakvih ograda u pogledu vrednosti dualnih promenljivih, tj. one mogu biti i
negativne. Medutim, na osnovu veze, koja postoji izmedu realnih promenljivih
jednog problema i izravnjavaju¢ih promenljivih drugog problema, sistem
ogranic¢enja (2.12.12.) moze se razloziti na dva podsistema. Tako se dobija sledeci
sistem ograni¢enja dualnog problema:

za Xij>0, uj+Vj=cCi, (2.12.13)
za Xxij=0, Ui+ Vj <cij (2.12.14))

Kada se levoj strani nejednacine (2.12.14.) doda izravnavaju¢a dualna
promenljiva Ajj, pa se dobijena jednacina resava po promenljivoj Ajj, dobija se:

Ajj = cijj - (Ui +vj), zaxij=0. (2.12.15.)

Relacija (2.12.15.) bi¢e kori$¢ena prilikom pronalaZenja optimalnog resenja
transportnog problema, pa ¢e se onda ukazati na njen znacaj i funkciju.

Zatvoreni model transportnog zadatka je najjednostavniji slucaj transportnih

zadataka linearnog programiranja. Druge varijante transportnog zadatka zasnivaju
se na zatvorenom modelu.

2.12.2. Odredivanje pocetnog (baznog) reSenja

ReSavanja transportnog zadatka svodi se na odredivanje pocCetnog (baznog)
reSenja, pomoc¢u jednog od poznatih raCunskih postupaka — algoritama. To
predstavlja prvu etapu u reSavanju transportnog zadatka. Ako se u ovoj prvoj etapi
ne dobije optimalno reSenje, prelazi se na drugu etapu. U drugoj etapi se odredenim
iterativnim postupkom, pomocu algoritma za nalazenje optimalnog reSenja,
poboljsava pocetno reSenje tako $to se prelazi sa prvog bazi¢nog reSenja na bazicna
reSenja koja su bliza optimalnom resenju, sve dok se ne dobije optimalno resenje.
Razvijeni su 1 algoritmi kod kojih nije potrebno pronalaziti pocetno reSenje, ono je
vec optimalno.

Postoji viSe metoda za odredivanje pocetnog bazi¢nog resenja, kao §to su:

Dijagonalni metod — pravilo severozapadnog ugla — gornji levi ugao,

Metod minimalnih cena u redovima,

Metod minimalnih cena u kolonama,

Metod minimalnih cena u matrici — metod (najmanjih) jedini¢nih koeficijenata,
Vogel-ov aproksimativni metod,

Vogel — kordin postupak,

Metod dvojnog prvenstva — dvostrukog precrtavanja.

NogakrowhE
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2.12.2.1. Dijagonalni metod — metod severozapadnog ugla

Ovaj metod se cCesto naziva i metod “gornji levi ugao” ili “metod
severozapadnog ugla”. Detalji ovog metoda najbolje se objasnjavaju na
konkretnom zadatku. U tabeli 2.12.3. date su koli¢ine robe koje treba otpremiti iz
otpremnih stanica (OS), koli¢ine robe koje se traze u prijemnim stanicama (PS),
kao i cene prevoza jedinice robe od svake otpremne do svake prijemne stanice.
Svako polje tabele je oznaceno sa (i, j), i=1, ..., m, j=1, ..., n. U levom gornjem uglu
svakog takvog polja (i, j) tabele upisana je cena prevoza cij -prevoza jedinice robe
iz i-te otpremne u j-tu prijemnu stanicu. U desnom donjem uglu upisana je vrednost
promenljive xij, tj. upisana je koli¢ina robe koju treba prevesti iz i-te otpremne u j-
tu prijemnu stanicu. U nasSem primeru ima m=4 otpremnih i n=5 prijemnih stanica.
Ukupna koli¢ina robe koja se nudi u otpremnim stanicama je:

m
Y a=ar+ay+az+as=36+23+29+12=100,
i=1
1 jednaka je ukupnoj koli¢ini robe koja se traZi u prijemnim stanicama:
b; = b1+ bz+bs+bs+bs =13 +24+15+21 + 27 = 100.
j=1
Moze se zakljuciti da se radi o zatvorenom modelu transportnog problema, jer

vazi:
m n
Da=2b
i1 =

Tabela 2.12.3. Pocetni problem transportnog zadatka

PS B B, Bs B4 Bs
OS |100 |13 24 15 21 27
A 36 5 12 1 4 13
A, 23 7 8 14 6 5
As 29 15 4 2 7 9
A 12 6 11 5 16 3

Prema dijagonalnom metodu najpre se odreduje vrednost promenljive Xi1:
X11 = min{as, b1} = min {36,13} = 13.
Kao sto se vidi, prva otpremna stanica A1 moze da isporuci 36 jedinica robe,
a prva prijemna stanica trazi 13 jedinica te robe. Uzimajuéi x11 = 13, podmiruje se
potreba prve prijemne stanice u potpunosti. Ovu vrednost za Xi1 Se upisuje u
donjem desnom uglu polja (1,1), kao $to je prikazano u tabeli 2.12.4.
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Tabela 2.12.4. Dijagonalni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS = B2 Bs B4 Bs
OS |100 |13 24 15 21 27
Al 36 &@ 12 1 4 13
A, 23 7 8 14 6 5
As 29 15 4 2 7 9
A, 12 6 11 5 16 3

Otpremna stanica A1 moze da isporu¢i jo§ 36 — 13 = 23 jedinica robe
preostalim prijemnim stanicama. Prijemnoj stanici Bz se daje najvise $to se moze,
tj. veli¢ina X12 se odreduje iz jednakosti:

X12 = min{36-13,24} = min{23,24} = 23.
Na ovaj nacin koli¢ina robe prve otpremne stanice je iscrpljena, pa su
veliGine X13, X14 1 X5 jednake nuli. Nule se iz prakti¢nih razloga ne upisuju.

Vrednost za x12 Se upisuje u donjem desnom uglu polja (1,2), kao $to je prikazano u
tabeli 2.12.5.

Tabela 2.12.5. Dijagonalni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS B1 B2 Bs B4 Bs
OS |100 |13 24 15 21 27
Al 36 &@ éi) 1 4 13
A, 23 7 8 14 6 5
As 29 15 4 2 7 9
A 12 6 11 5 16 3

Prva prijemna stanica je zadovoljena, a promenljive xo;, j=1,2,3,4,5 se u
drugoj vrsti (redu) tabele, odreduje na sledec¢i nacin:

X21= 0 — jer je prethodno podmirena potreba prve prijemne
stanice
X22 = min{23, 24-23} = min{23,1} =1;
X23 = min{23-1, 15} = min{22,15} =15;
X24 = min{23-1-15, 21} = min{7,21} =7;
Vrednost za X2z, X23, X24 Se upisuje u donjem desnom uglu polja (2,2; 2,3;
2,4), kao $to je prikazano u tabelama 2.12.6. — 2.12.8.
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Tabele 2.12.6. — 2.12.7. Dijagonalni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS |B: |B: |Bs |Bs |Bs PS |B: |B, |Bs |Bs |Bs
OS|100 |13 |24 [15 |21 |27 OS 1100 |13 |24 |15 |21 |27
A | 36 é 12 |1 4 13 A | 36 é é 1 4 13
A | 23 7 Cf) 14 |6 5 A |23 7 é 14 |6 5
A | 29 15 | 4 2 7 9 A | 29 15 |4 2 7 9
A | 12 6 11 |5 16 |3 A |12 6 11 |5 16 |3

Tabela 2.12.8. Dijagonalni metod — odredivanje pocetnog resenja
PS B: B> Bs B4 Bs
OS |100 |13 24 15 21 27
NE S ENE
7 8 14 6 5
e |® O ®» @
As 29 15 4 2 7 9
A 12 6 11 5 16 3

Druga prijemna stanica je zadovoljena, a promenljive x3j, j =1, 2, 3,4,5se u
trecoj vrsti (redu) tabele, odreduje na sledeci nacin:

X31 = X32 = X33 = 0;

X34 = min{29, 21-7}= min{29,14} = 14;

X35 = min{29-14, 27} = min{15,27} = 15;
Vrednost za xas i X35 Se upisuje u donjem desnom uglu polja (3,4; 3,5), kao
§to je prikazano u tabelama 2.12.9. i 2.12.10.

Tabele 2.12.9. — 2.12.10. Dijagonalni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS [B: |B: |Bs |Bs |Bs PS |B: |B2 |Bs |Bs |Bs
0s[100[13 |24 [15 |21 |27 0S [100 (13 |24 |15 |21 |27
|36 Ci@ 2 |1 |4 |13 s |35 (?3 éé 1 |4 |13
A |23 |1 (% &% é > A |23 |7 C% é) :% 2
n 20 |52 |2 é@ 9 a2 |5 14 |2 %5)
n 12 |6 |1 |5 |16 [3 a1 |8 [T ][5 [16 |3
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Treéa prijemna stanica je zadovoljena, a promenljive X4j, j = 1, 2, 3,4, 5 se u
cetvrtoj vrsti (redu) tabele, odreduje na sledec¢i nacin:

X41 = Xa2=X43 = Xa4 = 0;
Xss = min {12, 27-15} = min {12, 12} =12.

Vrednost za xs5 se upisuje u donjem desnom uglu polja (4,5), kao §to je
prikazano u tabeli 2.12.11.

Tabela 2.12.11. Dijagonalni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS | B, B, Bs Bu Bs
oS [100 |13 24 15 21 27
A |36 C:?@ é 1 4 13
7 8 14 5 5
Ao |23 D @ @
A |20 |10 4 2 @ Ci@
NEPE 11 5 16 C%Z

Nenulte bazicne promenljive, bazna polja, koncentriSu se oko glavne
dijagonale u transportnoj tabeli, pa je otuda i potekao naziv “dijagonalni metod”,
ali isto tako ovaj pravac podseca na pravac severozapad — jugoistok, pa se nekada
naziva i “metod severo-zapadnog ugla”. Karakteristi¢no je da popunjavanje tabele
bazi¢nim promenljivim uvek pocinje od polja (1,1), a zavrSava se u polju (m,n). Da
bi se istakla polja tabele u kojima su na ovaj nac¢in dobijene bazi¢ne promenljive,
pocetno resenje, zaokruzenim brojevima je oznacena koli¢ina resursa koja treba da
se transportuje iz odredenih otpremnih centara do odredenih prijemnih centara. Kao
Sto se vidi, postoje m+n-1 = 4+5-1 = 8 baznih polja, tj. 8 pozitivnih promenljivih,
dok su ostale promenljive jednake nuli. Prema tome, ukupni troSkovi prevoza
1ZN0se:

F (X0)=5-13+12:23+8-1+14:15+6-7 + 7-14 + 9:15 + 3-12 = 870 n.j.

2.12.2.2. Metod minimalnih cena u redovima

Kod ovog metoda, po€inje se od prvog reda gde se uocava minimalna cena 1
u tom polju se postavlja maksimalna bazi¢na vrednost, §to se nastavlja i u ostalim
redovima. U primeru koji je dat u tabeli 2.12.12., vidi se da je cena ci3 =1
najmanja, pa se za promenljivu X3 uzima vrednost:

X13= min{23,15} = 15.
Owvu vrednost za xi3 se upisuje u donjem desnom uglu polja (1,3) tabele

2.12.12. Na ovaj nacin, treca prijemna stanica Bz je zadovoljena, a prva otpremna
stanica A1 ima na raspolaganju jo$ 36 — 15 = 21 jedinicu robe. Tre¢a kolona se
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iskljuCuje iz daljeg razmatranja, jer su potrebe prijemne stanice B3 zadovoljene, a
postupak se nastavlja sve dok otpremna stanica A1 ne bude, takode, zadovoljena.

Tabele 2.12.12. — 2.12.13. Metod minimalnih cena u redovima — odredivanje pocetnog

reSenja
PS |B: |B, |Bs |Bs | Bs PS |B:1 | B2 |Bs |Bs |Bs
OS|100 |13 |24 |15 |21 |27 OS|100 |13 |24 |15 |21 |27
A | 36 5 12 &5) 4 13 A, | 36 5 12 &5) é]) 13
A, | 23 7 8 14 | 6 5 A, | 23 7 8 14 |6 5
As | 29 15 (4 2 7 9 As | 29 15 |4 2 7 9
A |12 6 11 |5 16 |3 A |12 6 11 |5 16 |3

Nakon upisivanja vrednosti x13= 15, polje sa najmanjim troSkovima u prvom
redu, koje je preostalo, je polje x14, za koje je:
Cia=4=mincij, 1=j<5; j#3; i=1
U njega se upisuje preostala koli¢ina robe otpremne stanice Az, kao §to je prikazano
u tabeli 2.12.13.:
X14 = min{36-15,21} = min{21,21} = 21.

Ovim je zadovoljena prva otpremna stanica A i Cetvrta prijemna stanica Ba,
pa se prvi red i druga kolona isklju¢uje iz daljeg postupka.

Dalji postupak se nastavlja tako Sto se najmanja cena transporta po jedinici
proizvoda trazi u poljima drugog reda. Kako je:

Cs =5=mincj, 1sjs5, j#3,4 i=2
to se u donjem desnom uglu polja (2,5) upisuje vrednost bazicne promenljive Xo5 =
23, kao §to je prikazano u tabeli 2.12.14.
min{23, 27} = 23.

Ovim je zadovoljena druga otpremna stanica, pa se drugi red iskljucuje iz
daljeg razmatranja. Prijemna stanica Bs raspolaze jo§ sa kapacitetom od 27 — 23 = 4
jedinica robe.

Medu cenama u tre¢em redu najmanju vrednost ima:

Cc2=4=mincij, 1 <j<5; j#3,4; i=3
zato se u donjem desnom uglu polja (3,2) upisuje vrednost baziéne promenljive
X32= 24, kao §to je prikazano u tabeli 2.12.15.:
X32 = min{29,24} = 24.

Ovim je zadovoljena druga prijemna stanica, pa se druga kolona iskljucuje iz

daljeg razmatranja. Otpremna stanica As raspolaze jos sa 29 — 24 =5 jedinica robe.
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Tabele 2.12.14. — 2.12.15. Metod minimalnih cena u redovima — odredivanje pocetnog

reSenja
PS |[Bs |[B> |Bs |Bs |Bs PS |B: |B: [Bs |[Bs |Bs
OS |100 |13 |24 |15 |21 |27 OS | 100 |13 |24 |15 |21 |27
A |36 5 12 &5) é]) 13 A |36 5 12 @ éD 13
A |23 7 8 14 |6 Cg@ A | 23 7 8 14 |6 Cg@
As | 29 15 |4 2 7 9 As | 29 15 é@ 2 7 9
A |12 6 11 |5 16 |3 A |12 6 11 |5 16 |3

Nakon upisivanja vrednosti x> = 24, polje sa najmanjim troSkovima u tre¢em
redu, koje je preostalo, je polje xss , za koje je:
css=9=mincjj, 1 =j=<5; j#234; i=3
U polje x3s5 se upisuje maksimalna moguca koli¢ina preostale robe otpremne
stanice Az, a to je:
X35 = Min{29-24,27-23} = min{5,4} = 4,
kao Sto je prikazano u tabeli 2.12.16.

Tabele 2.12.16. — 2.12.17. Metod minimalnih cena u redovima — odredivanje pocetnog

reSenja
PS B: B, Bs B4 Bs PS B; B, Bs B, Bs
OS |100 |13 |24 |15 |21 |27 OS | 100 |13 |24 |15 |21 |27
12 1 4 1

A |36 2 @ @ . A; |36 e 12 &5) é@ =
A | 23 7 8 14 |6 Cg@ A | 23 7 8 14 |6 Cg@
15 4 2 7 9 15 |4 2 7 9

A 2
s |® @ @ | |[* |® D e (D
A |12 6 11 |5 16 |3 A |12 6 11 |5 16 |3

Na ovaj nacin su zadovoljene potrebe potroSackog centra Bs, tako da se peta
kolona izostavlja iz daljeg postupka. Medutim, u trecoj otpremnoj stanici Az ima na
raspolaganju jo§ 29 — 24 — 4 = 1 jedinica robe. Ona se moze rasporediti u polje sa
najmanjim troSkovima koje je preostalo u tre¢em redu, a to je:

csr=15=mingcj, 1 <j=<5; j#2345; i=3
tako da se u donjem desnom uglu polja (3,1) tabele 2.12.17. upisuje maksimalna
moguca Koli¢ina preostale robe otpremne stanice Az, a to je:

min{13, 29-24-4} = min{13,1} = 1.
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Na ovaj nacin je ponuda otpremne stanice Az zadovoljena, pa se iz daljeg
postupka prorac¢una izostavlja treci red.

Postupak sa nastavlja popunjavanjem cetvrtog reda. Jedino polje u Cetvrtom
redu preko kog moze da se izvrsi transport je:

css=6=mincj, 1 =j=5; j#2345; i=4
Otuda sledi da se u donjem desnom uglu polja (1,4) upisuje vrednost bazi¢ne
promenljive x41=12.

Xs1 = min{12,13-1} = min{12,12} = 12.
kao Sto je prikazano u tabeli 2.12.18.

Tabela 2.12.18. Metod minimalnih cena u redovima — odredivanje pocetnog resenja

PS B B, Bs B. Bs
(ON) 100 13 24 15 21 27
A, 36 5 12 és) é:D 13
A, 23 7 8 14 6 Cg@
15 4 2 7 9
A 29
? (D @ (D
A 12 é 11 5 16 3

Brojevima koji su zaokruzeni je oznacena koli¢ina resursa koja treba da se
transportuje iz odredenih otpremnih centara do odredene prijemne centre. Kao Sto
moze da se vidi, u reSenju se nalaze 7 baznih polja (zaokruzeni brojevi), dok su
ostale promenljive jednake nuli, i nije ispunjen uslov nedegenerisanosti:

r=m+n-1=4+5-1=8.
Ovde je re¢ o degenerisanom pocetnom resenju transportnog problema.

Nacin na koji se reSavaju degenerisani transportni zadaci prikazace se u posebnom
poglavlju.

Prema tome, ukupni troskovi prevoza, u ovom sluc¢aju, iznose:
F(x0)=1-15+4-21 +5:23 +15:1 +4-24 + 9-4 + 6-12 = 433 n,j.

Nije teSko zapaziti da su ukupni transportni troSkovi za ovo pocetno reSenje
znatno manji od troSkova za reSenje dobijeno pomocu dijagonalnog metoda.
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2.12.2.3. Metod minimalnih cena u kolonama

U analiziranoj prvoj koloni se postavlja maksimalni bazni elemenat u polje sa
najmanjom jedinicnom cenom transporta. Nadalje se postupak nastavlja za
preostale kolone. Postupak je ekvivalentan predhodnom metodu minimalnih cena u
redovima. Za primer koji je dat u tabeli 2.12.19., uocava se da je u prvoj koloni
cena c11 =5 najmanja, pa se za promenljivu x11 uzima vrednost:

X11 = min{36,13} = 13.

Ova vrednost za xi1 se upisuje u donjem desnom uglu polja (1,1) tabele
2.12.19. Na ovaj nadin, prva prijemna stanica B1 je zadovoljena, a prva otpremna
stanica A1 ima na raspolaganju jo§ 36 — 13 = 23 jedinica robe. Zbog toga se prva
kolona iskljucéuje iz daljeg razmatranja.

Postupak se nastavlja tako Sto se najmanja cena transporta po jedinici
proizvoda trazi u poljima druge kolone. Posto je:
C2=4=mincj, 1=i=<4, j=2
onda se donjem desnom uglu polja (3,2) upisuje vrednost bazne promenljive xz2 =
24, kao §to je prikazano u tabeli 2.12.20.:

min{29, 24} = 24.

Na ovaj nacin je zadovoljena druga prijemna stanica, pa se druga kolona
iskljucuje iz daljeg razmatranja. Otpremna stanica A3 raspolaze jo§ sa 29 — 24 =5
jedinica robe.

Tabele 2.12.19. — 2.12.20. Metod minimalnih cena u kolonama — odredivanje pocetnog

reSenja
PS |B: | B2 |Bs |Bs |Bs PS |B: |By; |Bs |Bs |Bs
OS | 100 |13 |24 |15 |21 |27 OS |100 |13 |24 |15 |21 |27
A | 36 &@ 12 |1 4 13 A | 36 &QD 12 |1 4 13
A, |23 7 8 14 |6 5 A |23 7 8 14 |6 )
As | 29 15 |4 2 7 9 As | 29 15 é@ 2 7 9
A |12 6 11 |5 16 |3 A |12 6 11 |5 16 |3

Medu cenama u tre¢oj koloni najmanju vrednost ima:
c13 =1=mincij, 1si<4, j=3.
zato se u donjem desnom uglu polja (1,3) upisuje vrednost baziéne promenljive
X13=15, kao $to je prikazano u tabeli 2.12.21.:
x13 = min{36-13,15} = min{23,15} = 15.
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Ovim je zadovoljena tre¢a prijemna stanica, pa se treca kolona iskljucuje iz
daljeg razmatranja. Otpremna stanica A raspolaze jos sa 36 — 13 — 15 = 8 jedinica
robe.

Najmanja vrednost cene u cetvrtoj koloni je:

Cu=4=mincij 1=i=4, j=4

Sledi da se u donjem desnom uglu polja (1,4) upisuje vrednost bazi¢ne

promenljive x14 = 8, kao $to je prikazano u tabeli 2.12.22.:

X14 = Min{36-13-15,21} = min{8,21} = 8.

Tabele 2.12.21. — 2.12.22. Metod minimalnih cena u kolonama — odredivanje pocetnog

reSenja
PS B B> Bs Ba Bs PS | B: B, Bs B. Bs
OS | 100 |13 24 15 21 27 OS | 100 |13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
A e | I AB e ®® |
A |23 7 8 14 6 5 A | 23 7 8 14 6 5
As | 29 15 é@ 2 7 9 As | 29 15 é@ 2 7 9
A |12 6 11 5 16 3 A |12 6 11 5 16 3

Na ovaj nacin je zadovoljena prva otpremna stanica, pa Se prvi red iskljucuje
iz daljeg razmatranja. Prijemna stanica B4 raspolaze kapacitetom prijema sa jos: 21
— 8 =13 jedinica robe. Dalji postupak se nastavlja tako Sto se u Cetvrtoj koloni, u
poljima koja su preostala, pronalazi polje sa slede¢om najmanjom cenom prevoza:

Ca=6=mincj, 1 =i<4;i#1;, j=5

Zato se u donjem desnom uglu polja (2,4) upisuje vrednost bazicne

promenljive x24 =13, kao $to je prikazano u tabeli 2.12.23.:
X24 = min{23,21-8} = min{23,13} = 13.

Tako je zadovoljena Cetvrta prijemna stanica, pa Se Cetrvta kolona iskljucuje
iz daljeg razmatranja. Otpremna stanica A raspolaze kapacitetom jo$ sa: 23 — 13 =
10 jedinica robe. U petoj koloni, najmanja vrednost cene je:

Csis=3=mincij, L =i=4;i#l, j=5

Otuda sledi da se u donjem desnom uglu polja (4,5) upisuje vrednost bazi¢ne

promenljive Xs5 = 12, kao sto je prikazano u tabeli 2.12.24.:
Xa5 = min{12,27} = 12.
Na ovakav nacin je zadovoljena Cetvrta otpremna stanica Az, pa se cetvrti red

iskljuCuje iz daljeg razmatranja. Prijemna stanica Bs raspolaze jo§ sa kapacitetom
prijema od 27 — 12 = 15 jedinica robe.




126

OPERACIONA ISTRAZIVANJA 1

vrednostima promenljivih na slede¢i nacin:

Nepopunjena polja koja su preostala u petoj koloni Xo5 i X35 Se popunjavaju

X5 = Min{23-13,27-12} = min{10,15} = 10

X35 = min{12,27-12-10} = min{12,5} = 5.

Popunjavanje polja x2s i X35 je prikazano u tabelama 2.12.25. i 2.12.26.

Tabele 2.12.23. — 2.12.24. Metod minimalnih cena u kolonama — odredivanje pocetnog

reSenja
PS |Bi |B2 |[Bs |Bs |Bs PS |B: |B2 |Bs |[Bs |Bs
OS | 100 | 13 24 15 21 27 OS|100 |13 |24 |15 |21 |27
5 12 1 4 13 12 |1 4 it
IR A RO A% e | B ® |
7 14
A |23 8 &@ > A las |7 |8 M &@ >
15 |4 2 7 9
As | 29 oD A |20 | PP é@ S O
6 11 |5 16 |3 6 11 |5 16 |3
12
As Ay | 12 @
Tabele 2.12.25. — 2.12.26. Metod minimalnih cena u kolonama — odredivanje pocetnog
resenja
PS | B: B> Bs Bs Bs PS | B: B> Bs B. Bs
0S| 100 | 13 24 15 21 27 0OS|100 |13 |24 15 |21 27
12 1 4 1
skl oYY ol il MESEN - Nl Y o
7 8 14 6 5 7 14
o |2 ® | |~z " " ®lo
As | 29 15 é@ 2 7 9 As | 29 15 é@ 2 7 (g)
A | 12 6 11 5 16 &2 A |12 6 11 5 16 &2

kome funkcija cilja ima sledecu vrednost:

ZaokruZenim brojevima je oznacena koli¢ina resursa koja treba da se
transportuje iz odredenih otpremnih do odredene prijemne centre. Kao $to moze da
se vidi, u reSenju se nalaze 8 baznih polja (zaokruzeni brojevi), dok su ostale
promenljive jednake nuli, i ispunjen je uslov nedegenerisanosti:

r=m+n-1=4+5-1=8.

Ovde je pronadeno nedegenerisano pocetno resenje transportnog problema, u

F (x0)=5-13+1-15+4-8+6:13+5-10 +4:24 + 9-:5+ 3:12 =417 nj.

Moze da se uoci da su ukupni transportni troskovi, za ovo pocetno resenje,
manji od troSkova koji su dobijeni pomoc¢u dijagonalnog metoda i metodom
minimalnih cena u redovima.
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2.12.2.4. Metod minimalnih cena u matrici

Prema metodu minimalnih cena u matrici, ili kako se drugacije zove metod
najmanjih jedini¢nih koeficijenata (cena), za prvu bazi¢nu promenljivu Se uzima
najvece moguce prevozenje u polju tabele, gde je cena prevoza najmanja.

U primeru koji je dat u tabeli 2.12.27., vidi se da je cena c22 =1 najmanja, pa
se za Xz22 uzima vrednost:

X22 = Min{300,260} = 260.

Owvu vrednost za x22 se upisuje u donjem desnom uglu polja (2,2) tabele
2.12.27. Na ovaj nacin, druga prijemna stanica B> je zadovoljena, a druga otpremna
stanica A, ima na raspolaganju jo§ 300 — 260 = 40 jedinica robe. Da se ne bi
ispustilo iz vida da otpremna stanica Az raspolaze sa jos 40 jedinica robe, upisace se
jos$ neraspodeljena koli¢ina robe na desnoj strani od tabele u visini druge vrste.

Tabela 2.12.27. Metod minimalnih cena u matrici — odredivanje pocetnog resenja

PS B B; Bs B, Bs
0s [1000 | 140 | 260 | 230 | 140 | 230
A |20 |2 2 5 6 7
A |30 | . . L 40
n |30 |2 4 8 5 9
A 150 |19 7 9 3 10

Sada se najmanja od preostalih cena traZi u poljima preostalih kolona: prve,
trece, Cetvrte 1 pete. Kako je:

C3r=2=mingCjj, 1 =i<4; 1 <j=<05; j#2
to se u donjem desnom uglu polja (3,1) upisuje vrednost bazi¢ne promenljive Xzi:
x31 = min{350, 140} = 140.

Ovim je zadovoljena i prva prijemna stanica, pa se prva kolona iskljucuje iz
daljeg razmatranja. Otpremna stanica As raspolaze jos sa 350 — 140 = 210 jedinica
robe, §to se zapisuje desno od tabele u produzetku trece vrste, prikazano u tabeli
2.12.28.

Izmedu cena u trecoj, ¢etvrtoj 1 petoj koloni najmanju vrednost imaju cene C23
i Caa:
Ca=Cu=3=mincj L<1<4; 1=<)=<5; j=l,j=2
zato se odreduju najpre vrednosti promenljive X23 i Xa4 1 Sasvim je svejedno, u ovoj
situaciji, kojim redom se to Cini.
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X23 = Min{300-260, 230} = min{40, 230}=40

Ovim je iscrpljena druga otpremna stanica, pa se nazna¢ena koli¢ina robe
desno od tabele precrtava. Ali, tre¢oj prijemnoj stanici B3 potrebno je dostaviti jos
230 — 40 = 190 jedinica robe, pa se ta koli¢ina upisuje na kraju tre¢e kolone ispod
tabele, kao S§to je prikazano u tabeli 2.12.29.

Tabela 2.12.28. Metod minimalnih cena u matrici — odredivanje pocetnog resenja

PS | B, B, B, B4 Bs
OS | 1000 | 140 | 260  |230  |140 | 230
A a0 |2 2 5 5 7
A 300 | . ¢ L 40
As | 350 é@ 4 8 5 9 210
n |15 |20 7 9 3 10

Tabela 2.12.29. Metod minimalnih cena u matrici — odredivanje pocetnog resenja

PS B:1 B, Bs B. Bs
0S 1000 | 140 260 230 140 230
Al 200 4 4 5 6 7

7 1 3 8 11
A: | 300 555 497

As | 350 E B 2 ) 210
n 150 |10 7 9 3 10
190

Kada se odredi za:
Xa4 = min{150, 140} = 140,
u Cetvrtoj otpremnoj stanici ostaje jo§ 10 jedinica robe koja moZe da se otpremi, pa
se to upisuje na kraju Cetvrtog reda pored tabele, a prijemna stanica B4 je
popunjena, $to je prikazano u tabeli 2.12.30.

Medu cenama u trecoj 1 petoj koloni najmanju vrednost ima cena C13 =5, pa
stavljamo da je

x13 = min{200, 230 — 40} = 190.
Kako je ovim zadovoljena tre¢a prijemna stanica precrtava se razlika (190),
koju je upisana na dnu ove kolone u prethodnom koraku. Prva otpremna stanica

raspolaze sa jos 10 (200 — 190 = 10) jedinica robe, tako da se ta koli¢ina upisuje na
desnoj strani od tabele u visini prve vrste, kao §to je prikazano u tabeli 2.12.31.
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Tabela 2.12.30. Metod minimalnih cena u matrici — odredivanje pocetnog resenja

PS B B. Bs B4 Bs
OS | 1000 | 140 260 230 140 230
AL 200 4 4 5 6 7
7 1 3 8 11
A; | 300 T D) 40
As 350 . ¢ e . 210
10 7 9 3 10
Ay 150 ) 10
190
Tabela 2.12.31. Metod minimalnih cena u matrici — odredivanje pocetnog resenja
PS B; B. Bs B4 Bs
OS | 1000 | 140 260 230 140 230
A 200 |4 4 (i)@b) 0 ! 10
7 1 3 8 11
A | 300 T 40
As | 350 4 8 > o 210
10 7 9 3 10
Ay 150 ) 10
180

Preostaju jo$ polja pete kolone i oOna se popunjavaju vrednostima
promenljivih Xus, Xss, i X45, na slede¢i nacin:

X15 = 10;

X35 = Min{350-140, 230-10} = min{210, 220} = 210;
x45 = Min{150-140, 230-10-210} = min{10,10} = 10;

$to se moze videti i tabelama od 2.12.32. do 2.12.34.

Tabela 2.12.32. Metod minimalnih cena u matrici — odredivanje pocetnog resenja

PS Bl Bz Bs B4 BS
0S 11000 | 140 260 230 140 230
4 4 5 5 7
il e @ @ |”
7 1 3 8 11
A | 300 5D G y
As | 350 : 8 b ? 210
A | 150 |10 y ¢ é’@ 10 10
190
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Tabela 2.12.33. Metod minimalnih cena u matrici — odredivanje pocetnog resenja

PS B B. Bs B4 Bs
OS | 1000 | 140 260 230 140 230
4 4 5 6 7

il @ @ ¥
7 1 3 8 11

A, | 300 D |aD w0
2 4 8 5 9

ho | 360 @ |*
10 7 9 3 10

As 150 @ 10

190~
Tabela 2.12.34. Metod minimalnih cena u matrici — odredivanje pocetnog resenja

PS B; B. Bs B4 Bs
OS | 1000 | 140 260 230 140 230
4 4 5 6 7

A |20 ) @ |
7 1 3 8 11

Ay 300 560 @ %
2 4 8 5 9

As | 350 o |
10 7 9 3 10

As | 150 an  an jiog

190

Ovakvom preraspodelom transpotra zadovoljene su sve otpremne i sve
prijemne stanice. Dobijeno reSenje je bazi¢no, nedegenerisano, jer ima m+n-1 =
445 — 1 = 8 pozitivnih promenljivih. Ukupni troSkovi prevoza su:

F(X0)=5-190 + 7-10 + 1-260 + 3-40 + 2-140 + 9-210 + 3-140 + 10-10 = 3.990 n.j.

2.12.2.5. Vogelov aproksimativni metod

Vogelov aproksimativni metod je vrlo efikasan metod pronalazenja pocetnog
reSenja transportnog problema. ReSenje dobijeno ovim metodom ne samo da je
blizu optimalnom, ve¢ ¢e u nekim sluc¢ajevima dati odmah optimalno resenje.

Postupak za resavanje je sledeci:

a) Za svaki red i svaku kolonu matrice troskova izracunavaju se razlike izmedu dva
najmanja koeficijenta cjj (najmanjeg i neposredno veceg troska). Ta razlika se
moze tretirati kao “kazna” za nekoriS¢enje najjeftinije transportne relacije. Ako
su u nekoj liniji matrice (red, kolona) dva najmanja troska jednaka, onda je
razlika za tu liniju jednaka nuli.

b) U narednom koraku izabere se red ili kolona sa najve¢om “kaznom” i on Ce
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dobiti prednost pri odredivanju vrednosti promenljivih. Kada jedan red, odnosno
kolona, dobije prednost nad ostalim, u njemu se u polje s najnizim transportnim
troSkovima odreduje promenljiva sa najve¢com moguc¢om vrednoscu. Vrednost
promenljive x;; jednaka je ili ponudi a;i ili potraznji bj, ve¢ prema manjoj
vrednosti. Ukoliko je xjj=ai onda je ishodiste ai (kapacitet nekog proizvodaca)
potpuno iscrpljeno, pa se taj red u narednoj iteraciji izostavlja. U protivnom je
zadovoljeno odrediste b;j (potreba nekog potrosaca), pa se u narednoj iteraciji
izostavlja ta kolona.

c) Ponovo se preracunavaju razlike za preostale redove i kolone. Ako je izostavljen
red, nove “kazne” se raCunaju za kolone jer su po redovima ostale iste i, obratno,
ako je izostavljena kolona, ra¢unaju se “kazne” za redove.

d) Postupak racunanja “kazni”, davanje prednosti redu ili koloni, biranje polja sa
najmanjim troSkom u izabranom redu (koloni) i odredivanje vrednosti nove
promenljive ponavlja se dok se ne dobije bazi¢no reSenje problema. Drugim
re¢ima, koraci b) i ¢) se ponavljaju toliko dugo sve dok se ne rasporede koli¢ine
ai na odredista bj, ¢cime se dobijaju sve komponente pocetnog baznog resenja.

Vrednosti aproksimativnog reSenja (pocetnog reSenja) po Vogelovom metodu
dobijaju se mnozenjem vrednosti dobijenih koli¢ina transporta (promenljivih) s
odgovaraju¢im troSkovima transporta i njithovim sabiranjem.

Primer 2.12.1. Potrebno je transportovati robu iz Cetiri ishodi$ta (otpremnih stanica) u pet
odredista (prijemnih stanica). Koli¢ine raspolozive robe u ishodistima i traZzene robe u odrediStima,
kao i transportni troskovi dati su u tabeli 2.12.35. Kriterijum za izvrSenje transporta je minimum
ukupnih transportnih troskova.

Resenje. U tabeli 2.12.35. izracunate su razlike izmedu dva najmanja koeficijenta svakog
reda i svake kolone i upisane izvan tabele. Posmatrajuci razlike, utvrduje se da su one najvece i
jednake za trecu i Cetvrtu kolonu. Zbog toga potrosac¢i Bz i B4 imaju prednost u podmirenju svojih
potreba. Najmanji troSak u tre¢oj i Cetvrtoj koloni je Cp3 = Cas = 3. pa treba odrediti vrednost ili
promenljivoj Xoz ili x34. Prednost je data promenljivoj koja dobija vecu vrednost, a to je xp3 = 30.

Tabela 2.12.35. Vogel-ov aproksimativni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS B: B2 Bs B4 Bs
oS 200 60 50 30 20 40
AL 65 8 3 5 5 4 1
A 50 2 5 3 @ 6 8 1
As 40 4 2 8 3 6 1
As 45 3 6 9 5 3 0
1 1 2 2 1

Posto je potrosa¢ Bz podmirio svoje potrebe, treca kolona u tabeli izostavlja se iz daljeg
razmatranja. Zbog toga se ponovo racunaju razlike za redove (po kolonama ostaju iste). Nove
razlike su ispisane, takode, pored tabele, kao $to je prikazano u tabeli 2.12.36. Sada je najveca
razlika 3 za drugi red. U drugom redu najmanji koeficijent je ¢21=2. Prema tome, u bazi¢no reSenje
se stavlja x21=20. Ovim je iscrpljena ponuda drugog proizvodaca, pa se drugi red izostavlja iz daljeg
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razmatranja.

Tabela 2.12.36. Vogel-ov aproksimativni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS B1 B2 Bs B4 Bs
0S 200 60 50 30 20 40
AL 65 8 3 5 5 4 1
A 50 2 @ 5 3 @ 6 8 3
As 40 4 2 8 3 6 1
A | a5 |3 g E 8 & 0
1 1 - 2 1

Potrebno je izracunati nove razlike po kolonama. Ovoga puta, one su ostale nepromenjene. U
tabeli 2.12.37. je za kolonu B4 kojoj odgovara najveca razlika (2), izabran najmanji troSak Czs i
odredena je nova bazi¢na promenljiva x3s=20. Ovim su podmirene potrebe i potrosaca Ba, pa se iz
daljeg razmatranja izostavlja i ¢etvrta kolona (pored ve¢ izostavljenog drugog reda i trece kolone).

Tabela 2.12.37. Vogel-ov aproksimativni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS B1 B> Bs B4 Bs
0S 200 60 50 30 20 40
AL 65 8 3 5 5 4 1
A 50 2 @ 5 3 @ 6 8 i
As 40 & 2 E & @ 9 1
As 45 . . ¢ 2 E 0
1 1 - 2 1

Racunaje se nove razlike za redove i ispisuju se pored tabele. Najveéa razlika (2) odgovara
tre¢em redu. U treCem redu najmanji koeficijent je C32=2, pa je nova bazi¢na promenljiva X3=20,
kao §to je prikazano u tabeli 2.12.38. Time je iscrpljena ponuda i treeg proizvodaca, pa se iz daljeg
razmatranja izostavlja i treci red tabele.

Tabela 2.12.38. Vogel-ov aproksimativni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS B1 B> B3 B4 Bs
0S 200 60 50 30 20 40
AL 65 8 3 5 5 4 1
2 5 3 6 8
4 2 8 3 6
Az 40 @ @ 2
A4 45 £ . ¢ 2 £ 0
1 1 - - 1
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Dalje, za kolone se izra¢unavaju nove razlike i ispisuju se pored tabele. Najveca razlika (5)
odgovara prvoj koloni. U ovoj koloni, od preostalih koeficijenata, najmanji je cs1=3, pa je nova
bazi¢na promenljiva X41=40, kao §to je prikazano u tabeli 2.12.39. Ovoga puta podmirene su potrebe
potrosaca By, pa iz daljeg razmatranja se izostavlja i prva kolona.

Tabela 2.12.39. Vogel-ov aproksimativni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS B1 B2 Bs Ba Bs
0S 200 60 50 30 20 40
AL 65 8 3 5 5 4 1
Ao 50 2 @ 5 3 @ 6 8 i
4 2 8 3 6
As 40 @ @ -
A4 45 8 @ 2 Y S g 0
5 1 - - 1

Racunaju se nove razlike. Najveca razlika (3) odgovara Cetvrtom redu i drugoj koloni.
Najmanji koeficijent u ¢etvrtom redu i drugoj koloni je €12=C4s=3, pa treba odrediti vrednost jednoj
od promenljivih xi2 ili X45. Prednost je data promenljivoj x12=30 jer dobija vecu vrednost, kao §to je
prikazano u tabeli 2.12.40. Ovim su podmirene potrebe i potroSaca B,.

Tabela 2.12.40. Vogel-ov aproksimativni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS B1 B> Bs B4 Bs
0S 200 60 50 30 20 40
AL 65 8 3 @ 5 5 4 1
A 50 2 @ 5 3 @ 6 8 i
As 40 4 2 8 3 6 i
3 6 9 5 3
As 45 @ 3
- 3 - - 1

Posle izostavljanja druge kolone, u tabeli ostaje samo jo§ peta kolona. Zbog toga nije
potrebno racunati nove razlike, vrednosti preostalih promenljivih za potrosaca Bs lako se odreduju.
Tabela 2.12.41. sadrzi i te promenljive: X15 = 35 i Xa5 = 5.

Tabela 2.12.41. Vogel-ov aproksimativni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS B: B2 Bs B4 Bs
0S 200 60 50 30 20 40
AL 65 8 3 @ 5 5 4 @ 1
Ao 50 2 @ 5 3 @ 6 8 i
4 2 8 3 6
A | 40 @9 @9 ]
Az 45 E @ e . 2 E @ 3
- - - - 1
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Na ovaj na¢in je odredeno pocetno bazino reSenje po Vogelovom metodu. Njega
sacinjavaju slede¢e promenljive: X12 = 30, X15= 35, Xo1 =20, Xo3 =20, X32 =20, X34 =20, Xa1 = 40,
X45 = 5.

Vrednost funkcije cilja iznosi:

F(x0)=3-30+4-35+2-20+3-30+2-20+3-20+3-40+3-5 = 595 n .
U tabeli 2.12.42. prikazano je reSavanje ovog primera, iterativnim postupkom, tako $to se

ispisivanje “kazni”, za nekoriS¢enje najjeftinije transportne relacije, odvija izvan tabele u posebnom
redu i posebnoj koloni.

Tabela 2.12.42. Vogel-ov aproksimativni metod — odredivanje pocetnog resenja

PS B1 B2 Bs B4 Bs Iteracije
OS | 200 60 50 30 20 40 1 HHTIVVVIVII
8 3 5 5 4
A1 65 @—5 @3‘ 111111
2 5 3 6 8
AN ) @ 13-
4 2 8 3 6
As 40 @> @ 1112 - - -
3 6 9 5 3
A4 45 @0 (5 000033
Iteracije | 1 1 2 2 1
| 1 1 - 2 1
i 1 1 - 2 1
v, 1 1 - - 1
V| 5 1 - - 1
VI - 3 - - 1
VIl - - - - 1

2.12.2.6. Vogel — Kordin postupak

Matematicar Korda je modifikovao Vogel-ov metod uvodenjem prethodne
redukci-je matrice tro§kova u dva koraka:

a) Od svakog elementa reda prvobitne matrice troskova oduzme se najmanji
element tog reda. To se uradi za sve redove matrice, §to daje najmanje po jednu
nulu u svakom redu.

b) Od svakog elementa kolone prethodno redukovane matrice (prema prvom
koraku redukcije) oduzme se najmanji erlement date kolone. To se ucini za sve
kolone, ¢ime se povecava broj nula u matrici.

Dalji postupak se vr$i prema Vogel-ovom metodu, ali na temelju dobijene
redukovane matrice troskova.

Primer 2.12.2. Vogel-Kordin postupak bife pokazan na primeru gde je potrebno
transportovati robu iz Cetiri otpremnih u pet prijemnih stanica. Svi potrebni podaci dati su u tabeli
2.12.43. Kriterijum za izvrSenje transporta je minimum ukupnih transportnih troskova.
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Tabela 2.12.43. Pocetni podaci za primer uraden Vogel-Kordinim postupkom

PS B1 B2 Bs B4 Bs
oS 117 17 21 41 14 24
AL 25 10 8 9 6 5
Ao 32 5 6 4 3 8
As 40 9 7 5 4 3
A 20 14 10 8 8 8

Refenje. U tabeli 2.12.44. prikazani su transportni troskovi koji su potrebni za izra¢unavanje
pocetnog reSenje na osnovu Vogel-Kordinog postupka. Redukovana matrica po redovima prikazana
je u tabeli 2.12.45., a redukovana matrica po kolonama u tabeli 2.12.46.

Tabela 2.12.44. Pocetna tabela za Vogel-Kordin postupak

a by b1 b2 bs b4 bs min cjj
|
a 10 8 9 6 5 5
a 5 6 4 3 8 3
as 9 7 5 4 3 3
a 14 10 8 8 8 8
Tabela 2.12.45. Redukovana tabela po redovima
by b1 b2 bs b4 bs
ai
a 5 3 4 1 0
a 2 3 1 0 5
as 6 4 2 1 0
a 6 2 0 0 0
min Cjj 2 2 0 0 0

Tabela 2.12.46. Redukovana tabela po kolonama

a by b1 b2 bs b4 bs
ai 3 1 4 1 0
a 0 1 1 0 5
as 4 2 2 1 0
as 4 0 0 0 0

Nakon obavljene dvostruke redukcije na dobijenu matricu se primenjuje poznata Vogelov
aproksimativni metod. Podetno resenje po Vogel-Kordinom postupku prikazano je u tabeli 2.12.47.

Funkcija cilja (kriterijjuma) se izraGunava tako $to se vrednosti za dobijene promenljive
unesu u tabelu sa originalnim transportnim troskovima izmnoZe a nakon toga saberu, kao Sto je
prikazano u tabeli 2.12.48.
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Tabela 2.12.47. Pocetno resenje po Vogel-Kordinom postupku—redukovana tabela

PS B1 B2 Bs B4 Bs Iteracije
0s | 117 17 21 41 14 24 [ 1HHTIVVVIVII
Al oos |3 1®4 1@0 1100001

0 1 1 0 5
Az 32 @ @ 0 111- - -
4 2 2 1 0
As 40 (8) 1 111111
4 0 0 0 0
As 20 50 0 00 - - - -
Iteracije | 3 1 1 0 0
1 1 1 0 0
i - 1 1 0 -
LY/ 0 1 1 -
Vvl - 1 2 0 -
VI - 1 - 0 -
VIl - - - 0 -
Tabela 2.12.48. Pocetno resenje po Vogel-Kordinom postupku
PS B1 B2 Bs B4 Bs
0s 117 17 21 41 14 24
10 8 9 6 5

A1 25 @ @

Ao 32 5 @ 6 4 3 8

S R M G D M ¢

A 20 14 10 8 > 8 8

Transportni troskovi iznose:
F(xo) =821+6.4+5.17+4.15+56+4.10 + 3.24 + 8.20 =639 nj.

Po pravilu Vogel-Kordin postupak daje najbolja pocetna resenja transportnog
zadatka, od svih metoda koje su do sada obradene. U veéim, sloZenijim, primerima
ta razlika bi bila jo§ izrazenija, u korist ovog postupka.

2.12.2.7. Metod dvojnog prvenstva — dvostrukog precrtavanja

U svakoj koloni matrice troSkova sa * (zvezdicom) se oznaCi polje sa
minimalnim troSkovima. Takode, u svakom redu sa * se oznaCi polje sa
minimalnim troskovima. Nakon zavrSenog oznacavanja moguée su sledece
situacije: neka polja su oznacena sa dve, neka sa jednom zvezdicom, a neka su
neoznacena. Prvo se popunjavaju polja oznacena sa dve zvezdice sa maksimalno
mogucim koli¢inama robe. Iz daljeg razmatranja se izostavljaju kolone ili redovi ili
kolone i redovi, zavisno da li su zadovoljena odredista ili su prazna ishodista ili su
ispunjena oba uslova. Nakon toga se popunjavaju polja oznacena sa jednom
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zvezdicom uz izostavljanje iz daljeg razmatranja kolona ili redova. Neoznacena
polja se popunjavaju po redosledu minimalnih troskova. Postupak odredivanja
pocetnog reSenja po metodu dvojnog prvenstva (dvostrukog precrtavanja) bice
prikazan na primeru.

Primer 2.12.3. Potrebno je transportovati robu iz &etiri ishodista (otpremnih stanica) u Cetiri
odredista (prijemnih stanica). Koli¢ine raspolozive robe u ishodistima i traZzene robe u odredistima,

kao i transportni troskovi dati su u tabeli 2.12.49. Kriterijum za izvrSenje transporta je minimum
ukupnih transportnih troskova.

ReSenje. U svakoj vrsti tabele se odreduje polje sa najmanjom cenom i oznadava Se
zvezdicom (*). Zatim se to isto uéini i sa kolonama. U nekim poljima naci ¢e se po dve zvezdice,
$to znaci da se u tim poljima nalaze najmanje cene u svojoj vrsti i koloni istovremeno, kao S$to je
prikazano u tabeli 2.12.49.

Tabela 2.12.49. Pocetni podaci za primer uraden metodom dvojnog prvenstva

PS B1 B> Bs B4
0S 170 30 35 60 45
AL 20 8 10 4 ** 5
A 50 6 4 7 3
As 25 : 8 9 6
*
As 75 11 9 10 8

U poljima sa dve zvezdice se stavljaju najve¢e moguce dostave. U ovom primeru to su polja
(1,3), (2,4) i (3,1), pa se veli¢ine dostava u tim poljima biraju na sledeé¢i naéin:

x13 = min{20, 60} = 20;
X24 = min{50, 45} = 45;
Xa1 = min{25, 30} = 25.

Preraspodela transporta u ovim poljima prikazana je u tabeli 2.12.50. Posle ovog upisivanja
dostave, iz daljeg razmatranja se iskljucuju prva i tre¢a vrsta i ¢etvrta kolona. Na ovaj nadin, prva A;
i teCa Az otpremna stanica su zadovoljene, tako da su kapaciteti prijemnih stanica B; jo§ 30-25=5 i
B3 jo§ 60-20=40 jedinica robe. Takode, Cetvrta prijemna stanica B4 je zadovoljena, tako da je
ponuda otpremne stanice A, jo§ 50-45=5 jedinica robe. Da se ne bi ispustili iz vida ovi podaci
upisaée Se u pomoc¢nom redu i pomocénoj koloni pored tabele. Sada se postupak preraspodele
transporta (dostava) nastavlja popunjavanjem polja oznacena sa jednom zvezdicom. Jedino
preostalo polje sa jednom zvezdicom, koje se moze popunjavati, je polje X2, §to je prikazano u
tabeli 2.12.51. Kako je:

Co=4=minc;, i=1,1=3, j=#4,
upisuje se u polje:
X22 = min{50-45, 35} = min{5, 35} =5
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Tabela 2.12.50. Metod dvojnog prvenstva — odredivanje pocetnog resenja

PS B1 B2 Bs B4
0S 170 30 35 60 45
8 10 4 ** 5
A1 20 @
6 4 * |7 3 **
Az 50 @ 5
*%*
As 25 5 @ 8 9 6
*
A 75 11 9 10 8
5 40
Tabela 2.12.51. Metod dvojnog prvenstva — odredivanje pocetnog resenja
PS B1 B2 Bs B4
0S 170 30 35 60 45
8 10 4 ** 5
As 20 (2°®
6 4 * |7 3 **
Ao | 50 © @/
As 25 > @ g Y g
A 75 11 9 10 8
5 30 40

Ovim je iscrpljena druga otpremna stanica A, pa se naznac¢ena koli¢ina robe desno od tabele
precrtava, a u drugoj koloni se upisuje preostali kapacitet prijemne stanice B», koja iznosi jo§ 35-
5=30. Preostaje jo§ da se raspodeli roba iz Cetvrte otpremne stanice. Preraspodela robe Cetvrte
otpremne stanice A4 obavice se na sledeéi nacin:

Xa2 = min{75-5, 35-5} = 30;
Xa3 = min{75-5-30, 60-20} = min{40,40} = 40;
Xa1 = min{75, 30-25}= 5.
Kompletno uradeno pocetno reSenje za transportni zadatak, koriste¢i metodu dvojnog
prvenstva, prikazano je u tabeli 2.12.52.

Tabela 2.12.52. Metod dvojnog prvenstva — konacno pocetno resenje

PS B1 B2 Bs B4

0S 170 30 35 60 45
As 20 8 10 4 *22_(» 5

6 4 * 7 3 **
Ao | 50 © @/
Az 25 e *62.@ 8 9 6

11 9 10 8 *

A A0 A0
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Ukupni troskovi prema dobijenom bazi¢nom planu prevoZenja jednaki su:

F(Xo)=420 + 45+ 3:45+5-25 + 11:5 + 9-30 + 10-40 = 1085 n .

2.12.3. Odredivanje optimalnog reSenja

Sve metode reSavanja transportnog zadatka proveravaju najpre da li je
pocetno bazi¢no reSenje optimalno ili nije. Ukoliko pocetno bazi¢no resenje nije
optimalno, svaki od ovih metoda pokazuje kako se prelazi na bolje bazi¢no resenje,
tj. na bazi¢no resSenje koje obezbeduje smanjenje troskova prevoza.

2.12.3.1. Metod raspodele

Ovaj metod je nastao u Americi krajem 40-tih godina i sa svojim
modifikacijama jedan je od najjednostavnijih metoda za rucno reSavanje
transportnog zadatka.

Ovaj metod bic¢e prikazan na primeru u kome je dijagonalnim metodom
odredeno pocetno bazi€no reSenje, tabela 2.12.53. To bazi¢no reSenje je
nedegenerisano i ima m + n-1 = 4+5-1 = 8 pozitivnih bazi¢nih promenljivih.
Ukupni tro§kovi prevoza po ovom prvom bazi¢nom resenju jednaki su F1 = 870 n.j.

Tabela 2.12.53. Pocetno resenje TP odredeno dijagonalnim metodom

PS Bl Bz B3 B4 BS

0S 100 13 24 15 21 27

5 12 1 4 13
A | 36 ® 3)

7 8 14 6 5
o | % @ ® @

15 4 2 7 9
As | 29 1)
A 12 6 11 5 16 3 @

Provera optimalnosti dobijenog pocetnog reSenja, tj. da li je dobijeni bazi¢ni
plan optimalan, radi se na slede¢i naCin. Za svako polje tabele, u kome cena nije
opisana kruzi¢em, formiraju se tzv. lanci. Lanac predstavlja zatvoreni poligon u
¢ijem je jednom temenu cena polja, za koje se lanac formira, dok su na ostalim
temenima poligona cene sa kruzi¢ima. Cena posmatranog polja opisana je
kvadrati¢ima u lancu. Svi uglovi lanca su pravi. Broj temena svakog lanca je paran
1 najmanje jednak 4, a najviSe m+n. Za svako polje tabele bez kruzi¢a (nebazna
polja) moze da se formira jedan i samo jedan lanac. Sa leve gornje strane lanca
stavlja se uvek oznaka polja za koje se lanac formira. KonstruiSu se lanci za sva
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nebazna polja tabele (polja gde nema kruzi¢a). Za polje (1,3) lanac je oblika kao na
slici 2.12.3.

(13)
" |
+8 -14

Slika 2.12.3. Lanac za polje 1,3

Ispred cene u kvadrati¢u stavlja se znak +, a ispred cene u lancu (krecucéi se u
proizvoljnu stranu lanca od kvadrati¢a) znak —, zatim +, itd.

Znaci se menjaju naizmeni¢no ispred cena u temenima lanca. Sve cene u
temenima jednog lanca se sabiraju uzimajuci u obzir i stavljene znake. Dobijeni
zbir se naziva karakteristika lanca. Ona se piSe ispod oznake polja za koje je lanac
formiran (dole levo). Karakteristika lanca za polje (1,3) je:

ks=1-12+8-14=-17

Lanci 1 njihove karakteristike za ostala polja neoznacena kruzi¢ima
predstavljeni su slikama od 2.12.4. do 2.12.8.

21) (3.2

o [—@) 1

5 |
L

Slika 2.12.4. Lanac za polja 2,1i 3,2

1 (38—Ce)
s ()—(o) é o

Slika 2.12.5. Lanac zapolja 1,41 1,5
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@1
(2,5

D

3 9

o

13 |+15)

>

Slika 2.12.6. Lanac za polja 2,51 3,1

33 (49

Slika 2.12.7. Lanac za polja 3,31 4,4

(4.2}

+5 -3

Slika 2.12.8. Lanac za polja 4,1, 4,214,3

Da bi se ustanovila optimalnost po¢etnog baznog plana, ispituju Se promene
cena prevoza ako se u proizvoljno polje, neoznaceno kruzi¢em, unese jedini¢na
dostava. Pri tome treba voditi racuna da jedinice robe za prevoz po vrstama budu
jednaki moguénostima otpremnih stanica, a zbirovi po kolonama jednaki
potrebama prijemnih stanica. Tako, na primer, uvode¢i jedini¢nu dostavu u polje
(1,3) (x13 = 1) obavezno je da se umanji za jedinicu neka druga dostava koja se
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otprema iz stanice Ay, a takode da se umanji za jedinicu i dostava trecoj prijemnoyj
stanici od drugih otpremnih stanica. U konkretnom slu¢aju umanjuju se dostave u
poljima (1,2) i (2,3). Ocigledno, smanjenje za jedinicu u polju (2,3) dovodi do
uvecanja za jedinicu robe u polju (1,3), ali sada druga stanica B> prima jedinicu
robe manje. U otpremnoj stanici Az nasao se viSak od jedne jedinice, pa se dostava
povecava za jedinicu u polju (2,2). Pri tome, dostava se smanjila za jedinicu u polju
¢ije su cene oznacene sa —, a povecavala se u poljima €ije su cene oznacene sa +.

Znaci, lanac pokazuje polja u kojima mora da se izvrSi izmena bazi¢nih
promenljivih, ako se preko polja bez kruzi¢a uvede dostava od otpremne do
odgovarajuce prijemne stanice. U daljem tekstu se razmatra kakav uticaj na cenu
prevozenja imaju ovakve izmene u dostavama. Na primer, ukoliko se uvede
jedinica robe za prevoz u polje (1,3), ukupna cena prevoza se povecava za jednu
novéanu jedinicu (jer je C13=1 ). Zatim, ona se povecava jo$ za 8, jer se dodaje
jedinica robe u polju (2,2), ali se smanjuje za 12 i 14 novcanih jedinica zbog
oduzimanja jedne jedinice robe u poljima (1,2) i (2,3). Prema tome, procena iznosi:
1-14+8-12=-17.

Broj —17 je, dakle, karakteristika lanca za polje (1,3) i pokazuje koliko se
novcanih jedinica ustedi ako se uvede jedini¢na dostava u polje (1,3). Ukupno je 6

negativnih karakteristika lanaca za polja gde nema kruZzica, kao §to je prikazano u

tabeli 2.12.54.
Tabela 2.12.54. Odredivanje karakteristika lanaca

PS B: B, Bs B4 Bs
0S | 100 13 24 15 21 27
A 36@>13@9231 4 -6 . il
R & 1 9 15 ) 0 B
A2 | P 13 * -5 i -13 @ 14 @ 15
SEIN I &) 12

Zakljucuje se da pojava najmanje jedne negativne karakteristike pokazuje da
bazi¢ni plan nije optimalan. Polje (1,3) ima najmanju od negativnih karakteristika
(-17) pa znac¢i da promena po lancu polja (1,3) najviS§e umanjuje ukupnu cenu
prevoza po jedinici robe. Zato ¢e se u polje (1,3) staviti najve¢a moguéa dostava;
ona je jednaka najmanjoj od dostava u poljima sa negativnim cenama. U nasem
slu¢aju 15 jedinica robe se oduzme od dostava polja (1,2) i (2,3) (15=min{15,23}) i
dodaje se dostavama u poljima (1,3) i (2,2). Tako se dobija novi bazi¢ni plan
prevoza. On ¢e biti bolji od pocetnog bazi¢nog polja, jer ¢e se ukupni troskovi
prevoza smanjiti za 15-17 = 255 novcanih jedinica, tj. troskovi prevoza prema
drugom bazi¢nom planu su: F> = 870 — 255 = 615 n.j. (nov¢anih jedinica). Drugi
bazi¢ni plan (pocetno reSenje nakon prve iteracije) dat je u tabeli 2.12.55.
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Tabela 2.12.55. Drugo bazicno resenje

PS B B, Bs B4 Bs
oS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
SER2 13 & 8 O 15
7 e
15 4 2 (7 9
A | 12 |© 11 5 16 @ "

Isti postupak provere optimalnosti bazicnog plana se primenjuje i u narednom
koraku. Lanci polja bez kruzi¢a se lako uocavaju. Vrednosti karakteristika lanaca
iznose:

ku= 4-12+8-6 = -6 kis=13-12+8-6+7-9= 1
ko1= 7-5+12-8 = 6, kos= 14-8+12-1 =15,  kzs= 5-6+7-9 = -3,
kai= 15-7+6-8+12-5 = 13, ka2 = 4-7+6-8 = -5, ka3 = 2-1+12-8+6-7=4,

k41= 6-5+12-8+6-7+9-3 = 10, kso=11-8+6-7+9-3 =8, kas=16-7+9-3 =15
Posebno je zanimljiv lanac polja (4,3), koji je prikazan na slici 11-10.

43)

4 (D—=)

+5 -3

Slika 2.12.9. Lanac za polje 4,4

Tabela 2.12.56. prikazuje karakteristike lanaca za nebazna polja posle prve
iteracije.

Najmanja negativna karakteristika odgovara lancu polja (1,4). Karakteristika
lanca ovog polja je kis = 4-6 +8-12 = —6. Kako je x14=7=min{7,8},ovu koli¢ina
robe se oduzima od dostava u poljima sa negativnim cenama i dodaje se dostavama
u poljima sa pozitivnim cenama u temenima lanca tog polja. Ukupno smanjenje
troskova prevoza za tre¢e bazi¢no reSenje iznosi 7-6 = 42 novcane jedinice, pa su
ukupni troskovi prevoza prema tre¢em bazicnom planu (nakon druge iteracije):
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F3s = F2— 67 =615 - 42 = 573 novc¢ane jedinice. Treci bazi¢ni plan (pocetno
reSenje nakon druge iteracije) dat je u tabeli 2.12.57.

Tabela 2.12.56. Odredivanje karakteristika Tabela 2.12.57. Treée bazicno resenje
lanaca drugog bazicnog resenja
PS | B1 | Bo | Bs | Ba | Bs PS | B: | B Bs | Bs | Bs
OS|100| 13 | 24 | 15 | 21 | 27 OS|100| 13 | 24 | 15 | 21 | 27
4
A 36 () [@ (W 1413 A 36@@@@13
13| 8| 15 1 3| 1[15[ 7
Ao | 23 766 1115337 ‘5 w2 | 3 i
5 |4 |2 @ @ A | 29 |18 |4 |2 @ ©)
A | 2017 13| 5| aTa 16 i S 164 15
6 |11 |5 |16 A | 12 @
Al 12070 gl 18] 15 ®2 2
Sada se dobijaju sledece karakteristike lanaca:
kis=13-4+7-9 =7, ko1= 7-5+12-8 = 6, ko3 = 14-1+12-8 = 17,
ko4 = 6-4+12-8 = 6, kos = 5-8+12-4+7-9 = 3, Kka31= 15-7+4-5 =7,
k3p = 4-12+4-7 = -11, kzz=2-7+4-1 =6, ka1= 12-3+9-7+4-5 = 4,

Kap=11-349-7+4-12 =2, kaz=5-3+9-7+4-1 =7, Kas= 16-3+9-7 = 15,

Kako je karakteristika lanca za polje (3,2) najmanja negativna karakteristika
ksz =4-7+4-12 = —11, to je potrebno da se izvrSi izmena dostava po ovom lancu.
Sada je xz2= min{14, 1}=1. Cetvrti bazi¢ni plan (pocetno reSenje nakon trece
iteracije) dat je u tabeli 2.12.58.

Ukupni troskovi prevoza po ovom planu prevozZenja su: Fs=F3-11-1=573-
11=562 novcane jedinice. Najmanju negativnu karakteristiku u ovom bazi¢nom
planu ima lanac polja (2,5): kos = 5-8+4-9 = —8. Kako je: x25 = 15 = min{xss, X22},
dobija se da je funkcija cilja: Fs=Fs-15-8=562-120=442 n.j. Peti bazi¢ni plan
(pocetno resenje nakon Cetvrte iteracije) dat je u tabeli 2.12.59.

Tabela 2.12.58. Cetvrto bazicno resenje Tabela 2.12.59. Peto bazicno resenje

PS| Bi | Bo | Bs | Bs | Bs PS| Bi | B, | Bs | Bs | Bs

0S [ 100 @1)3 12;4 15 @2>1 1237 OS|100| 13 | 24 | 15 | 21 | 27
A | 36 13 15 8 A | 36 @3 12 315 @8 13
7 14 |6 5
15 2 7 9
6 11 |5 16 : =
Ay 12 @2 As | 12 6 1 E 16 @2
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Najmanja negativna karakteristika u petom bazi¢nom planu ima lanac polja
(2,4): kos= 6-7+4-8=-5. Kako je x24 = min{X22, X34}= 8, to su troSkovi prevoza po
Sestom bazi¢nom planu (nakon pete iteracije) jednaki: Fe = F5 — 5-8 = 442-40=402.
Sesti bazi¢ni plan (podetno resenje nakon pete iteracije) dat je u tabeli 2.12.60.

Najmanju negativnu karakteristiku u Sestom bazi¢nom planu ima lanac polja
(3,3): kaz=2—-7+4-1 = -2, pa kako je x33 = min{Xas, X13} = 5, to su ukupni troskovi
prevoza: F7= Fs —2-5= 402-10= 392 n.j. Sedmi bazi¢ni plan dat je u tabeli 2.12.61.

Tabela 2.12.60. Sesto bazicno resenje Tabela 2.12.61. Sedmo bazicno resenje — prvi
optimalni plan

PS | B; B> Bs Bs PS | B: B, Bs Ba Bs

OS|[100] 13 | 24 | 15 27 OS|100] 13 | 24 | 15 | 21 | 27

NEIONEO) B llalss® ]2 O @ |3

ICCHC St

13 15 13 10 |13
A | 23 7 8 14 @5 a3 |7 8 14 @8 (5_)15
As | 20 | B ©4 2 g As | 29 | 12 @4 @5 (N

A4126 11 |5 16®2A4126 11 |5 16@)1

2

Kako su sve karakteristike lanaca polja bez kruzi¢a pozitivne, to znaci da je
plan prevoza optimalan. Na taj na¢in minimalni troskovi prevoza su: Fmin = F7 =
392 n.j. Polje (2,1) u poslednjoj tabeli ima karakteristiku koja je 0, pa ako se po
lancu polja izvr$i maksimalno moguc¢a zamena dostava, (X212 = min{xzs, X11} = 8)),
to se ukupna cena prevoza (Fmin =392) nece promeniti. To znac¢i da zadatak ima
dva optimalna plana. Drugi optimalni plan je prikazan u tabeli 2.12.62.

Tabela 2.12.62. Drugi optimalni plan

PS B: B> Bs; B4 Bs
oS | 100 13 24 15 21 27
12 1 4 13
A | 36 @ . O - O A
A | 23 (D : 8 14 6 (5 5
As | 29 | TP (4 9y (2 . ! 9
A 5 |8 11 5 16 :é) "
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2.12.3.2. Metod koeficijenata - potencijala

Metod koeficijenata predstavlja uproséeni metod raspodele koji je razvio
americki matematicar Dantzig. Ovde ne treba konstruisati lance za sva polja
neobelezena kruzi¢ima, jer se pomocu “koeficijenata” vrsta i kolona neposredno
dobijaju lanci sa negativnim karakteristikama. Provera optimalnosti bazi¢nog plana
izvodi se samo pomocu koeficijenata vrsta i kolona. Ti koeficijenti se biraju tako da
njihov zbir bude jednak ceni u kruzi¢u polja koje se nalazi u preseku vrste i kolone
Ciji se koeficijenti sabiraju, tj. ako se od cene u kruziéu oduzmu koeficijenti
posmatrane vrste, dobijaju se koeficijenti odgovaraju¢e kolone i obrnuto.
Koeficijenti mogu biti pozitivni, negativni ili jednaki nuli.

Postupak za nalaZenje optimalnog reSenja pomoc¢u metoda koeficijenata ima
slede¢i tok:

1) Pocetni program (reSenje) se odredi po nekom od razradenih postupaka.

2) Za angazovane rute u poc¢etnom baznom resenju (polja optere¢ena pozitivnim
komponentama pocetnog reSenja) formira se tabela jedini¢nih troskova
transporta cij.

3) Svakom redu i svakoj koloni matrice troskova se dodeljuje po jedan pozitivan
broj — potencijal ili simpleksni multiplikator. Potencijali redova su u; (i=1, 2,...,
m), a potencijali kolona su v; (j=1, 2,..., n). Potencijali uj i vj se biraju tako da je
njihova suma jednaka odgovarajucoj vrednosti troSka angazovane rute Cij,
odnosno:

Ui + Vj = Cjj (2.12.16.)

pri ¢emu indeksi (i, j) oznacavaju optereceno polje u matrici troskova. Obzirom
na to da u trenutku odredivanja vrednosti potencijala uj i Vvj postoji (n+m)
nepoznatih potencijala, a (n+m-1) opterecenih polja, odnosno jednacina, jednoj
nepoznatoj se moze dati proizvoljna vrednost. Obi¢no se potencijal prvog reda
Up izjednacava sa nulom, a ostale vrednosti potencijala jednoznacno se
izraCunavaju iz jednacine Ui + Vj = Cjj. U praksi se sree slucaj da se, zbog
nedostatka jedne nepoznate, potencijalu koji se najveci broj puta pojavljuje u
sistem jednacina dodeljuje vrednost nula.

4) Nakon utvrdivanja vrednosti za potencijale U;j i Vj izraGunavaju se vrednosti ¢ ’jj
za prazna polja u matrici troSkova prema obrascu:

cliip = Uity (2.12.17))

5) Vrednosti ¢’ij se uporeduju s vrednostima odgovarajucih troskova Cij u pocetnoj
tabeli troSkova. Ako su za sva polja prvobitni troskovi Cij veci ili jednaki od
dobijenih odgovarajucih troskova c’ij, onda je dobijeno reSenje optimalno i ne
moze se dalje poboljsavati. Polja kod kojih je zadovoljen uslov ¢’ij — cij >0
pruzaju mogucénost formiranja boljeg reSenja. Kriterijum za izbor polja cija
komponenta vektora X ulazi u bazu je:

max[(c’ij — Cij ) > 0]. (2.12.18))
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6)

Da se postojeca ravnoteza pocetnog resenja po redovima i kolonama (ravnoteza
ponude i potraznje) ne bi poremetila, postupak uvodenja nove komponente Xrk
na mestu sa najvecom razlikom c’ij — cij > 0 i izlaska iz baze neke od
komponenata prvobitnog reSenja mora biti izveden unutar jednog
mnogougaonika koji se dobija zamisSljenim kretanjem topa u Sahu.

Poc¢inje se od polja (r,k), uz mogucéa skretanja samo na angazovanim
(optere¢enim poljima). Mnogougaonik se zavrSava u posmatranom polju (r, k),
zahvativ§i manji ili ve¢i broj angazovanih polja, odnosno komponenata Xj
pocetnog resenja. Temena dobijenog mnogougaonika se oznacavaju
naizmenicno sa (+) i (-), pri ¢emu je teme (r, K) oznaceno sa (+) jer se u to polje
dovodi odredena (maksimalno moguca) koli¢ina tereta. Medu koliCinama sa
negativnim temenima izdvaja se najmanja i dodaje koli¢inama ¢ija su temena sa
znakom (+), a oduzima od koli¢ina ¢ija su temena sa znakom ().

Rezultat je promena koli¢ina na zahva¢enim temenima, ali je pri tome
najvaznije da je izabrano polje (r, k) dobilo koli¢inu koja je cirkulisala kroz
mnogougaonik, a teme ¢ija je koli¢ina cirkulisala ostalo je bez opterecenja,
odnosno ispalo je iz programa. Na opisani nafin se moze za svako nepopunjeno
polje konstruisati samo jedan jedini mnogougaonik.

Sa novodobijenim baznim reSenjem se postupa prema koracima 2), 3), 4) 1 5) i
postupak se ponavlja sve dok se u nekom ponovljenom koraku 5) ne utvrdi da
ne postoji nijedno polje sa ¢’ij — cij >0. To je znak da je dobijeno optimalno
resenje.

Primer 2.12.4. Za odredivanje optimalnog reSenja metodom potencijala koriste se polazni

podaci kao u tabeli 2.12.63. To su podaci iz primera koji su kori$¢eni za odredivanje pocetnog
reSenja kod metoda Vogel-Kordinog postupka.

1)

Tabela 2.12.63. Pocetni podaci za primer uraden Vogel-Kordinim postupkom

PS B1 B> Bs B4 Bs
0S 117 17 21 41 14 24
AL 25 10 8 9 6 5
Ao 32 5 6 4 3 8
As 40 9 7 5 4 3
A 20 14 10 8 8 8

Resenje.
Za pocetno resenje izabracemo resenje koje je dobijeno metodom severozapadnog ugla, kao §to
je prikazano u tabeli 2.12.64. Dobijeno je nedegenerisano reSenje X={17,8,13,19,22,14,4, 20} sa
ta¢no (n+m-1) = 8 nenegativnih komponenata vektora X. Tro$kovi transporta prema dobijenom
reSenju iznose: F(xo)=10-17+ 8-:8+ 6-13+ 4:19+ 5:22+ 4-14+ 3-4+ 820 = 726 n.j.
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Tabela 2.12.64. Pocetno resenje dobijeno metodom severozapadnog ugla

PS B B- Bs Ba Bs
0Ss 117 17 21 41 14 24
AL 25 10 . 8 ; 9 6 5
Ao 32 5 6 i 4 " 3 8
As 40 9 7 5 ” 4 " 3 .
A 20 14 10 8 8 8 2

2) U tabeli 2.12.65. dati su troskovi za polja koja su angaZovana u poéetnom programu. Ti troskovi
cij su zaokruceni kako bi se razlikovali od troskova c’jj koji se dobijaju sabiranjem odgovarajuéih
potencijala uii vj.

Tabela 2.12.65. Troskovi za pocetno resenje
PS Bi1 B2 Bs B4 Bs Ui
0Ss | 117 17 21 41 14 24

Al s (@ (8) 6 . “ 0
A | 32 |8 (&) ¢) |3 2 2

+3
As | 40 |9 7 & 1© B |4
14 12 10 9 8
As | 20 +2 +2 +1 © 4
¥ 10 8 6 5 2

3) Potencijali se odreduju tako S$to se stavi da je u1=0, a zatim se rauna: V1=C11-U1=10; V,=C12-U1 =
8 i tako redom dok se ne odrede svi potencijali.

4) Vrednosti ¢’ za neangazovana polja (nebazna polja) raCunaju se prema izrazu: ¢ =Ui+Vj, Npr.
C21=10+2= 8; c3:=10+1=9.

5) Primenom Kriterijuma max/(c’ij — ij)> 6] bira se polje za ulazak u bazu. Uslov zadovoljava polje
(a2,b1) sa vrednoscu ¢’21= 8 i u to polje treba dovesti koli¢inu 6=13 koja predstavlja minimalnu
koli¢inu na negativnim temenima mnogougaonika. U tabeli 2.12.66. izvrSeno je poboljSanje
pocetnog programa tako $to je polju (az,bi1) dodeljena vrednost 8 =13 a polje (az,b2) ostaje bez 13
jedinica tezine robe i ono napusta bazu. Koli¢ina robe u poljima (ai,b1) i (a2,b2) je x11=4 i x1,=21
jedinica tezine, kao $to je prikazano u tabeli 2.12.66.

Tabela 2.12.66. Troskovi nakon prvog poboljsanja

PS B1 B> Bs B4 Bs Ui
oS 117 17 21 41 14 24
a | 25 (9 _ﬁva oA > 4 0
8 [+0 ([ 6 -0 (|4 3 2
Az 32 v 13 \) 0 U 19 -2
9 7 4 (3
14 12 10 9 (8)
As 20 20 4
Vj 10 8 6 5 4
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6) Ponavljanjem koraka 2), 3), 4) i 5) dobija se novo bazno resenje, kao §to je prikazano u tabeli
2.12.67.

Tabela 2.12.67. Troskovi nakon drugog poboljsanja

PS B1 B> Bs B4 Bs Ui
os | 117 17 21 41 14 24
(10 -0 (8) 9 8 +0 |7
A1 25 l 0 o1 Ay 0
4
R O) #27 3 @) b 3 2 5
A | 40 |® 4 DENOEXNO) 4
26 10 4
11 9 10V 9 8
—
As 20 O 20 1
Vi 10 8 8 8 7

Nakon ponovljene celokupne procedure (ponavljanje koraka 2, 3, 4 i 5) dobija se novo bazno
reSenje, kao Sto je prikazano u tabeli 2.12.68.

Tabela 2.12.68. Troskovi nakon tre¢eg poboljsanja

PS B1 B2 Bs Ba Bs Ui
os | 117 17 21 41 14 24
8 8 7 6 5
A 25 P \) 21 N () 4 0
A 32 ) 5 4/ 3 2 3
17 —~ 15 |~ ~
6 6 5 01\ ) 3y +0
As | 40 4 6 10 | 24| 2
11 11 10 [+0 |9 @ l-e
As 20 ) ol 3
Vi 8 8 7 6 5

Vrednosti potencijala i veli¢ina ¢ jj dobijene u sledecoj iteraciji date su u tabeli 2.12.69.

Tabela 2.12.69. Troskovi u cetvrtoj iteraciji

PS B1 B> Bs B4 Bs Ui
0S 117 17 21 41 14 24
8 8 7 6 5
A1 25 21 4 0
5 4 4 3 2
Az 32 17 15 -3
6 6 5 4 3
Az 40 6 10 24 -2
9 9 8 7 6
As 20 20 1
Vj 8 8 7 6 5

Kako nijedno polje ne zadovoljava kriterijum za ulazak u bazu, to znaci da je dobijeno reSenje
optimalno. Vrednost dobijenog optimalnog resenja jednaka je:
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F(x1) =17-5+21-8+ 15-4+6-5+20-8+4-6+ 10-4+24-3 = 639 nov<¢anih jedinica
Usteda koja je postignuta u odnosu na pocetno reSenje, koje je dobijeno metodom
severozapadnog ugla, je:
AF = F(x0) - F(x1) = 726 — 639 = 87 nov&anih jedinica

Primer 2.12.5. Za transportni zadatak koji je postavljen u tabeli 2.12.70. bazi¢no resenje je
odredeno metodom najmanje jedini¢ne cene u matrici.

Tabela 2.12.70. Pocetno resenje problema transporta
PS B:1 B2 Bs Ui
0s 400 140 100 160 kv

A | 90 |? J (2) 50| O
Az | 200 @ 3o®100;5) 70| 3

As 110 @ 0 8 2

Vi kk 1 -2 2

U tabeli 11-72 sa kk oznac¢avaju se koeficijenti kolona, a sa kv koeficijenti vrste. Najpre ¢e se

za koeficijent vrste u; odrediti vrednost nula, tj. u;=0. Ostale koeficijente vrsta i kolona se odreduju
pomocu izraza:

Cij= Uity
koji vazi za sve cene oznacene kruzi¢ima u kojima vazi X;; > 0. Na taj nacin se dobija:
Ciz=U1+Vs = V3=Ciz—uU1=2-0=2
C3=U2+Vs = Up=Cp—-V3=5-2=3
Co=U2+V, = Vr=Cxp—U=1-3=-2
Cx1=U2+Vi = Vi=Cau—U=4-3=1
Caa=U3z+Vi = Us=Cu—-V1=3-1=2
Provera optimalnosti plana kod ovog metoda zasniva se na sledecoj teoremi:

Teorema 2.12.4. Ako je za sva bazi¢na polja plana ispunjeno:
Cij= UitV

(2.12.19.)
a za slobodna polja

Cij = UitV (2.12.20.)
onda je bazi¢ni plan optimalan.

Dokaz: Oznac¢imo sa {xijj} plan prevoza i sistem koeficijenata vrsta i kolona
sa (Ui, vj). Ukupni tros§kovi prevoza su:

m n m n
F=22.6 % =2 2 (U +v))x,
i=l j=1 i1 j=L
Za plan {xij} ovi troskovi glase:

F'=22 G %

i=1 j=1
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Promenljive X'ij se u nekim poljima poklapaju sa xij iz plana {xi;} ali su zato u
nekim poljima gde su xij = 0, one pozitivne.

U poljima gde se x;j i X'jj poklapaju ispunjeno je ui + vj = Cij, a u poljima gde je
xij= 0, X'ij> 0 ispunjeno je u; + v;j < cij pa sledi:

m n m n m n
FI:ZZCU xij'ZZZ(ui +vj)xij'2 Z:Z:(ui +vj)xij =F
i=l j=1 i=l j=1 i=l j=1

Sto znaci da se izmenom plana {Xjj} troSkovi prevoza ne mogu umanjiti tj. plan {xij}
sa koeficijentima koji zadovoljavaju uslove (2.12.16.) i (2.12.17.) daju optimalan
plan.

Sada kriterijum optimalnosti glasi: Ako su razlike A = cij — (Ui + vj)
nenegativne za nebazi¢na polja, onda je bazi¢ni plan optimalan.

Moze se joS pokazati da su ove razlike jednake karakteristikama lanaca polja
sa neozna¢enim cenama. Konkretno lanac polja na primer (3,2) ima oblik koji je

dat na slici 2.12.10.
O ™

P P

Slika 2.12.10. Lanac za polje 3,2

k32 = Cs2- (Uz + v2) = 6- (2-2) = 6.
Izracunavaju se sve karakteristike nebazi¢nih polja:
kip=2-1-0=1
kip=5+2-0=7
k3p=6+2-2=6
ks3=8-2-2=4
U naSem primeru ne javlja se nijedna negativna karakteristika, Sto govori da
je dobijeni bazi¢ni plan, metodom najmanjih jedini¢nih cena u matrici, optimalan.
Bazic¢ni plan se moze poboljSavati sve dok se pojavljuje makar jedna negativna
karakteristika.

Ukupna cena prevozenja u nasem primeru je:
Fmin=2-90 + 4.-30 + 1-100 + 5-70 + 3:110 = 1080 n.j.
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2.12.3.3. ReSavanje transportnog problema pomocu
programskih paketa

U daljem tekstu, na konkretnim primerima, bi¢e objasnjeni postupci
reSavanja transportnog problema. Pri tome, koristic¢e se slede¢i programski paketi:
LINDO, LINGO i QM for Windows.

Primer 2.12.6. Robu iz &etiri skladista S; (i=1, 2, 3, 4) potrebno je dostaviti u tri preduzeca P;
(1=1, 2, 3). Koli¢ina robe u skladistima (izvorima), potrebna koli¢ina u preduzeé¢ima (ponorima) i
cena transporta jedinice robe iz odredenog skladista u odredeno preduzeée dati su u tabeli 2.12.71.
Potrebno je resiti zadatak kori$¢enjem LINDO programskog paketa.

Tabela 2.12.71. Pocetni podaci transportnog problema

Preduzeca P1 P2 Ps
Skladista (140) (35) (105)
S1 (70) 50 60 0
Sz (105) 40 20 15
Ss (70) 30 45 20
Ss (35) 35 40 25

Resenje: Optimalno resenje transportnog problema koris¢enjem LINDO programskog paketa
se dobija tako $to se najpre, za postavljeni problem, napise matematicki model.

Funkcija cilja je:
min F(X) = 50X11+60X12+40X21+20X22+15X23+30X31+45X32+20X33+35X41+40X4a2+25Xa3
Ogranicenja po redovima su:

X11+X12+X13= 70
X21+X22+X23=105
X31+Xa2+X3s= 70
Xa1+Xa2+X43= 35

Ogranicenja po kolonama su:

X11+X21+X31+X41=140
X12+X22+X32+X42= 35
X13+X23+X33+X43=105

Ovako formulisan matemati¢ki model problema potrebno je upisati u radni prostor
programskog paketa LINDO, na slede¢i nacin:

MIN 50x114+60x12+40x21+20x22+15x23+30x31+45x32+20x33+35x41+40x42+25x43
SUBJECT TO

x11+x12+x13=70

X21+x22+x23=105

Xx31+x32+x33=70

x41+x42+x43=35

x11+x21+x31+x41=140

X12+x22+x32+x42=35

x13+x23+x33+x43=105

END

Izgled ekrana sa postavkom za reSavanje transportnog zadatka, dat je na slici 2.12.11.
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% LINDO - [<untitled>] =13
P& File Edit Solve Reports Window Help -8 X

D= E&@ ouelvxelEi] e RAR &ED 2

|Funkcija cilja izglrda:
MINS0x11+60x12+40x21+20x224+15%23+30x31+45x232+20x33+35x41+40x42+25x43
SUBJECT TO =
I0granicenja po redovima su:

=1l+x12+x13=70

®21+x22+x23=105

x3I1+x32+x33=70

x41+xd2+x43=35

|0granicenja po kolonama su:

x1l+x21l+x31+x41=140

xl2+x22+x32+x42=35

®13+x23+x33+x43=105%

END

Slika 2.12.11. Izgled postavljenog TP u LINDO programu

Izborom opcije Solve, ili preko ikone Solve, dobija se resenje slede¢im redom:

- Prvo se otvara dijalog prozor, slika 2.12.12., gde izborom opcije Yes potvrduje da se Zeli i
postoptimalna analiza resenja.

- Zatim se dobij prikaz stanja LINDO resavacda, slika 2.12.13., na kome vidi da je reSenje
optimalno, dobijeno u 6 iteracija, da je nepodesnost (Infeasibility) modela 0, da je vrednost
funkcije cilja (minimum) 5950, dok se ostali parametri odnose na celobrojno programiranje
(Integer Programmng), koji imaju oznaku N/A — Not Available, obzirom na to da celobrojno
programiranje nije koris¢eno.

- Zatvaranjem ovog prozora, moze Se pogledati resenje, koje je dato u Reports Window, kao §to je
prikazano slikom 2.12.14.

=

-
x| LINDO Solver Status [X]
BopleE i — Optirizer Status
Status: Cptimal
e Status: Optimal
Iterations: =
L Iterations: b
Infeasibility: &
Infeasibility: 0
Objective: 54950
Best IP: Hrd
IF Bound: Hod
Branches: Hoh
Elapzed Time: 00:00:00
Update Interval:
Interrupt Solver | Close | Update Intersval: I‘I
Interrupt Solyver | &

Slika 2.12.12. Dijalog prozor sa upitom za
postoptimalnu analizu Slika 2.12.13. Status LINDO reSavaca
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25 LINDO - [Reports Window] M[=E3]
Ml Ele £dt sobe Repors window Hep iR - | x
DleslEE® &lvleeRE =8 S0 2am 2| 2
~
LP OPTIMUM FOUKD AT STEP ]
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 5950.000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
Ii1 0.000000 25.000000
X1z 0.000000 55.000000
Xz21 35.000000 0.000000
X2z 35.000000 0.000000
X23 35.000000 0.000000|
X31 70.000000 0.000000
X3z 0.000000 35.000000
X33 0.000000 15.000000
41 35.000000 000000
X42 0.000000 25.000000
X43 0.000000 15.000000
Xi3 70.000000 0.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
23 0.000000 15.000000
33 0.000000 0.000000
4) 0.000000 10.000000
5 0.000000 5.000000
&) 0.000000 =40.000000
73 0.000000 -20.000000
8) 0.000000 =15.000000
NO. ITERATIONS= ] "

Slika 2.12.14. Resenje TP koris¢enjem LINDO programa dato u Reports Window

U prvom redu vse idi da je nadeno optimalno re$enje u Sestom koraku, zatim da je vrednost
funkcije cilja 5950, za vrednosti promenljivih (¢ija su imena navedena u koloni VARIABLE, a
vrednosti u koloni VALUE):

X11 0.000000
X12 0.000000
X13 70.000000
X21 35.000000
X22 35.000000
X23 35.000000
X31 70.000000
X32 0.000000
X33 0.000000
X41 35.000000
X42 0.000000
X43 0.000000

U koloni SLACK OR SURPLUS su date vrednosti dopunskih promenljivih (LINDO Koristi
simplex algoritam reSavanja problema).

Kolona DUAL PRICES (dualne ili cene iz senke) nam govori o tome kako bi se uvodenje
resursa koji nisu u reSenju odrazilo na funkciju cilja, odnosno koliko treba da se plati da bi se uveli
dodatni resursi u reSenje. Ovo su ujedno i vrednosti promenljivih dualnog modela.

Ukoliko je izabrana opcija analize parametara (analiza osetljivosti — senzitivnosti) dobija se
izvestaj o tome, kao §to je prikazano na slici 2.12.15.
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342 | INDO - [Reports Window]

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:

OBJ COEFFICIENT RANGES
VARIABLE CUREENT ALLOWABLE ALLOWABLE

COEF INCREASE DECREASE

{11 50.000000 INFINITY 25.000000

12 60.000000 INFINITY 55.000000

X21 40.000000 25.000000 15.000000

22 20.000000 25.000000 INFINITY

{23 15.000000 15. 000000 25.000000

31 30.000000 15.000000 INFINITY

32 45.000000 INFINITY 35.000000

33 20.000000 INFINITY 15.000000

{41 35.000000 15.000000 INFINITY

42 40.000000 INFINITY 25.000000
{43 25.000000 INFINITY 15.000000 -

13 0.000000 25.000000 INFINITY

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CUREENT ALLOWABLE ALLOWABLE

RHS INCREASE DECREASE

2 70.000000 0.000000 0.000000

3 105 . 000000 0.000000 0.000000

4 70.000000 0.000000 0.000000

S 35.000000 0.000000 0.000000

& 140.000000 0.000000 0.000000

7 35.000000 0.000000 0.000000

8 105.000000 0.000000 0.000000

Slika 2.12.15. Rezultati analize osetljivosti za transportni zadatak

Ova analiza nam govori o intervalu u kome mogu da se menjaju parametri sa desne strane
ograni¢enja (Righthand Side — RHS) i koeficijenti uz promenljive u funkciji cilja (OBJ Coefficient),
a da dobijeno optimalno reSenje ostane nepromenjeno.

Primer 2.12.7. Potrebno je izvrSiti trnsport robe iz dva skladista (S1, Sy) do tri prodavnice
(P1, P2 i P3). Na skladistima se nalaze 40 i 60, a prodavnicama je potrebno 20, 50 i 30 jedinica robe,
respektivno. Troskovi transporta, koli¢ina robe u skladiStima i prodavnicama dati su u tabeli
2.12.72. Potrebno je problem resiti koris¢enjem LINGO programskog paketa.

Tabela 2.12.72. Pocetni podaci za problem transportnog zadatka

SHadiia P1 P Ps Kapacitet
St 5 8 4 40
Potrainja 20 50 30

Resenje: Kod LINGO programa je ovde koriS¢en Help meni u kome se nalaze mnogi reSeni
primeri raznih vrsta zadataka. Put komandi je sledeéi: File—Open— Sample—Widgets. Otvara se
primer reSenog zadatka transportnog problema. Jedino §to treba da se uradi je da se zamene
postojeci podaci (prekucaju) podacima zadatka koji treba da se reSi. Postavka zadatka za reSavanje
transportnog zadatka pomocu LINGO programskog paketa, nakon unosa podataka u model je
prikazano je na slici 2.12.16., a dobijeno resenje na slici 2.12.17.
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24 LINGO - LINGO Model - LINGO EIFX
File Edit LINGO Window Help

DizE|S & =B 2 vee ©

2 LINGO Model - LINGO1

SETS:

SKLADISTE/S1,S2/:CAPACITY;

PRODAVNICA /P1,P2,P3/:DEMAND:

ROUTES (SKLADISTE, PRODAVMNICA) :COST,VOLUME:
END3ETS

!THE OBJECTIVE:
[OBJ] MIN=[SUHM (ROUTES : COST*VOLUME) ;

'THE DEMAND CONSTRATNTS:

AFOR (PRODAVNICA (J) : [DEM]

BSUM (SKLADISTE (I) :VOLUME (I, J))>=
DEMAND (J) ) ;

'THE SUPPLY COMSTRATINTS:

@FOR (SKLADISTE (I) : [SUP]

ASUM (PRODAVNICA (J) : VOLUME (I, J) ) <=
CAPACITY(I));

'HERE ARE THE PARAMETERS;
DATA:

CAPACITY= 40, 60;
DEMAND= 20, 50,30;

COST= 5,8,4,7,3,6;

ENDDATA
End
Ready [ [Cap’ [num MOD [inz, Colz8  [2:09

Slika 2.12.16. Postavka zadatka u LINGO programu

24 LINGO - Selution Report - LINGO1

Gle Edit LINGO Window Help
DilH|E| =@ o= 2 B{e| DxmR BeE 2
Solution Report - LING!

Global optimal solution found at step: 4
Objective wvalue: 390.0000

Variable Value Reduced Cost

CAPACITY( 51) 40.00000 0.0000000

CAPACITY( 52) 60.00000 0.0000000

DEMAND { P1) 20.00000 0.0000000

DEMAND [ PZ) S0.00000 0.0000000

DEMAND [ P3) 30.00000 0.0000000

COST{ 51, P1) 5.000000 0.0000000

COST{ 51, P2) 8.000000 0.0000000

COST{ S1, P3) 4.000000 0.0000000

COST({ Sz, P1) 7.000000 0.0000000

COST( S2, P2) 3.000000 0.0000000

COST{ 52, P3) 6.000000 0.0000000

VOLUME{ 51, P1) 10.00000 0.0000000

VOLUME{ 51, P2) 0.0000000 7.000000

VOLUHE| 51, P3) 30.00000 0.0000000

VOLUHE| 52, P1) 10.00000 0.0000000

VOLUME({ 52, P2) 50.00000 0.0000000

VOLUME({ 52, P3) 0.0000000 0.0000000

Row Slack or Surplus Dual Price

OBJ 390.0000 1.000000

DEH({ P1) 0.0000000 =7.000000

DEM({ P2) 0.0000000 =3.000000

DEH{ P3) 0.0000000 -6.000000

SUP([ 51) 0.0000000 Z.000000

SUP([ s2) 0.0000000 0.0000000

For Help, press F1 [lcopam | [ n,Coll [zl

Slika 2.12.17. Resenje zadatka dobijeno LINGO programom
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U prvom redu vse idi da je nadeno optimalno reSenje u ¢etvrtom koraku, zatim da je vrednost
funkcije cilja 390, za vrednosti promenljivih (¢ija su imena navedena u koloni Volume (S;, Pj), a

vrednosti u koloni VALUE):

X11 10.000000
X12 0.000000
X13 30.000000
X21 10.000000
X22 50.000000
X23 0.000000

Primer 2.12.8. Kod programskog paketa QM for Windows ide se na komandu Module, gde
se za reSavanje transportnog problema bira opcija “Transportation” (slika 2.12.18. Nakon toga se
pokrece program za proraCinavanje ovog zadatka. U meniju “File” bira se opcija “New”, nakon
Cega se pokrece prozor za kreiranje podataka za konkretni transportni zadatak “Create date set for
Transportation”, kao §to je prikazano na slici 2.12.19.

— 1 QM for Windows to accompany Render, Stai

D s

Times New Fome

Ele Edi View | Module Fornat Tools Window Help

Assignment

Braakeven|Cost-Yolume Analysis

Decision Analysis

Forecasting

Game Theory

Goal Programming

Integer Programming
Inventory

Lineat Programming

Markow Analysis

Material Requirements Planning
Mized Integer Pragramming
Metworks

Project Management [PERT/CRH)
Quality Control

Simulation
Statistics

Waiting Lines
Exit QM For Windows

Slika 2.12.18. Ponuda menija “Module” u QM for Windows programu

Creale data set for Transportation

1~ Objective
1 Marimize

7 Minimize

e

tModify default titke

Row names

& Source 1. Source 2. Source 3....
a.b.ocde..

C ABCD.E.

CHliz g b

™ January, Februaty, March, April, ..

" Other

LCancel I

Slika 2.12.19. Prozor za kreiranje podataka za transportni problem

U polju “Number of Sourses” se unosi broj izvora, skladiSa, centara otpreme. U primeru koji
se ovde resava, u pitanju su tri skladista goriva. U polju “Number of Destinations” se upisuje broj
ponora, potrosaca, prijemnih centara. Konkretno u primeru egzistiraju Set jedinice koje ocekuju
transportovano gorivo. Kod opcije “Objective” odabiramo opciju “Minimize” jer je funkcija cilja
minimalna vrednost transportnih tro§kova. Na paletama “Row names” i “Column names” ponudene
su opcije za ispisivanje imena redova i kolona ili data mogucénost da sami kreiramo ime birajuci
opciju “Other”. Nakon potvrde komandom “OK” pojavljuje se tabela za unos podataka za konkretan
transportni problem, slika 2.12.20.
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= QM for Windows - [Data Table]

File Edt Yiew Module Format Tools Help
N ES| %@ 5w @ o -0 @A % W E] 3] r o
Times Mew Floman -2-lB U E=E=0CA-2- -
Objective Starting method Instruction
© Masimize 1| This cell can nat be charged
f. tasinis 4y starting method |
Problem snabdevanja hothene jedinice gorivorm
Jedinica 1| Jedinica 2| Jedinica 3 | Jedinica 4| Jedinica 5| Tedinica SUPPLY
Skladiste 1 7 13 12 15 9 0 30
Skladiste 2 9 8 10 3 12 0 60
Sldadiste 3 11 13 7 1 5 0 60
DEMAND 20 40 25 55 30 40 |
[Transpontation |Data Screen Wovanovie lvan
B print Soreen [ save as Excel file | @ Save as HTML

Slika 2.12.20. Tabela za unoSenje podataka transportnog problema

U tabelu se unose podaci za jedini¢ne transportne troskove, kao Sto je dato u postavci
zadatka. U koloni koja je imenovana kao “Jedinica 6” unose se nule, jer je to vestacka kolona koja
je posledica transportnog problema otvorenog tipa. U zadatku je dato da su kapaciteti ponude veci
od konzumne mo¢i potrosaca.

U koloni “Supply” se upisiju koli¢ine ponude skladista, a u redu “Demand” koli¢ine
potraznje jedinica na terenu. Komandom “Solve” ili tasterom “Enter” daje se nalog za
izraCunavanje. Rezultat se prikazuje tabelarno, slika 2.12.21.

OM for Windows
Ele Edt Wiew Module Format Tools indow Help

DwbWa@ bR FRHE" w/ a2 ™ -B/Bas|\@
Times Mew Foman - 12 - | B F U |

Objecti Starting method

g m;";‘_:l'ia IAny starting method

Transportation Shipments | : : hal
Probletn snabdevanja borbene jedinice gortvom solution ﬂ
Optitnal cost= | Jedinica 1| Jedinica 2| Jedinica 3| Jedinica 4| Jedinica 5| Jedinica 6
$1,125
Shladiste 1 20, 30 40.
Skladiste 2 5 55, |
Skladiste 3 5 25. 30 |
hd
< i | 3|
Transportation ISnIutmn Scieen llnvannvic lvan

JJ% Print Sereen | @l Nesttile | #g Previous file | B save as Bucel file | @ Save asHTML ‘
Slika 2.12.21. Rezultat proracuna programa “QM for Windows”

Glavna opcija za prikazivanje rezultata “Transportation Shipment” se automatski prikazuje
na ekranu. MoZe se uociti da je program izbacio kona¢no reSenje transportnog problema, gde su
prikazane koliCine transportovane robe od tri skladiSta do pet (Sest) jedinica koje se nalaze na
terenu. Takode se moze uociti, u gornjem levom polju vrednost funkcije cilja, tj. minimalnu cenu
transporta, koja je ovde izrazena u dolarima (po “default”-u).

U meniju Window nalazi se ukupno Sest vrsta izvestaja za ovaj transportni problem, kao §to
je prikazano na slici 2.12.22. Pored pomenutog izveStaja za transport robe “Transportation
Shipment”, tu se jo$ nalaze:

Output table #2: Marginal costs (marginalni — kriti¢ni troskovi)
Output table #3: Final solution table (zavrs$na tabela)
Output #4: Iterations (iteracije)
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Output #5: Shipments with costs (troskovi prevoza)
Output #6: Shipping list (spisak otpremljene robe sa cenom)

Fie Edit Wiew Module Format Tooks Window Help

D@ B BE wEd ™ - Baw|B] 3w |[me

Titnes New Fioman -i2-lB2su : -|

Thieer e et =
’72 mi:::‘:: [y starting method ]| Multiple eptimal sol.tions exist

Transportation Shipments

Problem snabdevanja borbene jedinice gotivom solution
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Slika 2.12.22. Kompletan izvestaj iz menija Window

2.12.3.4. Otvoreni model transportnog problema

Otvoreni problemi transporta nastaju kada nije ispunjen uslov da je:

a, =ij (2.12.21)

m
i=1 j=1

U takvim slucajevima neophodno je uvesti fiktivno ishodiste, tj. fiktivno
odrediste.

a) Ukoliko je:

(2.12.22.)

0
v
7

i-1 i=1

uvodi se fiktivno odrediste Bn+1 sa zahtevanom koli¢inom:
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m n
by =Y.a—->.b (2.12.23)
i=1 j=1
Troskovi transporta iz ishodista u fiktivno odrediSte su nula, tj:
Cint1 = 0; 1<i<m (2.12.24))
b) Ukoliko je:
Ya <) b (2.12.25)
i=1 j=1
uvodi se fiktivno ishodiste Am+1 sa ponudom od:
=203 (2.12.26.)
j=1 i=1

Troskovi transporta od fiktivnog ishodista do bilo kog odredista jednaki su
nuli, tj:
Cm+1j =0;1< j <n (21227)

m n
Nakon svodenja pocetnog problema na odnos Zai = ij , Za reSavanje se
i=1 j=1
moze primeniti neki od objasnjenih postupaka.

Primer 2.12.9. Prilikom izvr$enja jednog takti¢kog zadatka za snabdevanje gorivom mogu
se koristiti tri izvora za snabdevanje sa koli¢inama: 90, 60 i 60 tona. Koli¢ine goriva koje jedinice
zahtevaju su: 20, 40, 25, 55 i 30 tona, respektivno. Odrediti plan snabdevanja gorivom vodeci
racuna da tro§kovi snabdevanja budu minimalni. Jedini¢ni troS§kovi dati su u tabeli 2.12.73. Odrediti
ukupne troskove pri izvrSenju dobijenog plana snabdevanja.

Tabela 2.12.73. Pocetni podaci za transportni problem

PS B: B> Bs B4 Bs
0OS | 210170 20 40 25 55 30
AL 90 7 13 12 15 9
A 60 9 8 10 3 12
As 60 11 13 7 11 5

Resenje. Ukupna koli¢ina goriva kojom raspolazu izvori snabdevanja iznosi 210 tona, a
jedinice potrazuju 170 tona. Posto je koli¢ina goriva u izvorima snabdevanja veca od koli¢ine koju
jedinice traze neophodno je formirati fiktivno odrediste, odnosno u matrici troskova uvesti fiktiviu
kolonu sa transportnim troskovima jednakim nuli. Koli¢ina goriva koja se dodeljuje fiktivnom
odredistu jednaka je:

3 5
B;=> a—> b, =210-170=40t
i=1 j=1
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Pocetno reSenje bi¢e odredeno pomoéu Vogelovog aproksimativnog metoda, kao Sto je
prikazano u tabeli 2.12.74.

Tabela 2.12.74. Pocetno resenje po Vogel-ovog aproksimativnog metoda

PS B1 B2 Bs B4 Bs Bs Iteracije
os|210=210 | 20 | 40 | 25 | 55 | 30 | a0 |/M"MVY
7 8 |12 |15 |9 |0 77722
il B 20| 35 35 | 6
9 |8 |10 |3 12 |0 [38- - -
Az 60 o s |
1 |18 |7 11 |5 |0 |[55526
A | 60 7 “ :
Iteracije 2 5 3 8 2 0
| 2 5 3 - 4 0
nl 4 | o | s i s | oo
m| 4 | o | s : 4 i
v| 4 | o i ] s ]
vi 4 | o : i i i
Y

Troskovi transporta za pocetno resenje iznose 1150 novcanih jedinica. PoboljSanje pocetnog
reSenja bice izvrSeno pomocu metoda potencijala. Vrednosti potencijala ui i vj za dato pocetno
reSenje date su u tabeli 2.12.75.

Tabela 2.12.75. Vrednosti potencijala u prvoj iteraciji

PS B: B2 B3 B4 Bs Bs Vj
OS | 210=210 20 40 25 55 30 40
T T
Acl 90 20| % Es ) Ias 0
Al 6 | B3y |7 ©) ° 91 1o
+Q +5 55 > '5
O B ER DR
Az 60 5 o5 30 0
Ui 7 13 7 3 5 0

Uslov za ulazak u bazu ispunjava polje (az,b2) i u njega se dovodi kolicina =5 tona goriva.

Resenje dobijeno nakon izvrSene preraspodele goriva po temenima mnogougaonika dato je u tabeli
2.12.76.

Tabela 2.12.76. Resenje nakon prve iteracije

PS B1 B2 Bs B4 Bs Bs Vi
0S | 210=210 | _ 20 40 25 55 30 40
(7) B |7 8 5 0)
A 90 20 30 40| ©
Az 60 |2 8 . 2 @) o 0 (9 5
7 3 7 8 5 0
S IS L (O3 BT O B e P
u 7 13 7 8 5 0
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Kako nijedno polje ne zadovoljava uslov za ulazak u bazu to je dobijeno resenje optimalno.
Ukupni tro§kovi transporta iznose: F(X)= 1.125 nov¢anih jedinica. Ovaj primer je uraden i
kori§¢enjem programa “QM for Windows” u poglavlju 2.12.3.3.

2.12.3.5. Degeneracija u transportnom problemu

Transportni problem sadrzi m+n-1 linearno nezavisnih jednacina koje Cine
bazu vektorskog prostora, pa na osnovu toga svako nedegenerisano bazi¢no
moguce reSenje ima tatno m+n-1 pozitivnih promenljivih xjj. Svako bazi¢no resenje
koje ima manje od m+n-1 pozitivnih promenljivih xj naziva se degenerisano
reSenje. Do degeneracije dolazi kada istovremeno budu podmireni i ishodiste i
odrediSte. Pojava degeneracije onemoguéava primenu postupka traZenja
optimalnog reSenja. Degeneracija je relativno cCesta pojava u transportnom
problemu, ali se resava na lak nacin. U sluc¢aju degeneracije, zbog manjeg broja
pozitivnih promenljivih Xij, ne moze se neposredno koristiti modifikovani metod.
Zapravo, na osnovu pozitivnih promenljivih xij odredujemo dualne promenljive Ui i
vj. Ukoliko se ne formira potreban broj jednadina tipa (2.12.16.), otkazuje
modifikovani metod, i ne mogu se izra¢unati sve dualne promenljive. Potrebno je
da se izvorni podaci o koli¢inama u ishodistu i odrediStu modifikuju na sledeci
nacin:

ai=aite Vi

bj = b zaj=1,2,..,n-1 (2.12.28.)

bj=bj+tme za j=n

Primer 2.12.10. Dat je problem transporta robe iz tri skladiSta (A1, Az, As) na Cetiri

korisnicke lokacije (B1, Bz, Bs, Ba,). Potrebno je odrediti optimalan plan transporta uz minimalne
ukupne transportne troSkove. Neophodni podaci za izradu plana dati su u tabeli 2.12.77.

Tabela 2.12.77. Pocetni podaci transportnog problema

PS B1 B> Bs B4
oS 45=45 5 15 15 10
AL 15 10 5 20 11
Ao 25 12 7 9 20
As 5 5 14 16 18

ResSenje: Pocetno reSenje dobijeno metodom dvojnog prvenstva, prikazano je u tabeli
2.12.78. Pocetno resenje je degenerisano jer vektor reSenja ima Cetiri pozitivne komponente, umesto
potrebnih (n+m-1)=6. Odredivanje pocetnog resenja bice ponovljeno sa prethodno modifikovanim
koli¢inama a; i bj. Ceo postupak sa reSenjem dat je u tabeli 2.12.79.
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Tabela 2.12.78. Pocetno resenje metodom Tabela 2.12.79. Pocetno resenje sa
dvojnog prvenstva modifikovanim vrednostima a; i bj
PS B: B: | Bs | Bs PS B: B: | Bs B4
OS |45=45| 5 15 | 15 | 10 OS [45=45| 5 15 | 15 | 10+ 3¢
10 j5* 120 | 11* 10 |5* [20 [11*
Al 15 15 Al 15 + ¢ 15 T
12 j7> |9* 20 12 |7* [9*]20
e | & 15| 10| |Ae| e 15| 10+¢
**
As 5 5 : 14 16 18 As | 5+e 5 ** | 14 16 18
5 +e

Resenje dobijeno na ovaj nadin nije degenerisano i omoguéava primenu postupka
optimizacije, §to ¢e biti i uradeno. PoboljSanje pocetnog resenja bice izvrSeno metodom potencijala.
Vrednosti potencijala za pocetno reSenje kao i postupak preraspodele robe po temenima
mnogougaonika dati su u tabeli 2.12.80. Pobolj$ano resenje je dato u tabeli 2.12.81.

Tabela 2.12.80. Prvo poboljSanje pocetnog resenja

PS B1 B2 Bs B4 U
OS | 45=45 5 15 15 10+3¢ |
A | BBre [ @ 9 |0 an+e |,
15 +¢e
7 14 36 |((9 20 )[-6
As 5+¢ ﬁ = v @ 7
5 +¢€
Vj -2 5 0 11
Tabela 2.12. 81. Resenje nakon prvog poboljsanja
PS B1 B2 Bs B4 U
oS 45=45 5 15 15 10+ 3¢ '
-2 5 7 11
A1 15+¢ 5 ¢ 10+ 2¢ 0
0 7 9 13
Az 25+¢ 10+ ¢ 15 2
5 12 14 18
As S+e 5 o 7
Vj -2 5 7 11

Nakon sprovedenog postupka utvrduje se da je dobijeno reSenje optimalno. Veli¢ine & ne
smetaju, jer se u optimalnom reSenju mogu zanemariti. Ukupni troskovi transporta iznose:

F(X)=55+ 55+ 107+ 159+ 10-11 = 365 nov¢anih jedinica.
Primer 2.12.11. 1z tri stovarista (S1, Sz, S3) je potrebno snabdeti Cetiri potrosaca (P1, P2, Ps,

P4) robom A. Raspolozive koli¢ine svakog stovariSta, potrebe potrosaca, kao i transportni troskovi
jedinice robe A, dati su u tabeli 2.12.82.

Iz tabele se lako vidi da su potrebe potrosaca (20+20+20+20=80) vece od raspolozivih
koli¢ina koje tri stovari§ta mogu isporuditi (20+30+25=75). Prema tome, radi se o otvorenom
transportnom problemu. Uvodi se jos jedan red u tabelu, novo stovariste sa ponudom od 5 jedinica
robe A (80-75 =5), ¢ime ose bezbeduje jednakost izmedu ponude stovariSta i potreba potrosaca.
Troskovi transporta jedinice robe A od novog stovarista do svih potrosaca jednaki su nuli.
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Posle ovog prosirenja, problem je lako resiti. Pocetno resenje, pronadeno pomoéu Vogel-ove
aproksimativnog metoda, prikazano je u tabeli 2.12.83.

Tabela 2.12.82. Pocetni podaci transportnog problema

" Potrosaci
Stovariste =) P, P P, Ponuda
S1 7 8 4 8 20
S2 5 3 5 6 30
S3 9 5 7 9 25
Potrebe 20 20 20 20

Tabela 2.12.83. Pocetno resenje dobijeno Vogel-ovim aproksimativnim metodom

PS P1 P2 P3 P4 Iteracije

0S 20 20 20 20 LIV v
7 8 4 8

S1 20 20 33 - - -
5 3 5 6

S2 | 30 20 10 2 223 -
9 5 7 9

Ss | 25 10 15 2 2222

Sy 5 0 0 0 0 0 - - - -

5
Iteracije 5 3 4 6
I 2 2 1 2
|4 2 - 3
"l - 2 - 3
V|- 5 - 9
V

Resenje je degenerisano. Ima ukupno Sest pozitivnih promenljivih Xj, a nedegenerisano
reSenje mora imati m+n-1= 4+4-1= 7 promenljivih ve¢ih od nule. Za primenu modifikovanog
metoda, tj. za odredivanje dualnih promenljivih u; i vj, mora da se ima jo§ jedna pozitivha
promenljivu. Koju vrednost moze dobiti nova promenljiva i na koje mesto u tabeli je treba upisati?
Novoj promenljivoj odreduje se vrednost . Ova vrednost promenljive treba da omoguci postizanje
sledeca dva cilja:

a) vrednost ¢ je pozitivha i na osnovu toga mozemo formirati potrebnu jednacinu za izra¢unavanje
dualnih promenljivih i
b) vrednost ¢ je vrlo mala, tako da se ona moZe zanemariti u bazi¢énom resenju.

Nesto je teze odabrati koja promenljiva ¢e dobiti vrednost ¢. Najbolje je taj izbor izvrsiti
prilikom odredivanja vrednosti dualnih promenljivih u; i vj. U tabeli 2.12.84. je to prikazano.

Odredeno je da je uy = 0, pa je, pomoc¢u promenljive X13 > 0, dobijeno da je v = 4. U prvom
redu nema viSe pozitivnih promenljivih, pa bi postupak trebalo nastaviti preko tre¢e kolone i
promenljive vs. Medutim, i tre¢a kolona nema drugih pozitivnih promenljivih, pa se ovaj postupak
ne moze nastaviti. To je zbog toga §to je reSenje degenerisano. Sada se mora izabrati promenljiva
kojoj ¢e se dati vrednost . Posto su odredene samo dualne promenljive u; i vj, to mora biti
promenljiva iz prvog reda ili tre¢e kolone. Moze se bilo kojoj promenljivoj iz prvog reda i trece
kolone dodeliti vrednost . Medutim, bolje je sada uzeti u obzir i dodatni kriterijum. Tako je
odredeno da to bude promenljiva sa najmanjim Kkoeficijentom ci. To je cs3 = 0, pa je u tabeli
2.12.84. promenljiva Xs3 = &. Ona se u daljem postupku reSavanja problema tretira kao i ostale
pozitivne promenljive, pa nije teSko odrediti i ostale dualne promenljive u; i vj, @ na osnovu njih i
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vrednost promenljivih Aj; (Aj = cij-ui-vj). U tabeli 2.12.83. upisane su samo negativne vrednosti
promenljivih Ajj.

Tabela 2.12.84. Odredivanje potencijala ui i vj i dodeljivanje vrednosti &

PS P P2 P3 P4 U
0S 20 20 20 20 '
o | 20 [7 8 4) B 8 0

5 3) 5 6
Sz 30 J 20 15 | 2 ) 3
9 5 7 _+0 (9)_-0
83 25 \.) 10 _ A > 15 5
si | 5 |° 0 UELCUEIN
+e 5
Vj 2 0 4 4

Napomena. Zbog promenljive X3 = ¢, trebalo bi povecati vrednost slobodnih ¢lanova S4 i P3
za &. To se ne ¢ini jer je napomenuto da se u prora¢unima ¢ zanemaruje.

Resenje iz tabele 2.12.84. nije optimalno. Posto je Azs = Azs= -2, jedna od promenljivih Xo3 ili
X33 U narednoj iteraciji dobija pozitivnu vrednost. Proizvoljno je uzeto da to bude xss. U tabeli
2.12.84. oznakama (+8) i (-0) oznacene su potrebne promene u postoje¢em reSenju. Zapaza se da od
promenljivih, oznacenih sa (-8), najmanju vrednost ima Xs3 = ¢. To znaéi da ¢e promenljiva X33 U
narednoj iteraciji imati vrednost & . Ovom promenom nece se menjati vrednost ostalih promenljivih
jer, i prilikom oduzimanja ¢ od neke vrednosti i prilikom dodavanja ¢ nekoj promenljivoj, ¢ se
zanemaruje. Doslo je samo do seljenja vrednosti ¢. Zbog toga ¢e se promeniti vrednosti dualnih
promenljivih. Sve ove promene date su u tabeli 2.12.85.

Tabela 2.12.85. Resenje nakon prvog poboljsanja - prve iteracije

PS P1 P2 Ps P4 U
0S 20 20 20 20 '
s | 20 |4 2 4) 2 . 0

(5 ) 3) -0 |5 7 _+0
SZ 30 20 A lo _ Ll 1
7 5 +6 7) \9) ,,-6
Ss 25 \)‘ 10 £ 15-¢ | 3
-2 -4 -2 :(D
Sa 5 e -6
Vj 4 2 4 6

U tabeli 2.12.85. je promenljiva A 24 = -1, §to znadi da nije pronadeno optimalno resenje.
Promenljiva X4 u narednoj iteraciji dobija pozitiviu vrednost. Novo bazi¢no reSenje nalazi se u
tabeli 2.12.86.

U tabeli 2.12.86. nema negativnih promenljivih A jj, pa je pronadeno optimalno resenje. Ono
je degenerisano i Cine ga sledeée promenljive: X13=20, X21=20, X24=10, X3,=20, X34=5, Xs5= 5, a
minimalna vrednost funkcije kriterijuma iznosi 345 n.j.

Posto se radi o otvorenom transportnom problemu, potrebno je objasniti ulogu promenljive
Xaa. Cetvrto stovariste je nepostojeée, pa potrosac koji deo svojih potreba podmiruje odatle, u stvari,
nece podmiriti svoje potrebe u potpunosti. Kako je Xas = 5, pa Cetvrti potrosa¢ nece dobiti ovih 5
jedinica robe A.



166 OPERACIONA ISTRAZIVANJA 1

Tabela 2.12.86. Konacno resenje nakon druge iteracije

PS P1 P2 P3 P4 U

0S 20 20 20 20 '
5 2 4 6

S1 20 20 0
5 3 4 6

S, 30 20 10 0
7 5 7 9

Ss 25 20 +e 5-¢ 3
-1 -4 -2 0

S4 5 Bte -6

Vj 5 2 4 6

2.12.3.6. Maksimalna vrednost funkcije kriterijuma

Transportni problem je formulisan kao problem minimuma, odnosno kao
problem u kome se trazi reSenje koje ¢e obezbediti da funkcija kriterijuma uzme
minimalnu vrednost. Funkcija kriterijjuma u transportnom problemu najcesce
oznacava ukupne transportne troskove, pa je bilo logi¢no traziti njenu minimalnu
vrednost. Moguce je, medutim, formulisati transportni problem u kome ¢e se traziti
takvo resenje koje ¢e obezbediti da funkcija kriterijuma dostigne svoju maksimalnu
vrednost. U tim zadacima ekonomsko znacenje koeficijenata cij iz funkcije
kriterijuma je takvo da je logi¢no traziti maksimalnu vrednost funkcije.

Nema velike razlike u postrupku reSavanja problema minimuma, odnosno
maksimuma. Matematicki modeli su isti. Razlike postoje pri pronalaZzenju pocetnog
reSenja 1 u kriterijumu za ocenu optimalnosti, odnosno izbora promenljive koja ¢e
uc¢i u naredno resenje.

Kod pronalazenja pocetnog resenja:

— Kod dijagonalnog metoda ne menja se nista u postupku pronalazenja pocetnog
reSenja. Uostalom, taj metod i ne vodi raduna o kriterijumu optimalnosti, pa ¢e
pocetno reSenje biti isto, bez obzira koju vrednost funkcije trazimo.

— Menja se kriterijum za pronalazenje pocetnog reSenja po metodu jedini¢nih
koeficijenata. Kod trazenja minimalne vrednosti funkcije kriterijuma, ovaj
metod polazi od najmanjih koeficijenata cjj u matrici troskova. Posto je
izmenjeno ekonomsko znacenje koeficijenata Cij, menja se i ovaj Kriterijum.
Sada se pocetno resenje pronalazi polazec¢i od najvecih koeficijenata Cij, pa se
prednost u transportu daje tim relacijama.

— Kod Vogel-ovog aproksimativnog metoda ima razlike u postupku
pronalazenja pocetnog reSenja. Za probleme u kojima se trazi minimalna
vrednost funkcije racunaju se razlike izmedu dva najmanja koeficijenta cij, pa se
prednost daje redu ili koloni kojima odgovara najveca razlika. U problemima u
kojima se trazi maksimalna vrednost funkcije kriterijuma traze se najvece
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razlike izmedu dva najvecéa koeficijenta Cij, pa se prednost daje redu ili koloni sa
najvec¢om razlikom.

Nema nikakvih promena u postupku odredivanja optimalnog reSenja za
probleme maksimuma u odnosu na postupak koji se Kkoristi kod problema
minimuma. Dualna promenljiva Aij, koju odredujemo pomocu relacije:

Aij = Cij — (Ui + vj) (2.12.29.)

i ovde ima dvojaku ulogu: sluzi kao kriterijum za ocenu optimalnosti pronadenog
resenja 1 kao kriterijum za izbor promenljive koja ulazi u naredno bazi¢no reSenje.
Za probleme u kojima se trazi maksimalna vrednost funkcije kriterijuma pronadeno
je optimalno reSenje samo ako su sve dualne promenljive Ajj<0. Takode, u naredno
reSenje ulazi promenljiva Xjj kojoj odgovara najveca pozitivna vrednost dualne
promenljive Aj;.

Primer 2.12.12. Cetiri fabrike (F1, F2, F3 i F4) proizvode robu A i mogu isporuditi
potroSac¢ima sledece koli¢ine: F1 90, F2 90, F3 100 i F4 80 jedinica. Potrosa¢ima su potrebne sledece
koli¢ine robe A: potrosacu P1 120, P, 40, Ps 60 i potrosacu P4 140 jedinica. Ukoliko se placanje
robe izvr$i odmah, proizvodaci su potrosacima ponudili odredene popuste u ceni, $to se moze videti

iz tabele 2.12.87. Potro$aci su prihvatili da robu plate odmah i Zele da sami sa¢ine plan snabdevanja
robom A, koji ¢e im obezbediti maksimalni ukupni popust u ceni.

Tabela 2.12.87. Procenti popusta u ceni

P1 P2 P3 P4
F1 9 12 13 18
F2 6 10 8 14
Fs 12 10 15 16
F4 10 15 12 14

Resenje: Pocetno reSenje prikazano u tabeli 2.12.88., pronadeno je pomoéu metoda najveceg
koeficijenta cjj u transportnoj tabeli. Najvec¢i koeficijent u tabeli je ¢4 = 18, pa je vrednost
promenljive x14 = 90. Isporucena je celokupna ponuda fabrike Fi, pa se iz daljeg razmatranja
isklju¢uje prvi red. U preostalom delu tabele najveci koeficijent je Css = 16, a vrednost promenljive
je xs2 = 50. Podmirene su ukupne potrebe potrosaca Pa4. Iskljucuje se Cetvrta kolona iz daljeg
razmatranja i nastavlja se sa odredivanjem vrednosti preostalih promenljivih. To su najpre, za
koeficijente cs3 = Cs2 = 15, promenljive x33 = 50 i X42 = 40. Sada iz razmatranja treba iskljuditi treci
red i drugu kolonu. U preostalom delu tabele najveéi koeficijent je Cs3 = 12, pa je vrednost
promenljive xs3 = 10. Posto se iz razmatranja iskljudi i treca kolona, ostaju neizmirene samo potrebe
potroSaca Py, pa je lako odrediti vrednost preostalih promenljivih: x21 = 90 i x41 = 30.

Tabela 2.12.88. Pocetno resenje dobijeno metodom najvecih koeficijenata

PS P1 P2 Ps P4
OS | 360=360 120 40 60 140
= 90 9 12 13 18 0
= 90 6 % 10 8 14
= 100 12 10 15 5 16 5
= 80 10 % 15 40 12 0 14
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Iznos funkcije kriterijuma, za bazno reSenje, dobijeno metodom najvecih koeficijenata, je:
max F(x) = 4.730 n.j.

Resenje je nedegenerisano, pa je lako, pomocu relacije:

Cij = Ui + V; (2.12.30.)

izraCunati dualne promenljive u; i v;. Vrednosti ovih promenljivih upisane su u poslednji red i
poslednju kolonu tabele 2.12.89. Odredena je i vrednost dualnih promenljivih Aj. Obzirom na
kriterijum optimalnosti, pozitivan uticaj na vrednost funkcije kriterijuma imaju samo promenljive
Ai>0, pa su u tabeli 2.12.89. upisane pozitivne vrednosti za Ay =51 Ags= 1.

Tabela 2.12.89. Pocetno resenje dobijeno metodom najvecih koeficijenata

PS P1 P2 Ps P4 U
0S | 360=360 | 120 40 60 140 '
Fi 90 |° 1 13 (19) o0l ©

5 %0 | 10 8 14 Tl
F 90 Q/ 90 45 -9
12 10 (15) 0 ((16) yo
Fs3 100 0 50 -2
Fa 80 @/+2n (@) 10 QZ/ -0 14 -5
< 10 | +1
Vi 15 20 17 18

Bazi¢no resenje iz tabele 2.12.89. nije optimalno. Najveéu pozitivnu vrednost ima dualna
promenljiva Az = 5, pa ¢e promenljiva X24 U narednoj iteraciji imati pozitivnu vrednost 10. Potrebne
promene reSenja naznacene su, takode, u tabeli 2.12.89. Novo bazi¢no reSenje nalazi se u tabeli
2.12.90.

Tabela 2.12.90. Bazicno reSenje nakon prve iteracije

PS P1 P2 P3 P4 U
0S | 360=360 | 120 40 60 140 '
9 12 13 (18
Fi 90 00| 0
(6) -6 |10 8 (12 +6 |
F 90 - > 10| 4
12 +0|] 10 @ (16) |o
Fs 100 {3, 60 40 | 2
10 15 12 14
Fa 80 Q . . 0
Vi 10 15 17 18

Funkcija kriterijuma za ovo resenje ima vrednost 4.780 n.j. | ovo reSenje nije optimalno zato
§to postoji promenljiva A 31 = 4 > 0. U naredno reSenje ulazi promenljiva x31 i dobija vrednost 40.
Potrebne promene res$enja naznacene su, takode, u tabeli 2.12.90. Novo bazi¢no reSenje pronadeno
je utabeli 2.12.91.

Bazi¢no resenje iz tabele 2.12.91. je optimalno reSenje i ¢ine ga promenljive: X14=90, X2:=40,
X24=50, X31=40, X33=60, X41= 40, X4=40. Vrednost funkcije kriterijuma, koja oznacava najveci
moguci ukupni popust u ceni, iznosi: max F(x) = 4940 n.j. Posto je promenljiva A13=0, postoji jo§
jedno optimalno resenje, sa istom vredno$¢u funkcije kriterijuma, koje se dobija Il iteracijom
(tabela 2.12.92.) i koje je prikazano u tabeli 2.12.93.
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Tabela 2.12.91. Bazicno reSenje nakon druge iteracije — prvo optimalno reSenje

PS P1 P2 P3 P4 U
OS | 360=360 120 40 60 140 '
E E 12 13 (18 0| 0
(6) 10 8 14
F2 90 40 U 50 -4
12 10 15 16
Fs 100 40 U 60 2
10 15 12 14
e [, ;
Vj 10 15 13 18
Tabela 2.12.92. Treca iteracija — nakon prvog optimalnog resenja
PS P1 P2 P3 P4 U
OS | 360=360 120 40 60 140 '
E E 12 13 +0 (19 -go 0
6) -6 |10 8 14| +0
F. 90 Q o :}; 50 -4
F | 100 [0 120 (19 -6 |16 2
40 y 60
Foo | 80 & 12 14 0
40 40
Vj 10 15 13 18

Tabela 2.12.93. Bazicno resenje nakon trece iteracije — drugo optimalno resenje

PS

P1

P2

P3

P4

0S| 360=360 | 120 40 60 120 | Y

PRl |° 12 ) " (19) sl

| oo |° 10 8 D ool -4

;| o100 |2) oo | ®) 0 | 2

n | oo |0, 0 |7 14 .
v 10 15 13 18

2.12.4. Metod rasporedivanja

Problemi rasporedivanja ili, kako se Cesto nazivaju problemi asignacije,
predstavljaju specijalan slu€aj transportnog problema. SuStina problema je u tome
da se na optimalan nacin rasporedi n ljudi za obavljanje n poslova, tako da funkcija

kriterijuma dostigne optimalnu vrednost.
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Pri tome se polazi od sledeceg:

a) jedan posao moze biti dodeljen samo jednom ¢oveku i jedan ¢ovek moze primiti
samo jedan posao,

b) poznata je efikasnost i-tog izvrsioca na j-toj aktivnosti (svi izvrSioci nisu
podjednako efikasni za obavljanje pojedinih poslova).

Efikasnost radnika za obavljanje pojedinih poslova moze se meriti na
razli¢ite nac¢ine. Ona moZze biti iskazana vremenom (satima) potrebnim svakom
radniku za izvrSenje svih poslova, pa ¢e optimalna raspodela ljudi na poslove
podrazumevati izvrSenje svih poslova za najkra¢e moguce vreme.

Efikasnost moze biti iskazana i koli¢inom proizvodnje svakog radnika na
pojedinim poslovima, pa ¢e optimalni raspored podrazumevati izvrSenje svih
poslova uz maksimalnu proizvedenu koli¢inu.

U probleme koji se mogu reSavati metodom rasporedivanja dolazi 1 raspored
masina za obavljanje pojedinih poslova, prijem kandidata na konkursu, najkraci
ukupni putevi, najnizi ukupni tro§kovi, najvec¢i dohodak i drugo.

Kako se radi o specijalnom slu¢aju transportnog problema, problemi
rasporedivanja se mogu reSavati i transportnim metodama i simpleks metodom.
Medutim, struktura ovih problema i neke njihove karakteristike omogucile su da se
formuliSe poseban algoritam za njihovo reSavanje. H. W. Kuhn je 1955. razvio
jedan postupak za reSavanje problema rasporedivanja i nazvao ga ,, madarskim
metodom “. Ovaj metod za reSavanje problema rasporedivanja koristi njegov dualni
problem.

Formiranje matematickog modela i izlaganje madarskog metoda ilustrovano
je na primeru.

2.12.4.1. Opsti model

Opsti model asignacije bi¢e objasnjen kroz primer gde pet radnika treba da
izvrSe pet razli¢itih poslova. Svaki od pet radnika zna da izvr$i sve poslove, ali
istovremeno moze da radi samo jedan posao. RazliCita je individualna efikasnost
ovih radnika za obavljanje pojedinih poslova i ona je izrazena u satima rada, a data
je u tabeli 2.12.94. Raspodelu poslova na radnike treba izvrsiti tako da ukupno
vreme izvrSenja svih poslova bude najkrace.

Tabela 2.12.94. Efikasnost radnika za obavljanje pojedinih poslova

.. Poslovi
Radnici =) 5, P, o) Pe
R 14 9 12 8 16
R2 8 7 9 9 14
R3 9 11 10 10 12
R4 10 8 8 6 14
Rs 11 9 10 7 13
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Nije poznato koji ¢e posao raditi svaki radnik, pa ¢e se oznaciti sa:
Xij — I-ti radnik koji ¢e raditi j-ti posao,
cij — vreme potrebno i-tom radniku za obavljanje j-tog posla.
Posto jedan radnik moze raditi samo jedan posao, to mora biti:
xij = 1 ako i-ti radnik dobije j-ti posao,
Xij= 0 u protivnom slucaju (ako i-ti radnik ne dobije posao).
Usvaja se da, u opStem slucaju, ima n radnika (i = 1,... , n) i n poslova (j =
1,2,... ,n). Sada se moze formirati op$ti model problema rasporedivanja.

Potrebno je pronaé¢i minimalnu vrednost funkcije kriterijuma, kao Sto je
prikazano formulom (2.12.31.):

F(x) :anzn:cij X (2.12.31.)

i1 1

uz sledec¢a ogranicenja:

— uslov da jedan radnik moze da obavlja samo jedan posao, pa zbir u svakom redu
moze biti samo 1, kao $to je prikazano formulom (2.12.32.).

x; =1, 1=123,..,n (2.12.32))
[
— uslov da jedan posao moze biti dodeljen jednom radniku, pa zbir u svakoj
koloni, takode, moze biti samo 1, kao §to je prikazano formulom (2.12.33.).

;xij =1, j=12,..n. (2.12.33))

— Promenljive mogu uzimati samo vrednosti: xjj=1 ako i-ti radnik dobije j-ti posao,
Xii=0 u protivnom slu¢aju (ako i-ti radnik ne dobije posao), kao $to je prikazano
formulom (2.12.34.).

X; = {;} (2.12.34))

Relacijama (2.12.31.) do (2.12.34.) formulisan je opsSti model problema
rasporedivanja. Ocigledno da je problem ekvivalentan transportnom problemu u
kome svako ishodiSte raspolaze samo jednom jedinicom proizvoda za transport, a
potrebe odredista, takode, 1znose po jednu jedinicu proizvoda, tj.

ai=hj=1 za svako i i svako j.

Postoje, medutim, i druge razlike izmedu ova dva modela:

— matrica koeficijenata cij u problemu rasporedivanja mora biti kvadratna, tj. mora
da ima n redova i n kolona,



172 OPERACIONA ISTRAZIVANJA 1

— promenljive u problemu rasporedivanja mogu uzimati ili vrednost jedan ili
vrednost nula,

— problem rasporedivanja ima svojstvo da je svako njegovo bazi¢no moguce
reSenje degenerisano jer ima samo N bazi¢nih promenljivih Xij =1 .

Problem rasporedivanja je po formi linearni model, pa se 1 za njega moze
formirati odgovarajuci dualni model. Njegov dualni model moze se formulisati na
slede¢i nacin:

Potrebno je prona¢i maksimalnu vrednost funkcije kriterijuma, kao $to je
prikazano formulom (2.12.35.):

G =Zn:ui +Zn:vj (2.12.35.)
i=1 j=1

uz ogranicenja koja su prikazana formulom (2.12.36.):
ui+vj <ciji,j=1,2,3,...,n (2.12.36.)

2.12.4.2. ReSavanje problema rasporedivanja

Madarski metod, koji se koristi za reSavanje problema rasporedivanja, temelji
se na teoremi o broju nezavisnih nula u matrici. Pojam nezavisnih nula u matrici se
odreduje na sledeci na¢in. Ako se u matrici odabere nula tako da svakom redu, ili
koloni, pripadne najvise po jedna takva nula, onda se odabrane nule nazivaju
nezavisnim nulama.

Teorema o broju nezavisnih nula u matrici tvrdi: Ako se u nekoj matrici
nalaze i nule, onda je maksimalan broj nezavisnih nula, koje se mogu medu njima
odabrati, jednak minimalnom broju linija koje pokrivaju sve nule.

Ova teorema omogucava da se problem rasporedivanja moZe formulisati i na
slede¢i na¢in: U matrici iz tabele 2.12.93. treba odrediti pet nezavisnih nula tako da
zbir odgovarajucih elemenata bude minimalan. Naravno, nezavisne nule se mogu
odrediti posto se izvrsi transformacija elemenata matrice i tabele 2.12.93.

Transformacija matrice koeficijenata cij zasniva se na sledeCem stavu:
Optimalno resenje problema rasporedivanja nece se promeniti ako se svakom
elementu jednog reda, odnosno jedne kolone, matrice oduzme (ili doda) jedan isti
broj.

Na osnovu prethodnog stava, uvek se moze izvrsiti takva transformacija
koeficijenata cij kojom ¢e se obezbediti da matrica u svakom redu i svakoj koloni

sadrzi najmanje po jednu nulu. Time su stvoreni uslovi za primenu madarskog
metoda.
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2.12.4.3. Minimalna vrednost funkcije kriterijuma
e Kvadratna matrica koeficijenata

U pomenutom primeru (tabela 2.12.93.) potrebno je pronaci takvo reSenje
koje ¢e obezbediti da funkcija kriterijuma postigne svoju minimalnu vrednost. Pet
je poslova i pet radnika, $to znai da je matrica koeficijenata cjj kvadratna.
Postupak resavanja problema madarskim metodom odvija se u okviru nekoliko
koraka 1 moze se opisati na slede¢i nacin:

Korak 1. U ovom koraku vr$i se transformacija koeficijenata matrice

efikasnosti radnika, cjj, u nove koeficijente, Cij, pri ¢emu je:

Eij = Cij — Ui — Vj (2.12.37.)

Transformacija se vrsi tako $to se u svakom redu matrice odabere najmanyji
koeficijent

u, =minc; i=1,2,...n (2.12.38.)

J

1 oduzme od svih elemenata odgovarajuceg reda. Zatim se u novoj matrici pronade
najmanji element u svakoj koloni:

v=min(c;-u), j=1,2,..,n (2.12.39.)

pa se oduzme od svih elemenata kolone. Posle ovih transformacija, svaki red i
svaka kolona matrice koeficijenata c; mora imati najmanje po jednu nulu.

U naSem primeru, u tabeli 2.12.93., najmanji elementi po redovima su:
Uur=8, u=7, Us=9, wWw=6, UuUs="7.

Posle izvrSenih oduzimanja, dobija se matrica koja je prikazana u tabeli
2.12.95.

Tabela 2.12.95. Transformacija pocetnih koeficijenata cij - po redovima

6 1 4 0 8
1 0 2 2 7
0 2 1 1 3
4 2 2 0 8
4 2 3 0 6

U matrici iz tabele 2.12.94. tre¢a i peta kolona nemaju nule, pa se odreduju
najmanji elementi po kolonama. To su:
vi=0, v2=0, vs3=1 wv4=0, vs5=3.

Nakon njihovog oduzimanja po kolonama, dobija se transformisana matrica
koja je prikazana u tabeli 2.12.96. Ova matrica sadrzi bar po jednu nulu u svakom
redu i svakoj koloni.
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Tabela 2.12.96. Transformacija pocetnih koeficijenata cij - po kolonama

6 1 3 o) 5
1 (0) 1 2 4
) 2 s 1 0
~ 2 1 o 5
4 2 2 0 3

Korak 2. U ovom koraku se dreduju nezavisne nule u matrici. Polazi se od
reda u kome je samo jedna nula, a to je prvi red. Njenim zaokruzivanjem Se
oznacava da je ona nezavisna. U Cetvrtoj koloni postoje jo§ dve nule. One moraju
biti zavisne, pa se zato one precrtavaju.

| drugi red ima samo jednu nulu (u drugoj koloni), koja ¢e se proglasiti za
nezavisnu i koja se zaokruzuje. U drugoj koloni nema vi$e nula, pa se prelazi na
naredni red sa jednom nulom. Pos§to nema takvog reda, onda ¢e se jedna nula iz
tre¢eg reda proglasiti za nezavisnu. Proizvoljno se odreduje da je nula iz prve
kolone treceg reda nezavisna, pa Se ona taokruzuje, a ostale nule ¢e biti zavisne, pa
Se one precrtavaju.

Kada je broj nezavisnih nula jednak broju redova, odnosno broju kolona,
nadeno je optimalno reSenje. Mesta nezavisnih nula odreduju promenljive ¢ija je
vrednost jedan. U nasem primeru nema pet nezavisnih nula, $to znaci da nije
nadeno optimalno reSenje i da postupak treba nastaviti.

Korak 3. U ovom koraku se vrsi novu transformacija koeficijenata matrice.
Zato se odreduje minimalni broj linijja koje ¢e pokriti sve nule u matrici.
Transformacija se zatim vr$i tako $to se najmanji nepokriveni elemenat oduzme od
svih nepokrivenih elementa, a doda svim elementima koji leze na preseku dveju
linija.

Za odredivanje sistema linija kojima ¢e se pokriti sve nule u matrici treba
koristiti slede¢i postupak:

a) oznace se svi redovi koji nemaju nezavisnu nulu,

b) zatim se precrtaju sve kolone koje imaju nule u oznacenim redovima,
C) oznace se redovi koji imaju nezavisnu nulu u precrtanim kolonama,
d) postupci pod b) i ¢) ponavljaju se dokle god je to moguce,

e) na kraju se precrtaju svi neoznaceni redovi.

Opisani postupak je korektno voden u slede¢em slucaju:

po zavrsenom postupku sve nule u matrici moraju biti precrtane,

broj linija kojima su sve nule precrtane jednak je broju nezavisnih nula,
nezavisna nula ne sme se nac¢i na preseku linija, 1

svaka linija sme prolaziti samo kroz jednu nezavisnu nulu.

Za matricu iz tabele 2.12.96. se moze konstruisati sistem linija pokrivanja na
slede¢i nacin: Cetvrti i peti red nemaju nezavisne nule, pa Se oni oznacavaju
strelicom. Oznaceni redovi imaju zavisne nule u Cetvrtoj koloni, pa se precrtava
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Cetvrta kolona (isprekidana linija). U ¢etvrtoj koloni je precrtana nezavisna nula iz
prvog reda. Zato se oznacava i prvi red (duple strelice). U prvom redu nema vise
zavisnih nula, pa je postupak oznafavanja redova i precrtavanja kolona zavrSen.
Precrtavaju se neoznaceni drugi i tre¢i red. Dobijeni rezultat je prikazan u tabeli
2.12.97.

Tabela 2.12.97. Precrtavanje redova i kolona u prvoj iteraciji

= 6 1 3 ©) 5
— i + @ —1— | a7 + —4 —
— (O +~ 2 | —— | — 1+ | & ]

— 4 2 1 A 5

—> 4 2 2 g 3

Sada se odreduje najmanji nepokriveni elemenat u tabeli 2.12.97. To je
elemenat c;,= c;= 1. Kada se oduzme 1 od svakog neprecrtanog elementa i doda 1
svakom elementu na preseku linija, dobija se novu matrica, kao §to je prikazano u
tabeli 2.12.98.

Tabela 2.12.98. Transformisana matrica nakon prve iteracije

5 2 2 (0 4
1 ), 1 ~3 4
) 2 _B 2 9

3 1 (0) o 4

3 1 1 o 2

Korak 4. Ovaj korak sastoji se u ponavljanju koraka 2 i 3 dok se ne dobije
optimalno reSenje. Prema tome, vrsi Se kategorizacija nula iz tabele 2.12.98.

Drugi red ima samo jednu nulu i ona je nezavisna. Usled toga je nula u
prvom redu i drugoj koloni zavisna, i ona se zaokruzuje. Sada je u prvom redu
ostala jo$ jedna nula, pa ¢e se ona proglasiti za nezavisnu i precrtace se. U prvom
redu ima jo$§ jedna nula. To je nula iz Cetvrte kolone i ona se proglasava za
nezavisnu 1 zaokruzuje se. To ¢e zahtevati da nule u ¢etvrtom 1 petom redu Cetvrte
kolone budu zavisne, pa se one precrtavaju. U Cetvrtom redu preostala je jo$ jedna
nula iz tre¢e kolone. Ona je nezavisna, a nula u tre¢em redu i trecoj koloni je
zavisna. Postoje neoznacene nule jos u trecem redu. Nula iz prve kolone se bira za
nezavisnu, pa je nula iz pete kolone zavisna. Nezavisne nule se zaokruzuju, a
zavisne precrtavaju.

U tabeli 2.12.98. nije pronadeno optimalno reSenje jer postoje samo Cetiri
nezavisne nule, pa se postupak nastavlja ponavljanjem koraka 3 i 4. Potrebno je
odrediti sistem linija kojim ¢e se pokriti sve nule u tabeli 2.12.98.

Peti red nema nezavisne nule i on je oznacen (strelica). U ozna¢enom redu se
pronalazi zavisna nula. To je nula iz Cetvrte kolone, pa je precrtana cetvrta kolona
(isprekidana linija). Sada je u Cetvrtoj koloni precrtana i nezavisna nula iz prvog
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reda, pa se oznacava i prvi red (dupla strelica). Potom se, u ozna¢enom prvom redu,
precrtava druga kolona jer ima zavisnu nulu u prvom redu. Opet je precrtana i
nezavisna nula iz drugog reda, pa se oznacava drugi red (dupla strelica). Time je
postupak oznacavanja i precrtavanja zavrSen. Ostaje da se precrtaju svi neoznaceni
redovi. Tako je konstruisan sistem linija precrtavanja, kao $to je prikazano u tabeli
2.12.99.

Tabela 2.12.99. Precrtavanje redova i kolona u drugoj iteraciji

— 5 A | 2 (0) | 4

= 1 OX 1 ~ 4
— L 2 1] _»8 |2 1L _0
3 1 1 1]l_y [ o] _4_

— 3 1 1 D [ 2

Najmanji nepokriveni elemenat u tabeli 2.12.99., je cx= cx»= css= 1. Kada
se 1 oduzme od svakog neprecrtanog elementa i doda svakom elementu na preseku
linija, dobija se tabela 2.12.100.

Tabela 2.12.100. Transformisana matrica nakon druge iteracije

A (0) 1 -0 3
() 0 3
o 3 o 3 (0)
3 2 O | A ]
2 1 = (o) 1

U tabeli 2.12.100. se dreduju nezavisne nule. U ¢etvrtom redu postoji samo
jedna nula i ona je nezavisna, pa se ona zaokruzuje. Usled toga, sve nule trece
kolone moraju biti zavisne i one su precrtane. Sada peti red ima samo jednu nulu u
cetvrtoj koloni 1 ona je nezavisna. Zato ¢e nula iz prvog reda Cetvrte kolone biti
zavisna, pa sada i prvi red ima jednu nulu, koju se proglasava za nezavisnu. Zbog
toga je nula u drugom redu druge kolone zavisna. U drugom redu ostala je
neoznacena nula iz prve kolone, pa je proglasena za nezavisnu. PoSto se precrta
nula iz treceg reda prve kolone, ostaje poslednja nula u petoj koloni treceg reda,
koju je proglasena za nezavisnu.

Dobijeno je pet nezavisnih nula, Sto znaci da je reSenje iz tabele 2.12.100.
optimalno. Optimalno resenje sacinjavaju sledece promenljive:

X12=1 Xa1=1 Xs=1 Xa3=1 xsu=1
Optimalno reSenje je predstavljeno u matrici sa polaznim parametrima, i
izgleda kao §to je prikazano u tabeli 2.12.101.

Minimalna vrednost funkcije kriterijuma iznosi:
F(x) = 9+8+12+8+7= 44 sati.
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Tabela 2.12.101. Optimalni raspored radnika

.. Poslovi
Radnici ) P, P ) Pe
R, 14 9 12 8 16
0 1 0 0 0
R, 8 7 9 9 14
1 0 0 0 0
R, 9 11 10 10 12
0 0 0 0 1
R, 10 8 8 6 14
0 0 1 0 0
Rs 11 9 10 7 13
0 0 0 1 0

Optimalno reSenje moze se objasniti na slede¢i nacin:
Radnik R: dobic¢e posao P2, radnik R posao Pi, radnik Rs posao Ps, radnik R
posao Pz i radnik Rs posao P4. Oni ¢e sve poslove obaviti za 44 sata rada i to je
najmanji broj sati za obavljanje svih poslova.

e Nekvadratna matrica koeficijenata

Pokazace se na jednom primeru kako se reSavaju problemi rasporedivanja u
kojima broj redova nije jednak broju kolona. U pitanju je jedno transportno
preduzece koje ima u jednom trenutku 4 slobodna kamiona. Kamioni se nalaze u
garazama: Gi, G2, Gz i G4, koje su u razli¢itim mestima. Potrebno je uputiti po
jedan kamion na pet razliitih utovarnih mesta: My, M2, M3, Ms i Ms. Rastojanja
garaza od utovarnih mesta su razli¢ita. Tabela 2.12.102. sadrZzi podatke o
rastojanjima (Cij) izmedu utovarnih mesta i garaza.

Potrebno je odrediti iz kojih garaZza i na koja utovarna mesta treba, uputiti
kamione, pa da predeni put svih kamiona bude najmanji, kao i koje utovarno mesto
nece dobiti kamion.

Tabela 2.12.102. Rastojanja garaza od utovarnih mesta

Utovarna GaraZe
mesta G G2 G3 Gy
My 12 11 12 13
M, 9 16 10 13
Mz 11 10 9 10
My 15 13 12 13
Ms 11 14 11 15

Problem se resava tako §to ¢e se proSiriti matrica iz tabele 2.12.102. sa jos
jednom kolonom, tj. nepostoje¢om garazom, ¢ija je udaljenost od svih utovarnih
mesta jednaka nuli. Na taj nacin se dobija kvadratna matrica, pa se problem resava
na poznati na¢in. Nova, proSirena matrica je data u tabeli 2.12.103.
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Tabela 2.12.103. Prosirena pocetna matrica

12 11 12 13 0
9 16 10 13 0
11 10 9 10 0
15 13 12 13 0
11 14 11 15 0

ProSirenjem matrice novom kolonom, u svakom redu matrice ve¢ ima po
jedna nula. Zato se transformacija koeficijenata cjj nastavlja po kolonama. Posto se
odrede najmanji koeficijenti po kolonama i oduzmu se od ostalih, dobija se tabela
2.12.104.

Tabela 2.12.104. Precrtavanje redova i kolona u prvoj itegaciji

— 3 1 3 3 (0)
M oy gy oy g W g g &
Tz £0) o = |

— 6 3 3 3 07

2 4 2 5 0

U tabeli 2.12.104. izvrSena je i kategorizacija nula. Kako je broj nezavisnih
nula manji od pet, odreden je i sistem linija kojima su prekrivene sve nule u
matrici. Najmanji neprecrtani elemenat je c.,= 1. Kada se on oduzme od
neprecrtanih elemenata i doda elementima na preseku linija, dobija se vrednost kao
Sto je prikazano u tabeli 2.12.105.

Tabela 2.12.105. Precrtavanje redova i kolona u drugoj iteraciji

T TZ 1Ty T T 7 =5 |
___(Q)_.Asl__l_-__g___7i_.
T —2 —o (o 0 = ]
—| 5 2 2 2 (9
—> 1 3 1 4 0!

Jos uvek nije proriadeno optimalno reSenje. Odreden je sistem linija kojima
su precrtane sve nule u tabeli 2.12.105. Najmanji neprecrtani koeficijent je cs =
css = 1. Nakon izvrSene transformacije dobijena je tabela 2.12.106.

Tabela 2.12.106. Transformisana matrica nakon druge iteracije

2 ) 2 2 1
(0) 6 1 A 2
7 o o o/ 2
4 1 1 1 ©)
e 2 0 ) 3 4




Linearno programiranje 179

Dobijeno je pet nezavisnih nula, $to znac¢i da je reSenje iz tabele 2.12.106.
optimalno, a njega sainjavaju slede¢e promenljive:

Xe=1 Xo1=1 Xu=1 xs5=1 Xs3=1

Optimalno reSenje je predstavljeno u matrici sa polaznim parametrima, pa
izgleda kao u tabeli 2.12.107. Minimalna vrednost funkcije kriterijuma iznosi:

F(x) = 11+9+10+0+11=41.
Tabela 2.12.107. Optimalni raspored kamiona

Utovarna Kamioni

mesta G G; Gs Gy Gs
My 12 11 12 13 0
0 1 0 0 0

M, 9 16 10 13 0
1 0 0 0 0

M 11 10 9 10 0
0 0 0 1 0

M 15 13 12 13 0
0 0 0 0 1

M 11 14 11 15 0
0 0 1 0 0

Optimalno resenje objasnjavamo na sledeéi nacin: Utovarno mesto M dobija
kamion iz garaze G2, mesto M; iz garaze G1, mesto Mz iz G4 i mesto Ms iz garaze
Gs. Utovarno mesto M4 treba da dobije kamion iz nepostojece garaze, §to znaci da
ono nece dobiti kamion. Minimalna vrednost funkcije kriterijjuma oznacCava
najkraci put koji ¢e preci svi kamioni od garaza do utovarnih mesta.

2.12.4.4. Maksimalna vrednost funkcije kriterijuma

Metodom rasporedivanja mogu se reSavati i problemi u kojima se trazi
maksimalna vrednost funkcije kriterijuma. Prikazace se na jednom primeru kako se
reSavaju ovi problemi. U pitanju je dorada proizvoda P koja se moze izvrsiti na 4
razli¢ite masine. Preduzece je obucilo 4 radnika za rad na ovim masSinama. Jedan
radnik ¢e raditi samo sa jednom maSinom. Provera strucne sposobnosti radnika
izvrSena je tako S§to je svaki radnik radio po jedan sat na svakoj maSini 1 za to
vreme proizveo sledecu koli¢inu proizvoda P — tabela 2.12.108.

Tabela 2.12.108. Proizvedena kolic¢ina proizvoda P

Ve Radnici
Masine R R R Rs
M; 6 9 9 11
M, 4 5 11 8
M 9 5 12 7
Mg 8 10 13 8
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Potrebno je izvrsiti takav raspored radnika na masSinama da oni ostvare
maksimalnu proizvodnju proizvoda P. Ovaj problem maksimuma se reSava na
slede¢i nacin:

1) Za svaki red tabele 2.12.108. odabere se najveci koeficijent cij i oduzme od
ostalih koeficijenata iz tog reda. Tako se dobija tabela 2.12.1009.

2) Svi koeficijenti iz tabele 2.12.109. pomnoze se sa -1 i nastavi se sa reSavanjem
problema traze¢i minimalnu vrednost funkcije kriterijuma. Dalji tok reSavanja
problema dat je u tabelama 2.12.110. do 2.12.113.

Tabela 2.12.109. Transformacija Tabela 2.12.110. Prevodenje problema

pocetnih Koeficijenata c;j - po redovima tipa max u tip min
-5 -2 -2 0 5 2 2 0
-7 -6 0 -3 7 6 0 3
-3 -7 0 -5 3 7 0 5
-5 -3 0 -5 5 3 0 5
Tabela 2.12.111. Transformacija pocetnih koeficijenata cij - po kolonama
| — — — — —— J _/.e._ J—
—> 4 4 (o) ! 3
e £) S S < p——
—> 2 1 o | 5
Tabela 2.12.112. Transformisana matrica na{(on prve iteracije
2 -0 3 (0)
A 3 D) 2
(o) 5 D 5
Q) o 4

Tabela 2.12.113. Optimalan plan proizvodnje proizvoda P

Masine = = Radnici = =
M, 6 . 9 . 9 . 11 .
M, 4 . 5 . 11 . 8 .
Ms 9 . 5 . 12 . 7 .
M. 8 . 10 . 13 . 8 .

Tabela 2.12.113. sadrzi optimalno reSenje: Na masini My radi¢e radnik Rs, na

masini M2 radnik Rs, na masini Mz radnik R; i na masini M4 radnik Ro. Njihova
maksimalna proizvodnja proizvoda P, za jedan sat rada, je 41 komad, tj.
maxF(x)=11+11+9+10=41.
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2.12.4.5. ReSavanje transportnog problema madarskim metodom

Optimalno reSenje transportnog problema, pored metoda raspodele i metoda
koeficijenata (potencijala), moze se pronaci i koriS¢enje madarskog metoda. Posto
su osnove madarskog metoda objasnjene U poglavlju 2.12.4., ovde ¢e se na jednom
primeru pokazati kako se vrSi njeno prilagodavanje za reSavanje transportnog
problema. U pitanju je proizvoda¢ koji proizvodi robu A na Cetiri proizvodna
mesta. Robu je potrebno dostaviti do pet potrosackih centara. Svi potrebni podaci
dati su u tabeli 2.12.114.

Tabela 2.12.114. Pocetni podaci

Potrosacki centri
Proizvodaé P: P, P3 Pa Ps
(60) (50) (30) (20) (40)
M; (65) 8 3 5 5 4
M, (50) 2 5 3 6 8
M3 (40) 4 2 8 3 6
M, (45) 3 6 9 5 3

U prvom koraku se vrsi transformacija koeficijenata cij, prema relaciji
(2.12.38.):

Ur=3 Ww=2 uwu=2 w=3
a, prema relaciji (2.12.39.):
vi=0 v2=0 wv3=1 w=1 vs=0
Transformisani koeficijenti se unose u tabelu 2.12.115. sa ostalim podacima
0 transportnom problemu.

Tabela 2.12.115. Transformisana tabela po redovima i kolonama

Potrosacki centri
Proizvodaé P, P, Ps P, Ps
(60) (50) (30) (20) (40)
— M; (65) |5 @ [ 0 1 1 [ 1
| |
Mo 50y [0 el Tk A ER
M; (40) |2 e |5 o) T |a
—> | | 20
0 3 5 1 0
Mq—(45)_\_l_IO_JI_ I e —

1 |

U drugom koraku se vrsi kategorizacija nula. Ovde treba imati u vidu da ¢e
svaka nezavisna nula u matrici predstavljati onoliko redova, odnosno kolona,
kolika je vrednost slobodnog ¢lana posmatranog reda, odnosno kolone. Drugim
re¢ima, slobodni ¢lanovi a;j i bj odreduju ,,multiplicitet nezavisne nule u preseku
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reda i1 kolone, pri ¢emu je multiplicitet nezavisne nule jednak manjem od ovih
slobodnih ¢lanova. ZaokruZzeni brojevi u tabeli oznacavaju multiplicitet nezavisnih
nula.

Nezavisne nule za tabelu 2.12.115. odredene su na slede¢i nacin. Prvi red ima
samo jednu nulu i ona je nezavisna, pa se ona zaokruzuje (krug). Njen multiplicitet
je 50, a odreden je na osnovu manjeg slobodnog ¢lana prvog reda i druge kolone.
Nula iz treceg reda druge kolone je zavisna, pa se ona precrtava (linija), sada tre¢i
red ima samo jednu nulu, cs. = 0. Multiplicitet ove nule je 20. Drugi i Setvrti red
imaju po dve nule, pa se nastavlja sa drugim redom. Nula u prvoj koloni ima veci
multiplicitet, pa se odreduje da je ona nezavisna, sa multiplicitetom 50. Druga nula
u drugom redu je sada zavisna. Zapocelo se sa prvom kolonom. Njen multiplicitet
nije ispunjen, pa ¢e nula u CcCetvrtom redu biti nezavisna sa preostalim
multiplicitetom od 10. Kona¢no, nula iz pete kolone Cetvrtog reda je nezavisna sa
multiplicitetom 35. Ovo jo$ uvek ne predstavlja moguce reSenje jer nisu
zadovoljena sva ograni¢enja.

Sada se prelazi na korak 3. U ovom koraku treba odrediti sistem linija

prekrivanja nula u matrici kako bi se izvr$ila nova transformacija koeficijenata.
Sistem linija za tabelu 2.12.115. odreden je na slede¢i nacin:
Nule u prvom i tre¢em redu imaju manje multiplicitete od vrednosti odgovarajuc¢ih
slobodnih ¢lanova ovih redova. Zato su prvi i treéi red oznaceni kao redovi koji
nemaju nezavisne nule (strelice). Zatim su precrtane kolone (isprekidane linije)
koje imaju nule u ovim redovima, a to su druga i Cetvrta kolona. Postupak
oznacavanja redova je zavrSen, pa Se SVi neoznaceni redovi precrtavaju.

Najmanji neprecrtani element u matrici je cis = ¢s = 1. Posto se sve
neprecrtane elemente matrice smanje za 1, a sve elemente sa preseka linija
poveéaju za 1, dobijaju se koeficijenti iz tabele 2.12.116. ReSenje iz tabele
2.12.116. je moguce reSenje, pa je ono, prema tome, i optimalno resenje.

Tabela 2.12.116. Optimalno resenje

Potrosacki centri
Proizvodaé P, P, Ps P, Ps
(60) (50) (30) (20) (40)
4 0 0 1 0
M. 50y [0 5 4 » 4 6
1 0 4 0 3
M; (40) 20 © 20
l 4 5 2 0
M, (45) Q‘) 10 (-) 35
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Treba napomenuti jo§ da svi transformisani koeficijenti Cjj iz tabele 2.12.115.
imaju iste vrednosti kao i dualne promenljive Ajj iz klasi¢nog transportnog
problema, a koje se mogu odrediti za optimalno reSenje iz tabele 2.12.115.

2.13. CELOBROJNO PROGRAMIRANJE

Kod mnogih zadataka postoji zahtev da jedna, vise ili sve promenljive moraju
biti celobrojne, odnosno da uzmu vrednosti koje su celi brojevi. To je slucaj kada
se trazi optimalno reSenje koje se odnosi na broj proizvoda, broj angazovanih
radnika, broj masina koje treba kupiti, broj delova koje treba proizvesti i dr.

Transportni problem i problem rasporedjivanja po definiciji zadovoljavaju
uslove celobrojnosti.

Prema prirodi zadataka, mogu se odvojiti tri tipa celobrojnog programiranja:

— (isto celobrojno programiranje, gde su sve promenljive celobrojne,

— meSovito celobrojno programiranje, gde su samo neke promenljive celobrojne, i

— binarno programiranje (0-1 programiranje), gde su sve ili neke promenljive
binarne (uzimaju vrednosti 1 ili 0).

Kod ¢istog celobrojnog programiranja razmatra se sledeci matematicki model

(minj ;
c X
max

Ax=B (2.13.1)
x>0, xeZ"

gde Z" oznacava skup n-torki sa celobrojnim koordinatama, beZ™, ceZ".
Ako se izostavi uslov celobrojnosti dobija se linearna relaksacija problema

(minj .
CX
max

Ax=B (2.13.2))
x>0

Kod binarnog celobrojnog programiranja razmatra se sledeci matematicki
model

(minj .
CX
max

Ax=B (2.13.3))
x>0,

xe{0,1}"
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Linearna relaksacija problema binarnog programiranja moze izraziti na
slede¢i nacin:

min ) _;
CX
max

Ax=B (2.13.4)
0=<x<l1
Metode celobrojnog programiranja se zashivaju na inteligentnoj pretrazi
dopustivog skupa. Najvazniji agoritmi za dobijanje celobrojnog resenja su:
a) ta¢ni agoritmi (metode odsecanja, metode grananja i odsecanja i metode
grananja i ograni¢avanja), i
b) heuristicki algoritmi (lokalno pretrazivanje i sSimulacija kaljenja).

2.13.1. Ta¢ni algoritmi
e Metode odsecanja

Metode odsecanja polaze od nekog necelobrojnog resenja i dodavanjem
novog ograni¢enja vr$i se odsecanje deo konveksnog skupa mogucih resenja
zajedno sa tackom u kojoj je bilo necelobrojno optimalno resenje, pri ¢emu se ovim
odsecanjem ne gubi ni jedno celobrojno resenje. Nakon toga, ponovo se dodaje
novo ograni¢nje i ceo postupak se ponavlja sve dok se ne dobije optimalno,
celobrojno reSenje.

Broj iteracija zavisi od naina kako se biraju dodatna ograniCenja, jer
prakticno postoji neograni¢en broj ograni¢enja koja se mogu dodati pri svakoj
iteraciji. Shodno tome, Gomori (Gomory) je razvio algoritam (Gomorijev
algoritam), pomoc¢u koga se moze dobiti optimalno celobrojno resenje. To je bio
prvi algoritam kojim se dolazi do optimalnog resenja pri kona¢nom broju iteracija.
Postupak je sledeci:

Korak 1: Posmatrati nultu vrstu odgovarajuce simplex tabele i u njoj odrediti
i za koje je b; (vrednost b kod optimalne simpleks tabele) maksimalno.

Korak 2: Napraviti rez
Z(a_ij—La_ijJ)oxj +x,,, =|bi|-b, (2.13.5.)
i dodati ga na kraj tabele.

Korak 3: Primenom dualnog simplex algoritma naci reSenje problema tako
Sto se pivot bira na slede¢i nacin:

a) poceti sa kolonama j = /,..., n+1 kod kojih je lex pozitivan, i
b) izabrati bilo koju kolonu | gde je b; < 0 kao pivot vrstu. Primeniti dualni simplex
algoritam.
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e Metode grananja i odsecanja

Ove metode se baziraju na formiranju linearne nejednaine koja ce
zadovoljavati sva celobrojna dopustiva reSenja pocetnog problema, dok
necelebrojna nece. Problem se prvo relaksira ukidanjem uslova celobrojnosti i
nalazi se optimalno, necelobrojno reSenje (tacku). Potom metod nalazi hiperravan
koja razdvaja tu tacku od svih dopustivih celobrojnih resenja. Ova hiperravan je
linearna nejednacina i njenim ukljuéivanjem u ograni¢enja dobija se modifikovani
linearni problem. Dati postupak se ponavlja sve dok se ne dobije celobrojno
reSenje. Za reSavanje linearnog programiranja se Koristi Simplex metod, tako $to se
malo menja oblik pocetne jednacine.

e Metode grananja i ogranicavanja

Kod ovih metode se problemi razlazu na prostije potprobleme (grananje), pri
¢emu se mnogi od ovih potproblema ne reSavaju ako se proceni da nemaju bolje
reSenje od trenutno najboljeg reSenja. Trenutno najboljeg reSenja se moze dobiti
neposrednom proverom ili nekim heuristickim postupcima u toku algoritma. U
daljem postupku se vrsi reSavanje svakog potproblema. Optimalna vrednost
problema jednaka je trenutnom rekordu M ukoliko je M konacan broj (M je
najbolje pronadeno resenje). Algoritam ovih metoda se posle kona¢no mnogo
iteracija zavrSava nalazenjem optimalnih vrednosti i reSenja polaznog problema.

e Programski paketi za dobijanje celobrojnog programiranja

Programski paketi imaju moguc¢nost resavanja i celobrojnih problema
linearnog programiranja.

Primer 2.13.1. Dat je matematicki problem linearnog programiranja:
maxF(x) = 450x; + 425x, + 226X3 + 3504
6X1 + 3X2 + X3 + 9x4 < 150
X1+ 9%z + 2X3 + 5x4 < 130
8Xx1 + 2x2 + 7X3 + 6X4 < 160
X1, X2, X3, X4 >0

Problem resiti pomo¢u programskih paketa LINDO, LINGO i QM for Windows. Pri tome,
treba odrediti resenje kod kojih su:

a) sve promenljive celobrojne,
b) x1i x4 celobrojne promenljive, a x2 i X3 ne moraju biti celobrojne.

Resenje.
o LINDO program

Lindo program koristi komandu GIN za dobijanje celobrojnog reSenja problema, koja se
unosi ispod komande END. Ako se trazi da sve promenljive budu celobrojne onda komanda ima
oblik GIN k, gde je k broj promenljivih, U na§em zadatku ima 4 promenljivih (X1, X2, X3, Xa), tako da
komanda ima slede¢i oblik: GIN 4 (slika 2.13.1.). Dobijeno resenje je prikazano na slici 2.13.2.
Kada se trazi da reSenje bude meSovito onda se komandom GIN oznacava promenljive koje trebaju
da uzmu celobrojne vrednosti (u nasem zadatku bi bilo GIN x; ispod komande END, a ispod njega
bi bila komanda GIN x4) — slika 2.13.3. Dobijeno resenje je prikazano na slici 2.13.4.
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B noo

File Edit Solve Reports Window Help
|D[es|=(H| =)
B <untitled>

max 450x1+425x2+226x3+350x4
ST

Bx1+3x2+9x3+9x4<=150
TX1+9x2+2x3+5x4<=130
8X1+2x2+7x3+6x4<=160

end

GIN4|

Slika 2.13.1. Postavka zadatka kod celobrojnog problema (Lindo)

[EE Do

File Edit Solve Reports Window Help
MERE ERRER R IEERE

@ Reports Window

|
OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1 84679.000
VARIAEBLE TALUE REDUCED COST
il 14.000000 —450.000000
2 1.000000 —425 000000
i3 4.000000 —226.000000
4 3.000000 —350.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
23 0.00o000 o.oooooo
3 0.0oo0o0 0.oooooo
4) 0.00oooo 0.oooooo

Slika 2.13.2. Resenje zadatka celobrojnog problema (Lindo)

[ (INDO - [<untitled>]
@ File Edit Solve Reports Window Help

DleElEE &l=lele2ed=g] 2
max 450x1+425x2+226x3+350x4
ST

BX1+3x2+9%x3+9x4<=150
7X1+9%x2+2x3+5x4<=130
8X1+2x2+7x3+6x4<=160

end

GIN x1

GINx4\

Slika 2.13.3. Postavka zadatka kod meSovitog celobrojnog problema (Lindo)

[¥5 Do

File | Edit Solve Reports Window Help

Dis=ES _oelere=a] Blo =

@ Reports Window

| OBJECTIVE FUNCTION VaALUE

1) 684,898

VARIABLE VALUE REDUCED COST
i1 15.000000 9.881356
id 4.000000 —15.779661
2 0.050847 0.000000
H3 2.271186 0.000000
ROW SLACK OR SURPLIS DUAL FRICES
23 3.406780 0.000000
33 0.o000000 42.762711
4) 0.000000 20 067797

Slika 2.13.4. Resenje zadatka mesovitog celobrojnog problema (Lindo)
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e LINGO program

Lingo program takode koristi komandu GIN za dobijanje celobrojnog resenja problema, koja
se unosi ispod funkcije cilja. Ova komanda se daje za svaku promenljivu za koju se trazi celobrojno
reSenje. Komanda ima slede¢i oblik: @GIN(x;); (slike 2.13.5. i 2.13.7.). Dobijeno reSenje je
prikazano na slikama 2.13.6. i 2.13.8.

[INGO - [LINGO Model - LINGOL]
File Edit LINGO Window Help

De2ld|S| &8 =] Sedeo| BREx &=
max=450*x1+425*x2+226*x3+350*%x4;
@gin(x1);

Ggin (x2);

Agin (x3);

@gin (x4) ;
6*x1+3*x2+9*%x3+9%x4<=150;
7*xl+9*x2+2*x3+5*x4<k130;
B*Fx1+2*x2+7*x3+6%x4<=160;

end

Slika 2.13.5. Postavka zadatka kod celobrojnog problema (Lingo)

[ NGO - (Solution Report - LINGO1]
¥ File Edit LINGO Win w_ Help S
D|=(||S] 5|%B||] 2 =| »lEo| oFEmEE| %|%|m| 2|
| Global optimal solution found at =step:
Cbhijective walue: 2679.000
Eranch count: 10
Variable WValue Reduced Cost
X1 14.00000 —450.0000
X2 1.000000 —-425.0000
X3 4.000000 -226.0000
X4 3.000000 —350.0000
Row Slack or Surplus Iual Price
1 8679.000 0.0000000
2 0.0000000 0.0000000
3 0.0000000 0.0000000
4 0.0000000 0.0000000

Slika 2.13.6. ReSenje zadatka celobrojnog problema (Lingo)

[INGO - [LINGO Model - LINGD1]
File Edit LINGO Window Help

Oled|=] = <z vlelo] oRBEx &=
max=450*x1+425*x2+226*x3+350*%x4;
@gin (x1);

lRgin (x4) ;
6*x1+3*x24+9*%x3+9*x4<=150;
T*x1+9*%x2+2*x3+5*x4<=130;

8 *x1+2*x2+7*x3+6*x4<=160;

end

Slika 2.13.7. Postavka zadatka kod mesovitog celobrojnog problema (Lingo)
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LINGO - [Solution Report - LINGO1]

the T L TGS C 0 Wi v el e e e

DslE|E] 4|=l8] 2lo] velo] ORmR| &loE 28|
|G10ba1 optimal solution found at step: 10
Chijective wvalue: 2684.898
EBranch count: 4

Variable Value Eeduced Cost

X1 15.00000 9.881356

X2 0.5084746E-01 0.0000000

X3 2.27118& 0.0000000

X4 4.000000 -15.77%66

Row Slack or Surplus Dual Price

1 8684.898 0.0000000

2 3.406780 0.0000000

3 0.0000000 42.76271

4 0.0000000 20.06780

Slika 2.13.8. Resenje zadatka mesovitog celobrojnog problema (Lingo)

o QM for Windows program

Kod programa QM for Windows u meniju “Module” (slika 2.10.5.) bira se opcija “Integer
programming” za dobijanje celobrojnog reSenja problema. Nakon toga definiSu se parametri
problema i unose se koeficijenti matemati¢kog modela. Na slici 2.13.9. prikazani su ulazni podaci
problema , a na slici 2.13.10. prikazano je reSenje problema.

By QM for Wind
“Eile Edit View Module Format Tools Window Help

IPeEdS (@ FFE " wEE 0r - @5 a % KB > o
“Arial 8- | BrUE=ES|0CA-D-T
- Objective  Instruction
& Masimize Enter the value for constraint 3 for =4. For example, if the inequal
" Minimize
[u]
X1 X2 X3 X4 RHS
Maiximize 450 425 226 350
Constraint 1 6 3 9 9|== 150
Constraint 2 7 9 2 5|== 130
Constraint 3 8 2 7 g|<= 160
Slika 2.13.9. Postavka zadatka kod celobrojnog problema (QM for Windows)
H File Edit View Module Format Tools Win|
|Dw W& = FEHE - w8
|| dal - eZ-| B
~Dbjective . '
(& Maximize
" Minimize
-
=
=
Variable Value
1 14
%2 1,
%3 1,
X4 3,
Solution value 8679,

Slika 2.13.10. Resenje zadatka celobrojnog problema (QM for Windows)
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Kada se trazi da pojedine promenljive uzmu cele brojeve koristi se komanda “Mixed Integer
programming” u meniju “Module”. Nakon ubacivanja koeficijenata, u zadnjem redu tabele (slika
2.13.11.) bira se opcija za dobijanje celobrojnog resenja problema (integer), ili necelobrojnog (real).
Postoji i opcija za 0/1 programiranje. Na slici 2.13.12. prikazano je reSenje problema.

(b QM for Wind
HEile Edit VMiew Module Format Tools Window Help
DeEdS @@ 5E » wEl 0 -O[fa v (\E)] >
| s B.zzv\nzu\§§§\©€é'9'ﬁ'|
— Objective Instruction
A Mannize Enter the value for mavimize for #2. For example, if the inequality
" Minimize
[u
X1 X2 X3 X4 RHS
Maximize 450 42';5 226 350
Constrairt 1 B 3 9 9|=e= 150
Constraint 2 7 9 2 5|== 130
Constraint 3 8 2 7 6|== 160
Variable type Integer Real Real Integer

Slika 2.13.11. Postavka zadatka kod mesovitog celobrojnog problema (QM for Windows)

|| Eite Edit View Module Format Tools Window Help
T e
HAlial - 82-|B 7 U|=1
— Ohjective —Inst
&+ Maximize Ther
" Minimize

=

3

Wariahble Type Value
hyl Integer 15,
X2 Real 0,0503
3 Real 22712
¥4 Integer 4,
Solution value 56584 898

Slika 2.13.12. ReSenje zadatka mesovitog celobrojnog problema (QM for Windows)

2.13.2. Heuristicki algoritmi

Heuristicke metode omogucavaju dobijanje suboptimalnih reSenja, ali bez
garancija u vezi njihove tacnosti. Njihov cilj je dobijanje brzih reSenja. Nekada one
mogu biti najbolji izbor za reSavanje velikih ili teSkih problema za koje tacni
algoritmi ne mogu da nadu razumno reSenje U vremenu. Danas postoji veci broj
heuristickih viSe metoda.

e Lokalno pretrazivanje

Ova metoda polazi od bilo kog necelobrojnog resenja i ispituje sva susedna
resenja koja su celobrojna. Ako se nade bolje susedno resenje, ono se izabere i
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ponavlja se postupak. U suprotnom, algoritam se zaustavlja. Ovde je veoma vazna
definicija susedstva (okoline necelobrojnog resenja). Ona zavisi od vrste problema
koje se reSava i predstavlja glavnu razliku izmedu razli¢itih algoritama lokalnog
pretrazivanja.

e Simulacija kaljenja

To je metod koji pokuSava da pobegne od lokalnog minimuma X,
dozvoljavajucéi pri tome sa odredenom veravotno¢om da se izabere losije reSenje u
odnosu na X iz njegovog susedstva.

Pri prora¢unu, ova metoda koristi parametar T Koji Se naziva temperatura.
Verovatnoca izbora losijeg resenja je bliza jedinici za velike vrednosti parametra T,
a bliza nuli za male vrednosti T. Simulacija kaljenja je iterativni metod i parametar
T se obi¢no menja pri svakoj iteraciji.

2.13.3. Binarno programiranje

U praksi postoje problemi u kojima se trazi da sve promenljive budu binarne
(uzimaju vrednosti 1 ili 0) i za koje su predlozeni razliciti algoritmi za njihovo
reSavanje. Jedan od postoje¢ih algoritma ima u osnovi istu strukturu kao metod
grananja i ograni¢avanja. Kod ovog algoritma, odgovarajuci relaksacioni problem
(0-1) se dobija tako Sto se ignoriSu sva ograni¢enja, osim onih koje navode da su
promenljive binarne. Zatim se dolazi do delimi¢nog (parcijalnog resenja) gde nisu
odredene vrednosti nekih promenljivih. Na kraju se vr$i kompletiranje parcijalnog
reSenja 0-1 programiranja tako Sto se vrs$i dodeljivanje vrednosti promenljivim sa
nespecifiranim vrednostima u parcijalnom reSenju.

e Programski paketi za dobijanje binarnog programiranja

Programski paketi takode imaju mogucnost resavanja i binarnih problema
linearnog programiranja.

Primer 2.13.2. Dat je matematicki problem linearnog programiranja:
maxF(x) = 15x1 + 13xz + 11x3
8X1+ 5% +3x3< 15
X1, X2, X3 = 0
Problem resiti pomo¢u programskih paketa LINDO, LINGO i QM for Windows. Pri tome,
treba odrediti resenje kod kojih su:

c) sve promenljive binarne,
d) X2 i x3 binarne promenljive, a x1 ne mora biti binaran.

Resenje.
o LINDO program

Lindo program koristi komandu INTE za dobijanje binarnog resenja problema, koja se unosi
ispod komande END. Ako se trazi da sve promenljive budu binarne onda komanda ima oblik INTE
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k, gde je k broj promenljivih, U nasem zadatku ima 3 promenljivih (x1, X2, X3), tako da komanda ima
sledeci oblik: INTE 3 (slika 2.13.13.). Dobijeno resenje je prikazano na slici 2.13.14.

[ LINDO - [<untitled>]
¥ File Edit Sove Repors Window H
Ofes | HIS| 4[]8 R
max 15x1+13x2+11x3
ST
8x1+5Hx2+3x3<=15
END

INTE 3

Slika 2.13.13. Postavka zadatka kod binarnog problema (Lindo)
@ LINDO

i i el ;
Dles|=|HIS| &[0l e=eR] Ol6 RN 2E e

@ Reports Window

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3
OBJECTIVE VALUE = 37.1250000

NEW INTEGER SOLUTION OF 28.0000000 ATBRANCH OPNOT 3
RE-INSTALLING BEST SOLUTION...

OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1)  28.00000

VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 1.000000 -15.000000

X2 1.000000 -13.000000
X3 0.000000 -11.000000

ROW SLACK OR SURPLUS DUALPRICES
2) 2.000000 0.000000

NO. [TERATIONS= 3
BRANCHES= ODETERM.= 1.000E 0

Slika 2.13.14. ReSenje zadatka binarnog problema (Lindo)

Kada se trazi da reSenje bude meSovito onda se komandom INTE oznacava promenljive koje
trebaju da uzmu celobrojne vrednosti (u naSem zadatku bi bilo INTE x, ispod komande END, a

ispod njega bi bila komanda INTE x3) — slika 2.13.15. Dobijeno reSenje je prikazano na slici
2.13.16.

o LINGO program

Lingo program koristi komandu BIN za dobijanje binarnog reSenja problema, koja se unosi
ispod funkcije cilja. Ova komanda se daje za svaku promenljivu za koju se trazi binarno resenje.

Komanda ima slede¢i oblik: @BIN(X;); (slike 2.13.17. 1 2.13.19.). Dobijeno resenje je prikazano na
slikama 2.13.18. i 2.13.20.
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[ LINDO - [<untitleds ]
@File Edit Solve Reports Window He

Dlmlmiﬂiél % | BB
max 15x1+13x2+11x3
ST
8x1+5x2+3x3<=15
END

INTE x2

INiTE X3

Slika 2.13.15. Postavka zadatka kod mesovitog binarnog problema (Lindo)

[ LINDO - [Reports Window]
mFile Edit Solve Reports Window Help

D& EIS o=e[eRE]= /] BlE]

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2
OBJECTIVE VALUE = 37.1250000

BlE=

FIXALLVARS.( 2) WITHRC = 3.62500

NEWINTEGER SOLUTION OF 37.1250000 ATBRANCH O0PNVOT 2
BOUND ON OPTIMUM: 37.12500
ENUMERATION COMPLETE. BRANCHES= O0PIVOTS= 2

LAST INTEGER SOLUTION IS THE BEST FOUND
RE-INSTALLING BEST SOLUTION...

OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 37.12500

VARIABLE  VALUE REDUCED COST
X2 1.000000 -3.625000

X3 1.000000 -5.375000
X1 0.875000 0.000000

ROW SLACKOR SURPLUS DUALPRICES
2) 0.000000 1.875000

NO.ITERATIONS= 2
BRANCHES= O0DETERM.= 1.000E 0

Slika 2.13.16. ResSenje zadatka mesSovitog binarnog problema (Lindo)

[B] GNGO - [INGO Model - INGO1]

File Edit LUNGO Window Help
DS #]5=
max=15*xl+l3*x2+ll*x3;
@BIN (x1):

@BIN (x2) ;

@RIN|(x3);
B*x1+5*x2+3*%x3<=15:
end

Slika 2.13.17. Postavka zadatka kod binarnog problema (Lingo)



Linearno programiranje 193

[P LGNGO - [Solution Report - LINGOL]
E File Edit LUNGO Window Help
o~ .
D|es|H|S| 4] 2] Plero| of(mx| &lwE 2l
| Global optimal solution found at step: o
CObjective wvalue: 28.00000
Branch count: a
Variable Value Reduced Cost
H1 1.000000 -15.00000
Xz 1.000000 -13.00000
X3 0.0000000 -11.00000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 28.00000 0.0000000
2 2.000000 0.0000000

Slika 2.13.18. ReSenje zadatka binarnog problema (Lingo)

LINGT - [INGO Model - LINGO1]
File Edit LNGO Window Help

DS &[=@] 2] wle
max=15*x1+13*x2+11*x3;
BTN (22) ;

@BIN (x3):
8*x1+5*xX2+3*x3<=15;

end

Slika 2.13.19. Postavka zadatka kod mesovitog binarnog problema (Lingo)

LINGO - [Solution Report - LINGO1]
B File Edit LINGO Window Help
o :
DjgE|S| | ] eledo| Ok (MR 2@ 2l
| Global optimal solution found at step: o
Chjective wvalue: 37.12500
Branch count: 1]
Variable Value Reduced Cost
X1 0.8750000 0.0000000
X2 1.000000 -3.625000
X3 1.000000 -5.375000
Row Slack or Surplus Dual Price
i 37.12500 0.0000000
2 0.0000000 1.875000

Slika 2.13.20. Resenje zadatka kod meSovitog binarnog problema (Lingo)

e QM for Windows program

Kod programa QM for Windows u meniju “Module” (slika 2.10.5.) bira se opcija “Mixed
Integer programming” za dobijanje binarnog reSenja problema. Nakon toga definiSu se parametri
problema i unose se koeficijenti matematickog modela. Nakon ubacivanja koeficijenata, u zadnjem
redu tabele bira se za svaku promenljivu opcija za dobijanje binarnog resenja problema (0/1
programiranje), ili necelobrojnog (real). Na slici 2.13.21. prikazani su ulazni podaci problema , a na
slici 2.13.22. prikazano je reSenje binarnog problema. Na slici 2.13.23. prikazani su ulazni podaci
mesovitog binarnog problema, a na slici 2.13.24. prikazano je reSenje meSovitog binarnog
problema.
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5 aM
H Eile Edit View Module Format Tools “Window Help
IDeES @ " wEE 0 -3 Ha %[k > s
|| asa -82-|BIrU|E=E=E(0CA-D-
— Objective  Instruction

& Masimize Enter the type of variable This is a drop down box. C|

¢ Minimize

X1 X2 X3 RHS

Maximize 15 13 11
Constraint 1 8 5 3 <= 15
Yariable type o OoH oH

Slika 2.13.21. Postavka zadatka kod binarnog problema (QM for Windows)

HEiIe Edit Yiew Module Fopmat Tools Window Help
D @S| 8@ 5 E v ol Bl w0
U[Anm - sz-|pru|lss
— Objective Instrl
* Maximize Thers
" Minimize

“ariable Type Walue
1 Or 1

%2 Ol 1,
%3 oit 0,
Solution value 28,

Slika 2.13.22. Resenje zadatka kod binarnog problema (QM for Windows)

JJ Eile Edit View Module Format Tools “Window Help

DeEg @ HE wEt o -aFHax /D s
|| sl - 82-| B 7 U]
- Objective

& Maximize Enter the type of variable This is a drop down

" Minimize

X1 X2 X3 RHS

Maximize 15 13 "
Constraint 1 3 5 3|== 15
Variable typel - Real on O

Slika 2.13.23. Postavka zadatka kod mesovitog binarnog problema (OM for Windows)
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HEiIe Edit Miew Module Fopmat Tools Window Help
D E& e 5 S o
Hmial - 3.25-\ B 7 U|l=Z
- Objective Inst
o+ Masimize Ther
" Minimize

Yariable Type Value
31 Real 0,875
X2 on 1,
%3 O# 1,
Solution value 37125

Slika 2.13.24. ResSenje zadatka kod meSovitog binarnog problema (OM for Windows)






3. NELINEARNO PROGRAMIRANJE

Nelinearno programiranje je posebna metoda za reSavanje jedne posebne
klase statickih upravljackih zadataka. Nelinearno programiranje ima za zadatak
odredivanja ekstremne (maksimalne ili minimalne) vrednosti funkcije cilja nad
skupom ograni¢enja. Pri tome je se javlja nelinearnost kod funkcije cilja i/ili kod
skupa ogranic¢enja koji moze biti definisan nelinearnim algebarskim jedna¢inama ili
nejednaCinama. Za reSavanje problema nelinearnog programiranja ne postoji
univerzalna metoda, kao $to je to slucaj kod linearnog programiranja (simpleks
metod). Pri tome treba ista¢i da postoje i zadaci koji jo§ uvek nisu reseni. Do danas
su razvijene mnogobrojne metode optimizacije pomoc¢u kojih se mogu resavati
razni zadaci nelinearnog programiranja. Zbog slozenosti zadataka nelinearnog
programiranja, postoje¢e metode su specijalizovane za razlicite tipove zadataka
koji se medusobno razlikuju po obliku matematickog modela, tj. po obliku i
dimenzijama funkcije cilja i skupa ograni¢enja.

Nelinearno programiranje obuhvata mnogo Sire podrucje u odnosu na
linearno programiranje. Zbog svoje strukture i svojih karakteristika, moze se
slobodno re¢i da je linearno programiranje specijalni slucaj nelinearnog
programiranja.

3.1. OSNOVNI POIJMOVI
e Opsti oblik problema nelinearnog programiranja

Opsti oblik problema nelinearnog programiranja ima sledeci oblik:

min(max)f (x,,...,X, )

9,(X,x,)<0,i=1,...,m (11)
gde je
— f—funkcija cilja,
— @i — funkcije ogranicenja.

Vektorski zapis: x = (x,,...,X,)

min(max)f (x,,...,x, ) (312)

9,(%,..0X,)<0,i=1,....m
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Treci (najkraci) zapis:
min(max)f (x)

(3.1.3)
Xe X

gde je X = {x eR"g;(x)<0,i :1,...,m} dopustivi skup.

Ako je X =R" nelinearno programiranje se naziva problem bezuslovne
optimizacije ili bezuslovnog ekstremuma.

min(max)f (x) (3.04)
xeR" o

Ako je X #R" nelinearno programiranje se naziva problem uslovne
optimizacije ili uslovnog ekstremuma.

Napomena 3..1.1.: Problem maksimizacije se moze svesti na problem
minimizacije. Pri tome, resava se pomo¢ni problem

min(- f (x)) (3.1.5.)
xe X

Kada se dobije optimalno reSenje, optimalna vrednost funkcije cilja se mnozi
sa—1 i to predstavlja reSenje problema maksimuma nelinearnog programiranja.

Napomena 3.1.2.: Dopustivi skup je bez umanjenja opstosti definisan preko
ogranicenja tipa <. Ogranic¢enje h(x)=0 moze da se zameni sa dve nejednacine
h(x)<0,h(x)>0, tj. sa nejednac¢inama h(x)<0,~h(x)<0, dok se ograniCenje tipa
v(x) > u(x) moze zapisati u obliku u(x)—v(x)< 0. Na primer, skup zadat sa

XX =X —1,% > X,
moze da se predstavi na sledec¢i naéin:
g, (x)=x2 +x2 —x,+1<0
gz(x): X =X, + % ~1<0

g3(X):X2 -% <0
Napomena 3.1.3.: Ako u problemu ucestvuju samo jednacine radi se o tzv.
klasi¢nom problemu uslovnog ekstremuma:
max(min)f (x,,...,x, )
h (%X, )= 0,i =1,...,m

(3.1.6.)

Ovaj problem se resava direktno, bez svodenja na ogranicenja tipa <.
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¢ Graficki prikaz problema nelinearnog programiranja

Graficki prikaz prikaz problema nelinearnog programiranja (kada postoje dve
promenljive — X1 i X2) je dat na slici 3.1.1. Razmatrana su sva tri slucaja (lincarna
funkcija cilja i nelinearna ogranienja, nelinearna funkcija cilja i linearna
ogranicenja 1 nelinearna funkcija cilja i nelinearna ogranic¢enja). Osencena oblast
predstavlja dopustiva reSenja problema, a tacke A, B i C ekstremne vrednosti
funkcije cilja.

a) b)

2 S

Slika 3.1.1. Graficki prikaz problema nelinearnog programiranja. a) linerna funkcija cilja
i nelinearna ogranicenja; b) nelinerna funkcija cilja i linearna ogranicenja; c) nelinerna
funkcija cilja i nelinearna ogranicenja.

e Dopustivo i optimalno reSenje nelinearnog programiranja

Svako xe X se naziva dopustivo resenje. Pojam optimalnosti je slozeniji i
obuhvata viSe pojmova:

— X e X je globalni maksimum problema nelinearnog programiranja ako je
f(X*)Z f(X) zasve Xe X.

— X e X je strogi globalni maksimum problema nelinearnog programiranja ako je

f(X*)> f(X) zasve xe X ,x#X .

X e X je globalni minimum problema nelinearnog programiranja ako je

f(X*)S f(x) za sve xe X .

X e X je strogi globalni minimum problema nelinearnog programiranja ako je

f(x*)< f(x) zasve xe X, x=x.

Napomena 3.1.4.: Za globalni minimum i globalni maksimum se Koriste i
termin globalni optimimum, tj. globalni ekstremum.

Napomena 3.1.5.: Ako je f neprekidna funkcija a skup X zatvoren i
ograni¢en postoji (bar jedan) globalni maksimum (minimum) x e X ..
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Tacka x e X je lokalni maksimum problema nelinearnog programiranja ako
je najbolja u nekoj svojoj dopustivoj okolini (6>0), pri ¢emu je f(x*)z f(X) za
sve xe X takve daje |x— x| <5.

Tacka x e X je lokalni minimum problema nelinearnog programiranja ako
je najbolja u nekoj svojoj dopustivoj okolini (8>0), pri ¢emu je f(X*)S f(X) za
sve xe X takve daje |x— x| <5.

Tacka x eX je strogi lokalni maksimum problema nelinearnog
programiranja ako postoji 6>0 tako da je f(X*)> f(X) za sve Xe X takve da je
x—x <80 x=x"

Tacka X" e X je strogi lokalni minimum problema nelinearnog programiranja
ako postoji &>0 tako da je f(X*)< f(x) za sve xe X takve da je [x=x|<5 i
X=X .

Na slici 3.1.2. dati su primeri navedenih pojmova u slucaju funkcije jedne
promenljive.

Strogi
f(x) globalni Nestrogi
maksimum  |gkalni
maksimum Strogl_
lokalni
maksimum
Strog1_ Strogi
lokq].m lokalni
minimum maksimum X=(a,b)
o Nestrogi
Strogi ol )
lok Jlg I“!"J}l“' Strogi
Okalmt minimum lokali
minimum o
_ ] minimum
Strogi globalni
minimum
a b *

Slika 3.1.2. Vrste ekstremnih vrednosti problema nelinearnog programiranja

e Stanje teorije u oblasti nelinearnog programiranja

1) Postoji karakterizacija lokalnih maksimuma/minimuma (neophodni i dovoljni
uslovi za optimalnost).

2) Karakterizacija globalnih maksimuma/minimuma ne postoji, osim u specijalnim
slu¢ajevima, kao §to je linearno programiranje, konveksno programiranje, itd.
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3) Metode nelinearnog programiranja su postupci za efektivno nalaZzenje lokalnih
maksimuma/minimuma.

4) Metode globalne optimizacije kombinuju metode nelinearnog programiranja sa
raznim tehnikama pretrazivanja dopustivog skupa u cilju nalaZzenja globalnih
maksimuma/minimuma. Ako se radi o problemima malih dimenzija sa
zatvorenim 1 ograni¢enim dopustivim skupom u principu se mogu naci svi
lokalni maksimumi/minimumi i od njih odabrati najbolji. U praksi se obi¢no
radi sa problemima velikih dimenzija, tako da se problemi globalne optimizacije
reSavaju uglavnom heuristickim metodama.

3.2. KLASIFIKACIJA RESIVIH ZADATAKA
NELINEARNOG PROGRAMIRANJA

Kao $to je ranije navedeno, zadaci nelinearnog programiranja obuhvataju
mnogo Sire podru¢je u odnosu na linearno programiranje, pri ¢emu tu postoje i
klase zadataka koji nisu jo$ reSeni, jer jo§ uvek nisu razvijeni odgovarajuci
algoritmi za njihovo reSavanje. Iz tog razloga, u daljem tekstu su razmatrane one
klase zadataka nelinearnog programiranja za koje postoje odgovarajuci algoritmi za
njihovo resavanje i koji imaju veliku prakti¢nu primenu u praksi.

¢ Nelinearno programiranje sa linearnim skupom ogranicenja

U ovoj klasi zadataka nelinearnog programiranja funkcija cilja je nelinearna
funkcija, a ogranicenja su predstavljena linearnim nejednac¢inama. Matematicki
model ima slede¢i oblik:

max(min)f (x,,...,x, )
g, :Zn:aij -x; <b,(i=1...,m) (3.2.1)
x;20,(j=1,...,n)

¢ Nelinearno programiranje sa separabilnom funkcijom cilja

Kod ove klase zadataka funkcija cilja je definisana zbirom n-funkcija, koje su
zavisne od samo jedne promenljive. Oblik separabilne funkcije cilja je:

F(X):i_l fj(xj) (3.2.2)
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e Kvadratno programiranje

Kod ove klase zadataka nelinearnog programiranja funkcija cilja je zadata u
obliku kvadratne forme:

F(X): iicij "X X (3.2.3))

Specijalnu podklasu zadataka kvadratnog programiranja ¢ine zadaci kod
kojih je skup ogranicenja linearan.

e Celobrojno nelinearno programiranje

Kod ove klase zadataka nelinearnog programiranja sve promenljive mogu
uzimati samo celobrojne vrednosti. Specijalan slu¢aj ove klase zadataka
predstavljaju oni zadaci kod kojih promenljive mogu uzimati samo dve vrednosti:
nula i jedan — binarno programiranje ili 0-1 programiranje.

3.3. METODE RESAVANJA ZADATAKA NELINEARNOG
PROGRAMIRANJA

Sve metode reSavanja zadataka nelinearnog programiranja se mogu uopsteno
podeliti na:

analiticke metode,
numericke metode,
graficke metode, 1
eksperimentalne metode

Analiticke metode se primenjuju se za reSavanje problema kod kojih
funkcija cilja ima takav oblik da je moguce primeniti poznata matematicka pravila
pri postupanju sa varijablama i funkcijama ograni¢enja. Nisu pogodne za reSavanje
slozenijih problema nelinearnog programiranja. Postupak analitickih metoda se
bazira na pronalazenju one vrednosti promenljivih, odnosno vektora X za koju je
prvi izvod odnosno gradijent funkcije cilja f(X) jednaka nuli. Ta tacka se naziva
kriti¢na tacka. Nakon toga proverava se predznak drugog izvoda funkcije cilja u toj
tacki 1 zavisno od predznaka zakljucuje se da li se radi o minimumu ili
maksimumu. Funkcije cilja mogu imati viSe tacaka u kojima je gradijent funkcije
cilja jednak nuli tako da se optimumi dele na globalne i lokalne optimume. Da bi se
odredilo koji je od optimuma globalni optimum odnosno stvarno najbolje resenje,
potrebno je izracunati vrednosti funkcije cilja u svim kriticnim tackama i usporediti
ih, nakon Cega se odreduje stvarno resenje.

Numericke metode se zasnivaju na nizu neprestanih poboljSanja
aproksimacija optimalnog reSenja slede¢i naredne korake koji su nacelno isti za
probleme sa 1 bez ogranicenja.
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Geometrijske metode su pogodne za reSavanje problema sa jednom
promenljivom. Moguce je reSavati probleme i sa dve promenljive, ali to nije
prakti¢no zbog toga $to je potrebno crtati u trodimenzionalnom prostoru pa se ne
koristi Cesto.

Eksperimentalne metode se baziraju na eksperimentima pomocu kojih se
pokusava do¢i do ekstrema funkcija odnosno do optimuma. Kada se izvrsi jedan
eksperiment, dobijeni rezultati su klju¢ni za odredivanje gde treba locirati sledeci
eksperiment koji ¢e imati bolje rezultate funkcije cilja od prethodnog eksperimenta.

U okviru gore navedenih grupa metoda postoji veliki broj pojedinacnih
metoda za reSavanje problema nelinearnog programiranja. U narednom tekstu
akcenat je na najznacajnijim metodama, koje imaju najveci prakticni znacaj.

3.3.1. Bezuslovna optimizacija. Neophodni i dovoljni uslovi
optimalnosti
Dat je problem
min(max)f (x)
xeR"

Pretpostavlja se da je f dvaput neprekidno diferencijabilna na R".
ResSavanje zadatka pocinje odredivanjem stacionarnih tafaka koje
predstavljaju moguca reSenja problema i to na osnovu sledeceg izraza:

of of
—=0,...,—=0 3.3.1.
0%, OX, ( )
Nakon toga se trazi matrica drugih izvoda:
ot ot ]
ox; OX,0X.
ViE(x)=| (3.3.2)
ot ot
| O%,0% ox: |

Neka je X" resenje sistema (3.3.1.). Raduna se sz(X*) i odreduju se glavni
minori Dy,...,Dn.

Ako je D1>0, D2>0,..., Dn>0 sledi da je x” strogi lokalni minimum.

Ako je D1<0, D2>0,..., (-1)"Dy>0 sledi da je x” strogi lokalni maksimum.

Teorema 3.3.1. (Neophodni uslovi za lokalni minimum). Ako je x* lokalni

minimum funkcije f, onda je %(x*): O,...,%(x*): 0 (Vf (x*): O).

n
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Teorema 3.3.2. (Dovoljni uslovi za strogi lokalni minimum). Ako je
\%i (X*):O i ako je matrica sz(x*):O pozitivno  definitna  (tj.
yTVZf(X*)y >0,  Vy=#0), onda je x” je strogi lokalni minimum funkcije f.

Teorema 3.3.3. (Silvestrov kriterijum). V2f(X')=0 je pozitivno definitna
matrica < D1>0, D2>0,..., Dn>0.
Primer 3.3.1. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije sa dve promenljive:
f(X) = X213 + x2° — X12 — 2X1X2 — X2?

Resenje. Prvo se odreduju stacionarne tacke..

%:BXf—le—ZXZ:O

o = 3% =3x = ¥ =X,
— =3xZ-2x,-2% =0

Xy

3x12—4x1=0

x1(3x1—4) =0

X1:OiX1:4/3

Stacionarne tacke su A(0, 0) i B(4/3, 4/3).
Formira se matrica drugih izvoda.

2 2 2f 2
Ot e -2y Il T Zlgy,
x4 O%,0X, OX,0%; OX5
6%, —2 -2
vZE(x)=|
2 6x,-2

Odreduju se glavni minori za obe stacionarne tacke:

A00) vzf(xA){‘2 -2

) 2} , D1 =-2, D2 = 0 —bez zaklju¢ka.

6 -2

B(4/3,4/3)  V%f(xg)= L ) 6

} , D1 =6, D2 = 32 —strogi lokalni minimum.

Funkcija ima strogi lokalni monimum u tacki B.

3.3.2. Klasi¢ni problem uslovnog ekstremuma

Dat je problem
min(max)f (x)
h(x)=0,i=1,...m

Pretpostavlja se da su f, hi, i = 1,...,m diferencijabilne.
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Onda je rang J(x) = m na dopustivom skupu.

L—
oX, oX,
J(x)=| : (3.3.3)
oh,  oh,
| O% X, |

3.3.2.1. Metoda eliminacije promenljivih

Ovde je ideja da se klasi¢ni problem optimizacije svede na problem
bezuslovne optimizacije.

(%) =0 X = (X000,
: = (3.34)

h (XX, ) =0 X, =0 (X g0 X, )

Dobija se problem bezuslovne optimizacije:

MiN £ (@, (Xs1 o0 X0 oo es @ Kz veeer X ) = F (Xipag o1 %) (3.3.5)

Ako je (X;Hl,...,X; ) reSenje bezuslovne optimizacije, onda je
((p1 (X:M1 ,...,X: ),...,(pm (X:M ,...,X: )) reSenje zadatka klasi¢nog problema optimizacije.

Primer 3.3.2. Metodom eliminacije resiti zadatak:

minf(x) = 4x;2 + 6X, + 5x3?
X1+ X2+ X3=8

ReSenje: Ovde je J = [1 1 1], rang J = 1. Eliminise se jedna od promenljivih, na primer Xo.

Sledi:
X2 =8 —X1—X3
Tako da je:
f(X1,X3) = 4%1% + 6(8 — X1 — X3) + 5X5°
i:8x1—6:0:>x1:3/4; i:10x3—6:0:x2:3/5
Xy 0X3

Jedina stacionarna tacka je X" = (3/4, 3/5). Kako je
2 2 2f 2
o°f g °f . 0 0 o f

=10

a2 oxoxg | axgox, ox2

. [8 0
V2 E(x" )= D1 =8>0, D2 =80>0
() {0 10} ' ?

sledi da je x”" strogi lokalni minimum, to jest da je tacka X" = (3/4, 133/20, 3/5) strogi lokalni
minimum polaznog problema.
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3.3.2.2. Metoda LagranZovih mnoZilaca

Za reSavanje zadataka kod ove metode se koristi Lagranzova funkcija koja
ima sledeci oblik:

L(2) = £ (x)+ D2y (x) (3.3.6.)

gde se A = (A1,...,Am) naziva vektor Lagranzovih mnozilaca.

Trazi se reSenje sistema:

AL . L oo g (33.7.)
ox, x, o o,

ReSenja izraza (3.3.7.) su stacionarne tacke LagranZove funkcije. U daljem
postupku se trazi matrica:

0,.

o o ]
0%, OX,
o o Oy . on
_ 0%, X, _1 0 J |338)
B T W N 1 el
%, ox, X OX,0X,
o on, FL oL
_axn 8Xn axnaxl axff d(m+n)x(m+n)

Neka je (X', 1”) reSenje sistema i ako su Da,...,Dm+n glavni minori matrice
H(x", 1), kao i (-1)™Dzm+1 >0, ..., (-1)™Dm+n > 0 onda je X" strogi lokalni minimum
polaznog problema. Ako je (-1)™!Dam+1 > 0...., (~1)"Dm+n > 0 onda je X strogi
lokalni maksimum polaznog problema.

Teorema 3.3.4. (Neophodni uslovi za lokalni minimum). Ako je x* lokalni
minimum problema, sledi 35" = (x;,...,x;,) tako dajev L(x" 2" ))=0,v,L(x" 2" )=0
] tj VL(X*,X))ZO

Teorema 3.3.5. (Dovoljni uslovi za strogi lokalni minimum). Neka je (x,
") stacionarna tacka funkcije L. Ako je matrica v2L(x X ))=0 pozitivno
definitna na tangentnom prostoru y'vzi(x* X )y>0 vy=0 takvo da je
y'Vh(x")=0,i =1,...,m tada je X" strogi lokalni minimum klasi¢nog problema.

Teorema 3.3.6. (Dovoljni uslovi za pozitivhu definitnost na tangentnom
prostoru). Ako je (-1)™Dzm+1 > 0,..., (-1)™Dm+n > 0 = v2 L(x",x") je pozitivno
definitna matrica na tangentnom prostoru.
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Napomena 3.3.1.: Svi navedeni rezultati vaze pod pretpostavkom da je rang
J=m. Ako u nekim tackama dopustivog skupa ovaj uslov ne vazi, njih treba
posebno ispitati jer su i one kandidati za ekstremum.
Primer 3.3.3. Metodom Lagranzovih mnoZitelja resiti zadatak:
f(X) = 2x1% + 2Xp + 2X4?
X1+ Xo+X3=2
ReSenje: Lagranzova funkcija ima sledeéi oblik:
L= 2X12 + 2%, + 2X32 +/1(X1 + X0+ X3 — 2)

Izvodi po x; i njihove vrednosti iznose:

95=4M+x=0
0%
X, 2 4 « (222).« 4
oL :X1=X2=x3:§,k=—§,x =333 A =3
OX3
a—L—x + Xy, +X3—2
YN 1 2 3
Drugi izvodi po x iznose:
4 0 0
vZL(x,A)=l0 4 0] J=f 1 1]
0 0 4
Matrica H ima slede¢i oblik:
01 11
1 4 00 -
H(x,1)= “H(' ) m=1 n=3, 2m+1=3, m+n=4m
1 0 40
1 0 0 4
Glavni minori matrice H iznose:
0 11
(-1)"Dypy=(-1)Dy=-{1 4 0|=8>0
1 0 4
0111
1 400
(-1)"Dp.n Di=—, o 4 ol7%>0
1 0 0 4

Sledi da je x" strogi lokalni minimum.
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3.3.3. OpSti slucaj problema nelinearnog programiranja
Opsti slucaj se moze izraziti na slede¢i nacin:

min(max)f (x)

9,(x)=0,i=1,...,m

3.3.3.1. Metoda izravnajucih funkcija

Opsti slucaj problema nelinearnog programiranja se reSava tako $to se
dodavanjem nenegativnih izravnavajuéih funkcija x§+i,i:1,...,m on svodi na
klasi¢ni problem uslovnog ekstremuma:

min(max)f (x)

9i(x)+ x5, =0.i=1...m
Ovako modifikovani klasi¢ni problem se dalje moze resavati metodom

eliminacije promenljivih ili metodom Lagranzovih mnozilaca.

(3.3.9)

Primer 3.3.4. Resiti zadatak:
min 5X12 + 6X22

2-x1<0
ReSenje: Dodaje se izravnjajuéa funkcija, pa problem dobija sledeci oblik:
min 5X12 + 6X22
2-Xi+x2=0

Sledi da je x; = 2 + xs?. Funkcija cilja dobija slede¢i oblik:
min 5(2 +xs%)% + 6x2? = F(Xz, Xa)

Odreduju se izvodi po X:

S—F ~12%, =0
X
8FZ =X, =X3=0
—= 20x3(2+ x§)=0
X3

Matrica drugog diferencijala iznosi:
12 0 }

2 12 0 2
V2F(Xp,%3) = 5 V2F(0,0)=
0 20(2 + X3 )+ 20x5 - 2X5 0 40
Glavni minori su: D1 = 12 > 0, D, = 480 > 0. Sledi da je tacka (0,0) strogi lokalni minimum
problema bezuslovne optimizacije. Takode, tacka sa koordinatama (2,0,0) je strogi lokalni minimum
klasi¢nog problema nelinearnog programiranja, a tacka (2,0) je strogi lokalni minimum opSteg

problema nelinearnog programiranja.
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3.3.3.2. Kun — Takerova teorema

Problem nelinearnog programiranja se moze izraziti na slede¢i nacin:
min(max)f (x)
9,(x)<0,i=1,...,m

Pretpostavlja se da su funkcije f, gs,...,gm diferencijabilne.

Ako su funkcije f, gs,...,gm konveksne problem nelinearnog programiranja se
naziva problem konveksnog programiranja. Kod problema konveksnog
programiranja postoji vazno svojstvo da je svaki lokalni minimum istovremeno
globalni minimum.

Kun-Takerova teorema daje neophodne uslove za lokalni minimum problema
nelinearnog programiranja. Kada se radi o problemu konveksnog programiranja ti
uslovi su i dovoljni. Takode, Kun-Takerova teorema vazi pod odredjenim uslovima
regularnosti.

U daljem tekstu se najpre objasnjavaju kljuéni pojmovi vezani za
konveksnost i regularnost.

e Konveksnost

Konveksan skup se moze izraziti  na sledeci nadin:
M +@-A)x, eC Vx,x,eC VAael0.1]. Graficki prikaz je dat na slici
3.3.1. Kod konveksnog skupa svake dve tacke datog skupa sadrzi duz koja ih spaja
i koja se nalazi u tom skupu.

Konveksan skup Nekonveksan skup

i

Slika 3.3.1. Konveksan i nekonveksan skup
Konveksna funkcija ima slede¢i oblik:
fO +@—)%)<Af(x)+@-A)F(x,)  Vx,x,eC Vvae[0.1](3.3.10.)
Grafik funkcije se nalazi ispod secice — slika 3.3.2.
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| Grafik funkcije
C=(a,b) | | je ispod grafika
’ sefice
|| -
| 1
fAxq+H(1-A)xp) A 1N |
|
i N
: = | 1 o
a xq AxpH1-Nx, Xz b

Slika 3.3.2. Konveksna funkcija

Strogo konveksna funkcija ima sledeéi oblik:
fOx + Q=A%) <Af(x)+@-2)f(x,),vx, %, €C x #X, VAe[0.1](3.3.11)
Funkcija g je konkavna ako je njena negativna vrednost (—g) konveksna
funkcija.

Ako je f diferencijabilna funkcija, onda se njen grafik se nalazi ispod secice,
odnosno grafik se nalazi iznad tangente.

Teorema 3.3.7. funkcija f je konveksna ako vazi sledeca nejednakost (slika
3.3.3):

Vi (%) (6, =% )< F(x,)- F(x)  ¥x,xeC (3.3.12)

/

/

fx, )-f(x 1) /
rxpx2x)
T

Grafik funkcije
se nalazi iznad
grafika tangente

C=(a,b)

a | X2 b

Slika 3.3.3. Konveksnost diferencijabilne funkcije na odseku (a, b)
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Ako je funkcija dvaput diferencijabilna onda je najlakSe proveriti
konveksnost funkcije preko matrice drugih izvoda na sledeci nacin:

1. Na¢i glavne minore matrice sz(X). Ako su svi pozitivni na C, sledi da je

funkcija f strogo konveksna na C.

2. Ako je su svi glavni minori nenegativni a bar jedan je jednak nuli treba naci sve
minore simetri¢ne u odnosu na glavnu dijagonalu. Ako su svi simetri¢ni minori
nenegativni na C, sledi da je funkcija f konveksna na C.

e Regularnost

Najpoznatija su slede¢a dva uslova regularnosti:

R1 (Sleterov uslov). Vazi ako su kod nelinearnog programiranja funkcije
ograni¢enja gu,...,gm konveksne i postoji X tako da je gi()?)< 0,i=1..m.

R2. Vazi u tacki X ako su VO,(X)iel(X) linearno nezavisni, gde je
1(%)= {i|gi (x)= 0} skup indeksa aktivnih ogranicenjau X.

Napomena 3.3.2.: Uslov R1 vazi ili ne za problem u celini, a uslov R2 moze
vaziti u nekim tackama, a u nekim ne.

e Kun - Takerova teorema — neophodni uslovi optimalnosti

Neka je x” lokalni minimum nelinearnog problema i neka vazi R1 ili u X~ vazi
R2. Tada postoji X' € R™ tako da vazi:

vf (x*)+iZ::x7Vgi(x*)=0

Xgi(x)=0, i=1..m (3.3.13.)
X >0
gi(x*)so, i=1,..m

Ako vazi R1 ili u svim dopustivim tackama vazi R2, onda se svi kandidati za
lokalni minimum nalaze medu resenjima sistema, 0dnosno:

\%i (x )+ixngi(x ):0

gi(x )=0, i=1..m (3.3.14)
A 20

gi(x )s 0, i=1..m

Napomena 3.3.3.: 1" se naziva vektor Lagranzovih mnoZilaca.

Ukoliko su sva ograni¢enja kod problema nelinearnog programiranja linearna
mogu se izostaviti uslovi regularnosti.
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Teorema 3.3.8. (neophodni uslovi u slu¢aju linearnih ograni¢enja). Ako
je kod problema nelinearnog programiranja gi(X)= aiTX—bi, i=1,...m i ako je X"
lokalni minimum, tada postoji A € R™ tako da vazi (3.3.13.).

U konveksnom slucaju uslovi (3.3.13.) su istovremeno i dovoljni za
optimalnost.

Teorema 3.3.9. (dovoljni uslovi u konveksnom sluc¢aju). Neka su funkcije
f, g1,..., gm konveksne. Ako u tacki (X", 1) vaze uslovi (3.3.13.) tada je X" globalni
minimum problema nelinearnog programiranja.

e Kun - Takerova teorema — neophodni uslovi optimalnosti za problem
zadat nejednadinama i jedna¢inama

Ova varijanta Kun-Takerove teoreme vazi u slucaju da je dopustivi skup
problema nelinearnog programiranja zadat nejednacinama gi(X)SO, i=1,...m i
jednaéinama hi (X)ZO, i=1,..r.

Neka je x™ lokalni minimum problema nelinearnog programiranja i neka su
vektori Vgi(x*),i € I(X* ),Vhi(x*),i =1..,r linearno nezavisni, tada postoje

X €R™y eR' tako da vazi:

V(X )+ i}ﬁVgi (x)+ Zr:\ui’Vhi (x)=0
i=1 i=1
%0, (<)=0, i=1..m (3.3.15.)
X =0
gi(x*)g 0, i=1..,m, hi(x*):o, i=1,..,r
Napomena 3.3.4.: LagranZovi mnozioci koji odgovaraju jednacinama nisu
ogranic¢eni po znaku. Uslov \VThi (X*): 0, i=1,...r je trivijalno ispunjen.

3.3.3.3. Metode kaznenih funkcija

Polazi se od problema nelinearnog programiranja:
min(max)f (x)
0,(x)<0,i=1,...,m

Metoda kaznenih funkcija se zasniva na uvodenju beskonacne kazne za
napustanje dopustivog skupa X, odnosno
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q(x)= {O xex (3.3.16.)

+00 XgX
_ .Prol?}em se moze reSiti tako Sto se menja problemom bezuslovne
optimizacije:
minF(x)= f(x)+q(x)
xeR"

Posto se ne moZe racunati sa oo, funkcija ¢(x) se aproksimira nizom kaznenih
funkcija. Postoje dve vrste kaznenih funkcija — spoljasnje (aproksimacija spolja) i
unutrasnje (aproksimacija iznutra).

(3.3.17.)

e Metoda spoljasnjih kaznenih funkcija

Spoljasne kaznene funkcije problema nelinearnog programiranja predstavljaju
niz funkcija g, : R" > R, k=1, 2,... ako za svako k vazi:

9.(x)=0, xeX

9.(x)>0, xeX

Gea(X)> 0 (x),  xeX
g (x)> o, koo, xeX

(3.3.18.)

Na slici 3.3.4. data je geometrijska interpretacija niza spoljasnjih kaznenih

funkcija {qk(x)}.

Q53(x)
4,

qq(x)

X

Slika 3.3.4. Niz spoljasnjih kaznenih funkcija
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Na ovaj nacin, problemu nelinearnog programiranja se pridruzuje niz
problema:

minF, (x)= f(x)+q,(X
()= 10+ 0,0 610)
xeR"

Ako je x resenje problema (3.3.19.), pod odgovaraju¢im pretpostavkama se
moze pokazati da X" —X, k—>o0, gde je x" resenje problema nelinearnog
programiranja.

Napomena 3.3.5.: Ako za neko k vazi x* e X tada je x¥ resenje problema
nelinearnog programiranja, tj. X = xX.

Algoritam za reSavanje zadataka nelinearnog programiranja metodom
spoljasnjih kaznenih funkcija je sledeci:

Korak 0: Izabrati niz {qk},

Korak 1: k=1,
Korak 2: Regiti (3.3.19.) i oznaiti resenje sa X,
Korak 3: Ako x“ e X STOP (x" = x¥), u suprotnom k = k + 1, i¢i na Korak 2.

Izbor niza spoljasnjih kaznenih funkcija vrsi se najcesce na sledec¢i nacin:

6, ()=t Y max{0,g,(x)} (33.20)

i-1
gde je {tk} monotono rastuéi niz (f, = k — ).

Ako u problemu nelinearnog programiranja uéestvuju i jednacine h (X): 0,

i =1,...,r izbor niza spoljasnjih kaznenih funkcija vrsi se na slede¢i nacin:

qk<x>=tk[§max{o,gi<x>}2+g<hi<x>>2] (3321

Primer 3.3.5. Resiti zadatak metodom spoljasnjih kaznenih funkcija:

min x2 — 4x
x<1

Resenje: Neka je i (x)=t, max{0,x—1° ineka t, o0, k — oo. Tada je

F(x)= X2 - 4x+t, max{0,x -1}

Trazi se X kao resenje problema bezuslovne minimizacije funkcije Fi(X). Problem se resava
analiticki. Razlikuju se dva slucaja:

1. max{0,x-1}=0, tj. x— 1 <0. Sledi
F(x)=x?—-4x, F/(x)=2x—4=x=2

Posto je X =2 > 1, odbacuje se ovo resenje.
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2. max{0,x—1}=x~-1, tj. x— 1> 0. Sledi

F(X)=x2 —4x+t,(x-17,  F(x)=2x—4+2t,(x-1)=0
+4 K 2t +4

. K . . A
odakle je X= .Kako ovo reSenje zadovoljava uslov X > 1, ono se usvaja. tj. X = .
BT 12 ! ! V- 2t +2
Posto je I!im t, = oo reSenje se dobija reSavanjem sledeceg izraza:
—o
6
2+ .
lim x, = lim k=1
k—o k —o0 2
2+ —

k
Posto je X = 1, to predstavlja reSenje zadatka jer je ispunjen uslov ogranicenja da je x < 1.

e Metoda unutrasnjih kaznenih funkcija

Unutrasnje  kaznene  funkcije problema nelinearnog programiranja
predstavljaju niz funkcija g, (x): )O( —>R, k=1, 2,. pri ¢emu je )0( unutrasnjost
dopustivog skupa X (oko svake tacke u )0( postoji sferna okolina koja je Citava

(] o
sadrzanau X ), a OX njegova granica (6X = X/ X ). Za niz unutra$njih kaznenih
funkcija za problem nelinearnog programiranja vaze sledeci izrazi:

|qk+l(xx < |qk(X], X e X

%(X) >0, ke, xeX (3.3.22)
qk(Xj)—> ©, j—o, za svaki niz
XlcX takav da  x,>%edX, joroo

Na slici 3.3.5. data je geometrijska interpretacija niza unutrasnjih kaznenih
funkcija {0 .
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q1®

qz(x)

I

Slika 3.3.5. Niz unutrasnjih kaznenih funkcija

Problemu nelinearnog programiranja se pridruzuje niz problema
min F, (x)= f(x)+q,(x)
xe X

Neka je sa x¥ oznateno reSenje problema (3.3.23.). Pod odgovaraju¢im

(3.3.23))

M . k * . * v .
pretpostavkama se opet moze pokazati da X” —> X , k — o0, gde je X reSenje
problema nelinearnog programiranja.

Napomena 3.3.6.: (3.3.23.) se moze reSavati pribliznim metodama
bezuslovne optimizacije jer se izlazak iz dopustivog skupa sprecava “barijerom” jer
kaznena funkcija raste pri priblizavanju granici.

Algoritam za reSavanje zadataka nelinearnog programiranja metodom
unutra$njih kaznenih funkcija je sledeci:

Korak 0: lzabrati niz {qk(X)},
Korak 1: k=1,

Korak 2: Resiti (3.3.23.) i oznagiti reSenje sa X,
Korak 3: Ako x“ e X STOP (x" = xX), u suprotnom k = k + 1, i¢i na Korak 2.
Izbor niza unutrasnjih kaznenih funkcija vrsi se najcesc¢e na slede¢i nacin:

6,(X)=-2 3 In(- g,(x)) (33.24)

t, =

gde je {tk} monotono rastuéi niz (f, = k — ).
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Ako u definiciji problema nelinearnog programiranja ucestvuju i jednacine
metoda unutra$njih kaznenih funkcija, metoda nije primenljiva osim u slu¢aju kada
se radi o linearnim jednacinama (na primer, u sluc¢aju linearnog programiranja).

Primer 3.3.6. Razmatra se zadatak 3.3.5. za reSavanje metodom unutra$njih kaznenih
funkcija:

min x2 — 4x
x<1

Resenje: Neka je 0y (X) = —ti In(l— X) . Tada je
k

F(x)=x2 _4x_t1|n(1_ X)X =(-w)
k
Problem se reSava analitic¢ki.
Fe(x)= Jx—ds—1 0

t, (1-x)
Kada se sredi prethodni izraz, dobija se kvadratna jednacina:
2t, x> —6t, x+4t, —1=0
odakle je

6, /4t +8t, ENETD

at, 4

X =

S obzirom da je 8/t, =0, (t, — oo, K — ), redenje iznosi:

X1:2
X2=1

Posto vazi X < 1, X1 ne ispunjava uslov i on se odbacuje. Resenje predstavlja Xz (X< = x,).
3.3.4. PribliZne metode za nelinearno programiranje

3.3.4.1. Bezuslovna optimizacija

Problem nelinearnog programiranja je sledeci:
min(max)f (x)
xeR"

e A ,
Metode bezuslovne optimizacije generiSu niz {X } po formuli:

XM=x +a s, k=01.. (3.3.25)

gde je {Sk} niz pravaca, a {ak} niz koraka:
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Svaka tac¢ka nagomilavanja X" niza {Xk} zadovoljava Vf (X*)Z 0. Ako je f
konveksna funkcija, tada je x” resenje problema.

e Metoda koordinantnog pretraZivanja

Kod ove metode pravci pretrazivanja su koordinatni pravci: £€,...,2€,. Ideja

je da se ide istim korakom duz koordinatnih pravaca dok ima napretka. Zatim se
smanjuje korak.

Algoritam za reSavanje zadataka pomocu ove metode je sledeci:

o Korak 0: Izabrati X" € R",a >0,&>0. Staviti k = 0.

e Korak 1: Ispitati da li postoji $* € {+e,,....+¢,} tako da je f(xk +aksk)< f(xk)
Ako postoji i¢i na Korak 2. U suprotnom i¢i na Korak 3.

e Korak 2: Odrediti X" = X“ + &, s, e, ., = &t ., K =K +1 i vratiti se na Korak 1.

o Korak 3: Izracunati @, =Q; / 2i i¢i na Korak 1.

Kriterijum zaustavljanja (STOP) je kada je @, <¢ .

Teorema 3.3.10. Ako je X takvo da je skup X ={xeR"|f(x)< f(x)}
ograni¢en i f je diferencijabilna na X° tada svaka tacka nagomilavanja X" niza {Xk

generisanog prethodnim algoritmom zadovoljava uslov Vf (X*)= 0.

¢ Gradijentna metoda (Metoda najbrZeg spusta, KoSijeva metoda)

Kod ove metode se polazi od ideje da funkcija najbrze opada u pravcu
antigradijenta Zf— =Vi's, =||Vf|cosg. Minimalna vrednost (;i se dobija za
S S

p=1=5" =—Vf(x¥)
Algoritam (Kosijev) za resavanje zadataka pomocu ove metode je sledeéi:

e Korak 0: Izabrati X’ eR",6 >0,k =0.
e Korak 1: Izradunati S* =—Vf (Xk).
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e Korak 2: Na¢i @, kao resenje jednodimenzionog problema min f(xk + ocsk).

a>0

e Korak 3: Izradunati X" = x* + s,k =k +1 i i¢i na Korak 1.

Kriterijum zaustavljanja (STOP) je kada je |vf (xk}‘ <e.

Teorema 3.3.11. Neka je skup X° ograni¢en, funkcija f diferencijabilna na X°.
Tada svaka tatka nagomilavanja X* niza X generisanog Kosijevim algoritmom
zadovoljava Vf (Xk ): 0.

e Njutnova metoda
Kod ove metode se polazi od ideje da je funkcija
f(x)~ F(x*)+ v (x*J (x—x*)+ %(x — x4 V2 (X[ x - x* )= Q,(x)(3.3.26.)
gde je x¥*! tagka minimuma funkcije Qk(x). Odreduje se iz uslova:
VQ,(x)=Vf (x*)+ V2 f (x* Jx—x)=0=
V2 (X fx = x6) = =F (x* ) = x5 = X = (V2 £ (x4 " vE (x, ) = (3.3.27.)
s = —(V2 f (x" ))71Vf (xk)
Algoritam (Njutnijev) za reSavanje zadataka pomoc¢u ove metode je sledeci:
Korak 0: Izabrati X°€R",e>0,k=0.
Korak 1: Izradunati s* = —(Vz f (Xk ))_1Vf (Xk )

Korak 2: Kao kod Kosijevog algoritma.
Korak 3: Kao kod Kosijevog algoritma.

Kriterijum zaustavljanja (STOP) je kao kod Kosijevog algoritma.
Teorema 3.3.12. Neka je skup X° ograni¢en, a funkcija f dvaput

diferencijabilna na X°i V>f (X) pozitivno definitna matrica na X°. Neka je niz {Xk}

. . . . k * * .. . v .
generisan Njtnovim algoritmom. Tada X' = X ,K > © (x" je jedinstveno reenje
bezuslovne optimizacije).

Napomena 3.3.7.: Ako je f(X)=g,+¢"x+Xx"Qx (Q pozitivno definitna
matrica) tada Njutnova metoda nalazi minimum u jednom koraku.
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3.3.4.2. Uslovna optimizacija

Uslovna optimizacija obuhvata mnostvo metoda, kao $to su:

— ograni¢enja linearne jednacine (metoda zamene),

— ograni¢enja linearne nejednacine,

— funkcija cilja kvadratna, ogranicenja linearna (kvadratno programiranje),
— ograni¢enja nelinearne jednacine i/ili nejednacine.

Univerzalnu primenu ima priblizna metoda kaznenih funkcija, tj. mozZe se
primeniti na ve¢inu navedenih problema.

Algoritam priblizne metode kaznenih funkcija.je sledeéi:
e Korak 0: lIzabrati niz kaznenih parametara {tk} 1 niz spoljasnjih ili unutrasnjih

kaznenih funkcija {qk}, x’,e>0,k=1. Ako je izabrana unutrasnja kaznena

funkcija, tada mora da vazi x e )O( :

e Korak 1: Staviti & =1/t, (preciznost sa kojom se resava k-ti problem).

e Korak 2: Polazeéi od x** kao podetne tacke naéi priblizno resenje X problema
min F, (x): f(X)+ Ok (X) nekim od algoritama bezuslovne optimizacije sa
kriterijumom zaustavljanja: STOP ako je [VF, (x"}‘ <&

e Korak 3: Ako je k =k +1 i¢i na Korak 1.

Kriterijum zaustavljanja: STOP ako je & <¢&.

Napomena 3.3.8.: Problemi u Koraku 2 se resavaju sa rastucom ta¢nos$éu
nekim od algoritama bezuslovne minimizacije, koji je sa glediSta ovog algoritma
“crna kutija”. ReSenje prethodnog problema je pocetna tacka za sledeci problem.

3.3.5. Kvadratno programiranje

Problem je sledeci:

; 21 T
mln(max)f(x)_zx Qx+c'x (33.28)
Ax<b,x>0
Polazi se od sledecih pretpostavki, od kojih zavisi reSavanje zadataka:

1. Ovde se moze pretpostaviti da je Q simetri¢na matrica, jer se svaka kvadratna
forma moze izraziti preko simetricne matrice.

2. Vaze sledeée jednakosti: Vf (X) =Qx+c, V°f (X) =Q.

3. Ako je Q pozitivno definitna matrica (svi glavni minori su pozitivni) onda je
funkcija f(x) strogo konveksna funkcija, pa je izraz (3.3.28.) problem
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(i)

(i)

konveksnog programiranja i Kun — Takerovi uslovi su potrebni i dovoljni za
globalni minimum.

Ako je Q pozitivno semidefinitna matrica (svi simetri¢ni minori su nenegativni)
onda je funkcija f(x) konveksna funkcija i vazi isto kao pod 3.

Ako je Q negativno definitna (f je strogo konkavna) i dopustivi skup je
ogranicen, tada se svi globalni (i lokalni) minimumi postizu u ekstremnim
taCkama dopustivog skupa (tzv. “kiSobran”). S obzirom da su kandidati za
globalne minimume ekstremne tacke, dovoljno je pretraziti konacan skup
ekstremnih tacaka i nac¢i one sa najmanjom vrednoscu funkcije cilja. Kod
primera malih dimenzija to je jednostavnije nego reSavanje sistema jednacina i
nejednacina koji proisticu iz Kun — Takerovih uslova. Sli¢no se moze postupiti u
slu¢aju da je Q negativno semidefinitna.

Ako Q nije definitna kandidati za lokalne minimume se traze preko Kun —
Takerovih uslova, koji su potrebni ali ne i dovoljni za optimalnost.

3.3.5.1. Primena Kun — Takerovih uslova
Ekvivalentan zapis izraza (3.3.28.) je:
min(max)f (x)= %XTQX +c'x

0,(x)=a/x-b <0, i=1..m (3.3.29.)
h(x)=-x<0 i=1..,n

Kun-Takerovi uslovi za reSavanje zadataka kvadratnog programiranja su:
Vi (x)+ Zm:/l.Vgi (x)+ Zn:athi (X)=0 < Qx+c+ Zm:/i,lai + Zn:ai (-e)=0
i1 i1 i1 i1

SQX+c+A'A-a=0
240,(x)=0,i=1..,m - (@l x—b,
ah(x)=0,i=1...,n ~ ax =0,i=1..,n

(i) 1>0,0>0

(iv)

a’x-b <0i=1..m ax-b+y=0i=1.,m Ax+y=b
= =
-x <0i=1..,n x>0,y>0 x>0,y>0

Drugi uslov (ii) se moze prikazati na slede¢i nacin:
AlaTx-b)=A(-y)=0e y=0,jerje 4 =0,y 20,i=1,...,m
aX%=0a'x=0, jerje &, 20,x>0,i=1..,n
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Kun-Takerovi uslovi u izmenjenom redosledu imaju slede¢i oblik:
Ax+y=Db
—Qx—A"A+a=c
Ay=0,a"x=0
A>20,a>0,x>0,y>0

(3.3.30.)

Nove oznake koje se unose u Kun — Takerovim uslovima su:

o K IS I IS 4

Kun-Takerovi uslovi u novim oznakama:

w M z q
y] [Oo -ATA] [o
al AT Q| x| |c
[YT aT{ﬂﬂ i yaA+a'x=0 (3.3.31)

y>0,>20,4>0,x>0

Nakon izvrSenih transformacija dobijen je tzv. linearni problem
komplementarnosti:

w—-Mz=q

w'z=0 (3.3.32)

w>0,z>0

Resenja (3.3.32.) daju kandidate za lokalni minimum zadatka kvadratnog

programiranja. Ako je Q pozitivno definitna matrica, reSenje (3.3.32.) daje
globalno resenje zadatka kvadratnog programiranja.

3.3.5.2. ReSavanje problema komplementarnosti

Kod ovog problema polazi se od pretpostavke daje Q pozitivno definitna
matrica.

Ideja je sledeca: ako je >0 moze se uzeti da je W=(, z=0. Sledi da je
reSenje zadatka kvadratnog programiranja x =0,(z =(4.x)=(0,0))=x=0. U

suprotnom, uvodi se veStatka promenljiva Z,20 i uvodi se u izraz

W-MZ-ze=q.
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Odgovarajuc¢a matrica je:
w Z 20
[ M| e qf
Dalji postupak resavanja se vrsi u dve faze.
| faza: Pivotiranjem u koloni zo postize se q =0 i zo ulazi u bazu, a jedan w;
izlazi.
Il faza: Uzastopno se pivotira dok se zo ponovo ne izbaci iz baze.

Pravilo izbora pivota: ¢uva se veza WZ =0/i=1..n (tzv.
komplementarnost) i pozitivnost desne strane (kao kod simpleks algoritma).
Pravilo za oCuvanje komplementarnosti:

a) ako iz baze izadje wi u bazu ulazi z;.
b) ako iz baze izadje zi u bazu ulazi wi.

3.3.6. Geometrijski metod nelinearnog programiranja

Kao i kod linearnog programiranja, geometrijski metod se moze iskoristiti
kod problema koji sadrze n = 2, a najvise n = 3 promenljive. Geometrijski metod,
iako ne cCesto kori$éen, koristi se zato Sto olakSava pristup opStoj algebarskoj
metodi. NajceS¢e se reSavaju zadaci koji spadaju u problem nelinearnog
programiranja sa linearnim ogranicenjima, koji imaju slede¢i opsti oblik:

max(min)f (x,,....x.)
g, :Zn:aij -x; < (i=1...,m)
=1

x;>0,(j=1...,n)

Na slede¢em primeru je prikazan postupak reSavanja zadatka nelinearnog
programiranja primenom geometrijskog metoda.
Primer 3.3.7. Na¢i ekstremne vrednosti nelinearne funkcije cilja sa linearnim ograni¢enjima:
F(X) = (X2 — 4)2 + (X2 — 7)?
p.o. X1+ 2x, <10
2X1+ X2 <12
X1, X2>0

Resenje: Ovaj problem ima samo dve promenljive, pa se optimalno reSenje moze utvrditi
grafickom metodom. Problem se reSava tako se sve nejednacine iz sistema ograni¢enja predstave
graficki u pravouglom koordinatnom sistemu po istovetnom postupku kao kod linearnog
programiranja. Graficka prezentacija problema nelinearnog programiranja je data na slici 3.3.6.
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2 __ 7/
2142712 2xlx2-1,

I~
xT+2x2=10

Slika 3.3.6. Graficka prezentacija zadatka nelinearnog programiranja

Kao sto se vidi, funkcija cilja predstavlja kruznicu sa centrom u tacki (4,7). Minimum c¢e biti
u tacki u kojoj funkcija cilja dodiruje oblast ograni¢enja, a maksimum ¢e biti u jednom od temena
oblasti ogranicenja. Za odredivanje koordinate tacke F, u kojoj funkcija cilja ima minimum, Koristi
se uslov normalnosti pravih Pi(x; + 2x, < 10) i prave Ps; koja prolazi kroz centar kruZnice.
Koeficijent nagiba prave Py se dobija iz transformisanog izraza ove prave: X = — % X1 +5, odakle
sledi da je ki = — %. Uslov normalnosti pravih je sledeci: ki = — 1/k,. Koeficijent pravca prave Pz na
pravu Pi je k; = 2. Posto prava P3 prolazi kroz centar kruznice, to ¢e se iskoristiti da bi se dobila
jednadine ove prave P3 (Uzima se da je x1 =4, a X2 = 7), tj.: P3: X2 = 2X1 + n. Sledi da je n = X — 2xy,
odnosno kada se zamene vrednosti n = 7 — 2-4 = —1. Kada se sve sredi dobija se konacan oblik
jednacine P3: 2x1 — X2 = 1.

Sada treba odrediti koordinate tacke F (tacka minimuma) resavanjem sistema dve jednacine
prave (P: i P3) sa dve nepoznate. Resenje sistema je X1 = 2,4, Xo = 3,8, odnosno F(2,4;3,8).

Minimalna vrednost funkcije cilja iznosi:
minF(x) = (2,4 - 4)2+(3,8-7)2=128

Maksimum funkcije cilja ¢e biti u nekom od temena oblasti mogucih resenja B(0,5),
H(4,67;2,67), C(6,0) i O(0,0), u kojima je vrednost funkcije cilja sledeca:

F(B)=(0-42+(-72?=20

F(H) = (4,67 - 4)2+ (2,67 -7)2=19,2

F(C)=(6-4)2+(0-7)?=53

F(O)=(0-4)>+(0-7)>=65

Funkcija cilja ima maksimum u tacki O(0,0) i ima vrednost maxF(0,0)=65.
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3.3.7. Celobrojno programiranje

Kod mnogih zadataka nelinearnog programiranja postoji zahtev da jedna,
vise ili sve promenljive budu celobrojne, odnosno da uzmu vrednosti koje su celi
brojevi. Prema prirodi zadataka, mogu se odvojiti tri tipa celobrojnog
programiranja:

— (Cisto celobrojno programiranje, gde su sve promenljive celobrojne,
— mesovito celobrojno programiranje, gde su samo neke promenljive celobrojne, i
— binarno programiranje (0-1 programiranje), gde su sve ili neke promenljive
binarne (uzimaju vrednosti 1 ili 0).
Opsti model celobrojnog nelinearnog programiranja ima sledeci oblik:

max(min ) (x,,..., X, )

1 Ap

Ax<B (3.3.33)
x e R"xz™

Kod binarnog celobrojnog nelinearnog programiranja razmatra se sledeci
matemati¢ki model

max(min)f (x,,..., X, )
Ax=B (3.3.34))
x € {01}

Tradicionalno, celobrojno nelinearno programiranje se razmatra u kontekstu
oblasti globalne optimizacije. Pri tome, fokus je na numeri¢kim algoritmima za
reSavanje nelinearnih kontinualnih problema optimizacije gde se celovitost
ograni¢enja razmatra naknadno, koriste¢i pri tome metodu grananja i ograni¢avanja
nad celobrojnim promenljivim.

Danas postoje vise algoritma za dobijanje celobrojnog resenja zadataka
nelinearnog programiranja. U daljem tekstu se navode algoritmi koji imaju najSiru
primenu i to:

— konveksna celobrojna maksimizacija,
— konveksna celobrojna minimizacija,
— polinomijalna optimizacija,
— globalna optimizacija,
— ostale metode (pseudo-Boolean optimizacija, kvadratni zadaci kao i opste 0-1
polinomialno programiranje).
U tabeli 3.3.1. su prikazani algoritmi za dobijanje celobrojnog resenja
zadataka nelinearnog programiranja u zavisnosti od vrste funkcije cilja i
ogranicenja.
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Tabela 3.3.1. Racunska kompleksnost i algoritmi za celobrojnu nelinearnu optimizaciju

Ogranicenja
Funkcija cilja . Konveksna Proizvoljno
Linearna . - . .
polinomijalna polinomijalna
Polinomijalno
vremenska u fiksnim
dimenzijama: o .
. — Lenstrov algoritam N NeizraCunljivo:
Linearna _ Generilozavana Pollnomualno_ _ Hilbertov 10.
bazna redukcija v!’emen_s_ka u fiksnim | problem
. dimenzijama:
— Kratke racionaino | _ ) o iro algoritam
generisane funkcije
Polinomijalno
Konveks maks vremenska u fiksnim Neizracunljivo
dimenzijama
. Polinomijalno vremenska u fiksnim SRV
Konveks min dimenzijzjama: Lenstrov tip algoritma NeizraCunljivo
Neprimereno: ¢ak i za kvadratne forme i za
Proizvoljno fiksne dimenzije Neizracunlii
polinomijalna Fiksne dimenzije i linearna ogranicenja: crzracuniyivo
Kratke racionalno generisane funkcije

Za reSavanje zadataka binarnog (0-1) programiranja razvijene su posebne
metode, jer se tu, zbog konac¢nog broja mogucih alternativa, ne mogu Kkoristiti
kontinualne metode. Neke od tih metoda se zasnivaju na kombinatorici, pa se zato
ove metode zovu — kombinatorno programiranje. Postoji vise takvih metoda.
Najstarija od njih se bazira na ispitivanju svih moguc¢ih varijanti dopustivog plana i
odabiranju one varijante koja predstavlja optimalno resenje. Obzirom da je broj
promenljivih koje se pojavljuju u realnim matematickim modelima ¢esto veoma
veliki, ova metoda postaje u praksi neupotrebljiva. 1z tog razloga, druge metode za
resavanje zadataka binarnog programiranja odbacuju odredene varijante dopustivog
plana, za koje se pouzdano zna da ne mogu predstavljati optimalni plan i fokusiraju
se na ispitivanju preostalinh varijanti i odabiru one varijante koja predstavlja
optimalno resenje.

3.4. PROGRAMSKI PAKET LINGO ZA RESAVANJE
PROBLEMA NELINEARNOG PROGRAMIRANJA

Praktican nacin resavanja problema nelinearnog programiranja predstavlja
koris¢enje razvijenih programskih paketa, izmedu kojih se izdvaja LINGO.
Resavanje zadataka uz pomo¢ ovog programskog paketa je pokazano kroz sledece
primere u slucaju nelinerane funkcije cilja 1 nelinearnih ogranicenja (primer 3.3.8.)
i nelinerane funkcije cilja i linearnih ograni¢enja (primer 3.3.9.). U primeru 3.3.10.
je reSen zadatak binarnog programiranja (0-1 programiranje).
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Primer 3.3.8. Na¢i minimum nelinearne funkcije cilja sa nelinearnim ograni¢enjima:
minF(X) = (X1 — 4)? + (X2 — 7)?
p.o. X <10
X2> 0

Resenje: 1zgled ekrana sa tekstom zadatka i postavljenim matematickim modelom je dat na
slici 3.3.7., sa koje se mogu videti i oshovna pravila sintakse programa LINGO.

LINGO - [LINGO Model - LINGO1]
EF\I& Edit LINGO Window Help
DigE|g] &[B(@ 2| veo| ORI/
min=(x1-4) ~2+ (x2-7)*2;
x172<=10;

x272>=0;

erxﬂ

Slika 3.3.7. Izgled ekrana sa postavljenim matematic¢kim modelom

Izgled ekrana sa rezultatima je dat na slici 3.3.8.

LINGO - [Solution Report - LINGO1]
B File Edit LINGO Window Help
D[elE|S] 4 [=6 2] vBo| lRmE| &olE ok
Local optimal solution found at step: 7
Objective value: 0.7017787
Variable Value Reduced Cost
X1 3.162278 0.0000000
X2 6.999998 0.1265972E-06
Row Slack or Surplus Dual Price
1 0.7017787 1.000000
2 0.0000000 0.2649107
3 48.99998 0.0000000
|

Slika 3.3.8. Izgled ekrana sa rezultatima
Vidi se da je optimalni rezultat u datim uslovima:

X" — X | 3162278
1% | 6999998
Pri ovome, minimum funkcije cilja iznosi minF(X") = 0,7017787.

Primer 3.3.9. Fabrika proizvodi 3 tipa proizvoda, tip I, tip Il i tip I1l. Od strane kupaca je
vec naruceno 45 komada proizvoda tipa I, 40 komada tipa Il i 10 komada tipa Ill. Potrebna ulaganja
za proizvodnju jednog tipa proizvoda iznose: za tip | - 1750 EUR-a, za tip Il - 2050 EUR-a i za tip
Il - 2750 EUR-a. Menadzment fabrike je zakljucio da je opravdano proizvesti i veci broj proizvoda,
da ce se za njih pronaci kupci. Raspolozivi fond za ulaganje iznosi do 195 000 EUR-a. Dobit koji se
ostvaruje prodajom jednog tipa proizvoda nije linearna, ve¢ zavisi i od broja proizvedenih proizvoda
(zbog odnosa fiksnih i promenljivih trogkova), i iznosi:

Zatip I: 7x:® — x1
Zatip I1: 9x2% + 4x;
Zatip : xg2 + 7x3

Potrebno je odrediti takav proizvodni program, koji ¢e u uslovima zadatih ogranicenja
obezbediti maksimalnu dobit.
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ReSenje: Matematicki model problema:

maxF(X) = 7x12 — X1 + 9Xz? + 4Xz + Xa® + 7X3
p.o. 1750x1 + 2050x%, + 2750x3 < 195000
X1 45
40
10

Dodatno ograniCenje je da se trazi celobrojno resenje, posto se radi o proizvodima. Izgled
ekrana sa postavljenim matematickim modelom je prikazan na slici 3.3.9.

X2

V1V IV

X3

LINGO - [LINGO Model - LINGO1]

FiIE Edit LINGO Window Help

D|sE|S & =a ol 2o SRR &= 2]
max=7T*x1"2+x1+9*x2"2+4*x2+x3"2+7*x3;
@gin(x1) ;

@gin (x2) ;

@gin (x3) ;
1750*x1+2050*x2+2750*x3<=195000;
x1>»>=45;

X2>=40;

X3>=10;

endl

Slika 3.3.9. Izgled ekrana sa postavljenim matematic¢kim modelom

Izgled ekrana sa rezultatima je dat na slici 3.3.10.

LINGG - [Solution Report - LINGO1]
B File Edit LINGO Window Help
DlelH| S| 2l olm|E|e| &BlE 2
Local optimal solution found at step: 23
Objective wvalue: 31203.00
Branch count: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 45.00000 0.0000000
X2 43.00000 0.0000000
X3 10.00000 0.0000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 31203.00 0.0000000
2 600.0000 0.0000000
3 0.0000000 0.0000000
4 3.000000 0.0000000
5 0.0000000 0.0000000

Slika 3.3.10. Izgled ekrana sa rezultatima

Vidi se da je optimalni rezultat u datim uslovima:

*

X 45
X" =|x; |=|43
x| |10

Pri ovome, maksimum funkcije cilja iznosi maxF(X") = 31203.
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Primer 3.3.10. Na¢i maximum nelinearne funkcije cilja sa linearnim ograni¢enjem, pri ¢emu
promenljive mogu uzeti samo vrednosti {0,1}:

maxF(x) = 8x;% + 15x,?
p.o. 5x1+3x2<5

Resenje: 1zgled ekrana sa tekstom zadatka i postavljenim matematickim modelom je dat na
slici 3.3.11.

[ ONGO - [LINGO Modsl - LINGOL]
BFiIe Edit LINGO Window Help |
S IR Sl elee
max=8*x1"2+15*x2"2;
@bin (x1) ;
@bin (x2) ;
H*x14+3*x2<=5
end

r

Slika 3.3.11. Izgled ekrana sa postavljenim matematickim modelom

Izgled ekrana sa rezultatima je dat na slici 3.3.12.

LINGO - [Solution Repert - LINGO1]

P File| Edit LINGO Window Help
ISIEZEIE] 2l olz(m|=| El=/E 2l
Local optimal solution found at step: 3
Objective wvalue: 15.00000
Branch count: o}
Variable Value Reduced Cost
X1 0.0000000 0.0000000
X2 1.000000 0.0000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 15.00000 0.0000000
2 2.000000 0.0000000

Slika 3.3.12. Izgled ekrana sa rezultatima

Vidi se da je optimalni rezultat u datim uslovima:

X" = X = 0
x| |1

Pri ovome, maximum funkcije cilja iznosi maxF(X") = 15.






4. DINAMICKO PROGRAMIRANJE

Dinami¢ko programiranje predstavlja specijalan slu¢aj nelinearnog
programiranja. Dinamicko programiranje je poseban matematicki aparat, Kkoji
omogucuje optimalno planiranje tzv. viseetapnih procesa upravljanja, kao $to su
procesi u kojima se donosi niz odluka i to postepeno u vremenu. U praksi se
javljaju mnogi zadaci upravljanja procesima (u tehnici, ekonomiji, vojsci, nauci,
itd.) koji se mogu predstaviti u vidu viseetapnih procesa, na koje se moze primeniti
metoda dinamic¢kog programiranja.

Resenje zadatka predstavlja dobijanje optimalnog plana upravljanja, odnosno
ono upravljanje koje daje najbolje resenje kojim se postize maksimalni cilj
operacije. Shodno tome, u cilju primene metode dinami¢kog programiranja
neophodno je da se za svaki razmatrani proces formira odgovaraju¢i matematicki
model, sa precizno definisanom funkcijom cilja, koji treba maksimizirati ili
minimizirati, kao i ogranicenjima koja se javljaju u toku procesa. Kod ovako
postavljenog zadatka treba naci funkcionalne relacije primenom principa
optimalnosti

Odredivanje optimalnog plana upravljanja se zasniva na principu
optimalnosti koji se, prema osnivacu ove discipline, naziva Belmanov princip
optimalnosti. Belmanov princip optimalnosti se moze definisati kao osobinu da
optimalna strategija, bez obzira na pocetno stanje i prethodno dobijeno resenje, u
svakoj narednoj etapi treba da odredi optimalnu strategiju u odnosu na prethodno
dobijeno stanje, kao rezultat prethodnog resenja. Princip optimalnosti se moze
prikazati matematickim putem funkcionalnim jednacinama ili rekurzivnim
relacijama pomocu kojih se izrazavaju veze izmedu funkcija cilja posmatrane etape
i funkcije susedne etape.

4.1. OSNOVNI POJMOVI DINAMICKOG
PROGRAMIRANJA

Pri definisanju osnovnih pojmova dinamic¢kog programiranja polazi se od
termina sistema. Sistem predstavlja svaki fizicki (tehnicki, ekonomski, privredni...)
sistem koji se moze prikazati kao vektor stanja:

rt)=[ct) nt - K] (4.1.1)
Osobine sistema su odredene komponentama vektora r(t). Broj N naziva se

dimenzijom sistema. Ako se sa po 0znaci poc¢etno, a sa pi1, p2,...pn,... Stanja sistema
u uzastopnim vremenskim trenucima, onda vazi sledeca relacija:
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Pos =W(p,) Nn=012,.. (4.1.2)

koja odreduje skup vektora (po, p1, p2,...) kao reprezentaciju ponasanja
sistema u diskretnim trenucima vremena n = 0, 1, 2,... Na osnovu toga se moze
zakljuciti da takav skup vektora definise jednu specijalnu vrstu procesa koja se
naziva viseetapni proces. Ova vrsta procesa je definisana pocetnim stanjem sistema
p = po i trasformacijom W(p), §to se moze predstaviti na slede¢i naéin:

[p.W(p)] (4.1.3)
Shodno tome, proces se moze opisati kao ponasanje sistema u toku vremena.

Kada se govori o funkcijama procesa, skalarne funkcije G(po, p1, p2,..., pn)
koje zavise od procesa mogu se, kod viseetapnih procesa, iskazati na slede¢i nacin:

i:,G(Pi) (4.1.4)

4.2. VRSTE PROCESA

Procesi se mogu podeliti na slede¢i nacin:

— diskretni i neprekidni procesi,
— stacionarni i nestacionarni procesi,
— determinirani i stohasticki procesi.

Diskretni procesi su viSeetapni procesi u kojima se stanje sistema menja
samo u diskretnim trenucima vremena. Neprekidni procesi su procesi u kojima se
stanje sistema neprekidno menja u vremenu. Izucavanje neprekidnih procesa je
mnogo slozenije u odnosu na diskretne procese. Za njihovo izu¢avanje se mogu
koristiti rezultati dobijeni za diskretne procese, pustivsi pri tome da duzina
intervala vremena izmedu dva posmatranja tezi nuli. Takode, kod njih se mora
dokazati postojanje i jedinstvenost resenja. U praksi se iz datih razloga najcesce
izuCavaju diskretni viseetapni procesi.

Stacionarni procesi su viSeetapni procesi gde je oblik transformacije W(p)
takav da ne zavisi od vremena. Nestacionarni procesi su su procesi gde je oblik
transformacije W(p) takav da zavisi od vremena. Tu vazi sledeca relacija

p, +1=W,(p,) (4.2.1)

gde indeks n oznacava da transformacija W zavisi od vremena.

Determinirani procesi su procesi kod Kkojih je stanje sistema pmt+l
jedinstveno odredeno na osnovu stanja sistema pm, putem transformacije W,
odnosno

p, +1=W(p,) (4.2.2.)
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Kod stohasti¢kih procesa transformacija W nije potpuno poznata, tako da je
to stohasticka transformacija koja daje slucajni vektor stanja pi, ¢ija je raspodela
verovatnoc¢a odredjena sa p. Niz takvih vektora [p, p1, pz,...] definise diskretni
viseetapni proces stohastickog tipa. Shodno tome su i odgovarajuce funkcije
slucajne veli¢ine. Kod odredivanja numeri¢kih rezultata, uzimaju se matematicka
ocekivanja funkcija ovih slu¢ajnih promenljivih.

4.3. OPSTE KARAKTERISTIKE DINAMICKOG
PROGRAMIRANJA | NJEGOVA PRIMENA

Opste karakterisitke modela dinamickog programiranja su:

— globalni model (problem) se ras¢lanjuje na faze (etape) i u svakoj fazi se vrsi
optimizacija (maksimizacija dobiti, minimizacija troskova i dr.),

— etapa (faza) se definise kao ureden skup stanja,

— prilikom optimizacije procesa upravljanja (ili dejstva) transformacija svakog
stanja tekuce etape (faze) je povezana sa slede¢om etapom,

— u analizi trenutnog stanja, najbolje upravljanje u narednoj etapi je nezavisno od
upravljanja (akcija) koje je realizovano u prethodnoj etapi, i

— optimalno upravljanje pocinje sa prvom ili poslednjom fazom, u zavisnosti od
prirode modela.

U cilju optimalnog upravljanja viSeetapnim procesima potrebno je uraditi
matemati¢ku Kkarakterizaciju ovog zadatka, odnosno izabrati neki numericki
kriterijum F kojim se moze dovoljno dobro opisati stanje u procesu i time izmeriti i
samu efikasnost upravljanja. Kod viseetepenog procesa sa n faza se u svakoj fazi
primenjuje neko upravljanje Ui (i = 1,..., n). Upravljanje celim procesom
predstavlja niz upravljanja po fazama, sto se moze prikazati na sledeci nacin

u=U,U,,..U,) (4.3.1)

koje se zove strategija. Svakoj izabranoj strategiji odgovara odredena vrednost
kriterijuma F, odnosno

FU)=F({,U,...U,) (43.2)

Osnovni cilj kod optimalnog upravljanja jeste odrediti takvu strategiju U” za
koju kriterijum F postize svoju optimalnu vrednost, tj

F(U”)=(opt)F (4.3.3)
Ako se sa fj oznaci rezultat koji se postize u i-toj fazi upravljanja Ui, onda je
ukupan efekat fy optimizacije kriterijuma F jednak

f=f+f++f (4.3.4)
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Odredivanje optimalne vrednosti kriterijuma F se vrsi tako da upravljanje u
svakoj fazi obezbeduje optimalno nastavljanje procesa. Drugim re¢ima, u i-toj fazi
izbor upravljanja se vrsi s obzirom na mogucnosti izbora u preostalim fazama
Jj=i+1,...,n. Na kraju se upravljanja Ux biraju tako da se postigne optimalno
upravljanje procesom ne samo u toj fazi ve¢ u svim fazama j =i, i + 1,..., n
zajedno.

4.3.1. Belmanov princip optimalnosti

Osnovnu ideju o primeni metoda dinamickog programiranja, koja je u
prethodnom tekstu objaSnjena, postavio je Ri¢ard Belman (Richard Bellman) 1957.
godine. Matematicki model Belmanovog principa optimalnosti za slucaj aditivne
funkcije kriterijuma polazi od slede¢eg: neka su date funkcije fi(x1), f2(Xx2),..., fa(Xn)

I pretostavka je da treba naci vrednosti xi, Xz, . . . , Xn za koje funkcija

F X XXy )= i)+ B0 oo £ () (4.35.)
postize maksimalnu vrednost pri ogranic¢enjima

ax +aX, +--+ax <h (4.36.)

gde je 8 > 0, Xx; > 0 i bn > 0. Za proizvoljno k = 1,..., n se uvodi niz funkcija
{Fk (bk )} i to:

Fu(by) = max{f,(x, )} = max {f,(x,);

Fz(bz): max { (X1)+ f (Xz)}

ay X +ayXy<h,

= max{ max [f(x )+ fz(xz)]} (4.3.7)

aX,<b, | ax<h,—a,x,

- max{f (x,)+ max [fl(xl)]}

ayX,<b X <b,—a,X,

- max{f ( 2)+ Fl(bZ _azxz)}-

ayXy<h,
U opstem slucaju, vazi sledeéi izraz:
Fob)= max {f,(x)+Fub —ax )l k=2..n (4.3.8)

pri ¢emu je Fo(bo) = 0.

Koriste¢i Belmanove jednacine (4.3.7.) i (4.3.8.) polazni zadatak sa n
promenljivih se razlaze na n jednostavnijih problema sa po jednom promenljivom i
na taj nacin se resavanje moze realizovati po fazama. Funkcija F1 se odredjuje
neposredno, dok se funkcije F,..., Fn odreduju pomocu rekurentne formule
(4.3.8.), pri cemu Fn(bn) predstavlja trazenu optimalnu vrednost.
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Prakti¢cna primena modela dinamickog programiranja je u ovom udzbeniku
prikazana na slede¢im primerima:

jednodimenzionalna raspodela resursa,
viSedimenzionalna raspodela resursa,
odredivanje najkraceg puta u mrezi,
raspodela poslova na masine,
optimalna politika zamene opreme.

4.3.2. Jednodimenzionalna raspodela resursa

Jednodimenzionalna raspodela resursa predstavlja zadatak koji razmatra kako
raspodeliti jednorodni resurs na n mesta trosenja (razli¢iti proizvodni procesi
prerade (utroska) razmatranog resursa, razlicite linije, odnosno masine, radna
mesta, itd.) pri ¢emu je koli¢ina datog resursa ograni¢ena. Svako mesto trosenja
ima razlicitu efikasnost, koja moze da se ogleda kroz dobit ili troskove koji se
ostvaruju utroskom odredene koli¢ine resursa na odredenom mestu troSenja.
Kapacitet svakog mesta trosenja je takode ogranicen.

Ako funkcija cilja ima zadatak da maksimizira dobit, onda ona ima slede¢i
oblik:

n

max F(X)=>" fj(xj): f(% )+ F,(%, )+ + f,(x,) (4.3.9)

i1
gde je
— Xj — koli¢ina resursa dodeljena j-tom procesu (masini, liniji,...),

— fij(x;) — funkcija dobiti koja se ostvari kada se koli¢ina resursa x; dodeli j-tom
procesu.

Posto je koli¢ina resursa ogranicena, sledi da je

X + X, e+ X < S (4.3.10.)
gde je S ukupna koli¢ina raspolozivih resursa. U slucaju da su kapaciteti procesa
ograniceni, javljaju se i sledeca ogranicenja:

0<x | < Q j

(4.3.11)
gde je Qj kapacitet procesa (mesta utroska resursa).

Ako se ovaj problem intrepretira pomoc¢u Belmanovog principa optimalnosti
onda se on moze definisati na slede¢i nacin: ako se odredena koli¢ina ogranicenog
resursa S, koja ¢e se oznaciti sa x, dodeli n-tom procesu, onda koli¢inu koja
preostaje (S—xn) treba raspodeliti na ostale procese (mesta utroska) tako da
ostvarena dobit bude maksimalna.



236 OPERACIONA ISTRAZIVANJA 1

Koriste¢i Belmanove jednacine (4.3.7.) i (4.3.8.), maksimalna dobit, koja se
ostvaruje raspodelom ogranic¢ene Kkoli¢ine resursa S na n procesa se moze prikazati
na sledeci nacin:

Fn(S)zorSrlai(S{fn(xn)+ F.(S—-x,) (4.3.12)

Dobit na osnovu dodele koli¢ine resursa x1 prvom procesu (prvom mestu
utroSka resursa) 1znosi:

Fl(s): max{fl(xl)} (4.3.13))

0<x,<Q,
uz fo(S) = 0 sto sledi iz same definicije funkcije.

Ako se sa i’ oznace one vrednosti resursa pri kojima se u i-tom procesu
postize maksimalna vrednost dobiti, onda sledi:

F.(S)= orpxgzg{fn (¢ )+ F, (s =)} (4.3.14.)
I:n—l(s - X:): Ogmlz‘g(_xg{fn—l(xn—l)-i_ Fn—2 [(S - X:)_ X } (4315)

Na isti nacin se rac¢unaju i ostale vrednosti X,_;,...,X,, X, , imajuci u vidu da su

to sve delovi ograni¢enog resursa S koji se dodeljuju odgovaraju¢im procesima. Za
vrednost x1~ maksimalna dobit u prvom procesu je:
Fl(S R R Xz): max *{fl(xl)} = fl(S — Xy T X Xz)(4-3-16-)
0<% <S—Xq— =Xy

Primer 4.3.1. Za potrebe rada proizvodnog sistema, potrebno je table iverice (jednorodni
resurs) raspodeliti na tri moguce proizvodne linije, pri ¢emu je kapacitet proizvodnih linija limitiran
na koli¢inu iverice (resursa) 0 < xj < 3 za i =1 — 3. Koli¢ina iverice (broj tabli) je takode u
razmatranom periodu ograni¢ena i iznosi S = 6 jedinica. Ostvarena dobit na linijama zavisi od
koli¢ine (broja) preradjene iverice, i to:
— zaliniju 1: f; = 4x,?
- zaliniju 2: f, = 7x,?
- zaliniju 3: f3 = 3x3?

Ogranicenu koli¢inu tabli iverice treba tako distribuirati proizvodnim linijama da ostvarena
dobit od njene prerade, u razmatranom periodu bude maksimalna.

Resenje: Funkcije cilja i ograni¢enja iznose:

max F(X) = 4x,% + 7x2% + 3x3?
p.0. X1+X2+x3<6
0<x<3

Dobit u funkciji raspolozivog resursa je data u tabeli 4.3.1.
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Tabela 4.3.1. Dobit u zavisnosti od raspoloZivog resursa

S X1 F1(S) X2 F2(S) X3 Fs(S)
0 0 0 0 0 0 0

1 1 4 1 7 0 7

2 2 16 2 28 0 28
3 3 36 3 63 0 63
4 3 36 3 67 0 67
5 3 36 3 63 0 63
6 3 36 3 63 0 63

Kolona F1(S) u tabeli je izratunata pomocu izraza:
F.(S)= 7
1(S) o@ggg{ﬁlxl J
Ako se razmatraju i prvi i drugi proces, vrednosti u koloni F»(S) se dobijaju pomocu izraza:

Fao(s)= 02‘1"’;’;3{7"5 FR(S —x,)f

Sledi:
S=0
FZ(O):ma>(<){7~02+F1(0—0):0}=0
Xy =
S=1
0+ F(1-0)=4
Fz(l):max{7 02+F1( ) }:7
w071 +FR(1-1)=7
§=2
7-02+F(2-0)=16
F2(2):ma%< 7-1°+F(2-1)=11 =28
Xp=
% |7-22 +F(2-2)=28
s=3
7-0°+F(3-0)=36
. 2 —_ =
F,(3) max 7 12+F1(3 1)=23 63
%0172 +FR(3-2)=32
%5732+ F,(3-3)=63
S=4
7-0°+F(4-0)=36
2
: ~1)=4
£, (4) = max 7-12+F(4-1)=43 7
%=017.2% 1 F(4-2)=44
Xp=
231732+ F(4-3)=67



238 OPERACIONA ISTRAZIVANJA 1

7-02+F(5-0)=36
. 2 — =

F, (5) = max 7-12+F(5-1)=43 9

%=017.22 4 F(5-2)=64

=79

%2 |7-32 +F(5-3)

- S=6
7-0+F(6-0)=36
2 —_ =
F,(6) = max 7-12 +F(6-1)=43 99
%=017.22 + F(6-2)=64
Xp=1

%3 |7-32 + F(6-3)=99

Ako se na kraju razmatraju sva tri procesa, vrednosti u koloni F3(S) se dobijaju pomoéu
izraza:

F3(S)= 0T2§3{3X§ +Fy(S - Xs)}
Sledi:

- S§=0
F4(0) = ma?)({S-Oz +F,(0-0)=0f=0

Xz =l

- s=1
. 2 — =
Fs(l):max{s 02 +F,(1-0) 7}:7
50031 +F,(1-1)=3
~ =2

3-0 +F,(2-0)=28
F;(2)=max{3-1% + F,(2-1)=10 =28

X3=0

5 3-22+F(2-2)=12
- s=3
3-0% + F,(3-0)=63
2 —_ =
£, (3) = max 312+ F,(3-1)=31 63

%013.22 + F,(3-2)=

19
521332+ F,(3-3)=27
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- S=4
3-0° + F,(4-0)=67
. 2 — =
£, (4) = max 312+ Fy(4-1)=66 67
gg&2+5@ 2)=40
52 13-32+ Fp(4-3)=34
- $=5
3-0% + F,(5-0)=79
2 —_ =
F3(E_))Imaxe,l +F,(5-1)=70 _ 19
570132 21 F(5-2)=7
X5 (332 +F,(65- 3):55
- S=6
3-0% + F,(6-0)=99
2 —_ =
£, (6) = max 312+F2(6 1)=82 99
57013:2% + Fp(6-2)=79
¥ (3-32+ F,(6-3)=90

Maksimalna vrednost koja je dobijena na osnovu trece funkcije je i resenje problema, tako da
je:
max F(x) =99 n.j.

Optimalna vrednost za tre¢u promenljivu je X3 = 0 (F3(6) = 99). Vrednosti ostale dve
promenljive se odreduju is tabele 4.3.1. (posledniji red), tako da je x» = 3, dok iz ograni¢enja sledi da
je X1 = 3.

Zadatak jednodimenzionalne raspodele resursa se moze postaviti i da se
minimiziraju odredene vrednosti procesa pri troSenju ograni¢enog resursa. Ako
funkcija cilja ima zadatak da minimizira troSkove, onda ona ima slede¢i oblik:

min F(X)zg fj(xj): f,(x )+ f,06 )+ f,(x,) (4.3.17.)

gde je

— Xj — koli¢ina resursa dodeljena j-tom procesu (masini, liniji,...),
— fj(xj) — funkcija troskova koji nastaju kada se koli¢ina resursa X; dodeli j-tom
procesu.

Posto je koli¢ina resursa ogranicena, sledi da je
X+ Xy +e+ X < S (4.3.18)

gde je S ukupna koli¢ina raspolozivih resursa.
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U slucaju da su kapaciteti procesa ograniCeni, javljaju se 1 sledeca
ogranicenja:

0<x;<Q; (4.3.19)

gde je Qj kapacitet procesa (mesta utroska resursa).

Ako se 1 ovaj problem intrepretira pomocu Belmanovog principa
optimalnosti onda se on moze definisati na slede¢i na¢in: ako se odredena koli¢ina
ograni¢enog resursa S, koja ¢e se oznaciti sa X, dodeli n-tom procesu, onda koli¢inu
koja preostaje (S—xn) treba raspodeliti na ostale procese (mesta utroska) tako da
troskovi budu minimalni.

Minimalni troskovi, koji se ostvaruju raspodelom ogranicene koli¢ine resursa
S na n procesa se moze prikazati na sledeci nacin:

F.(S)= Orgrligs{fn(xn)+ F..(S—x,)} (4.3.20.)

Troskovi na osnovu dodele koli¢ine resursa X1 prvom procesu (prvom mestu
utroska resursa) iznose:

Fi(S)= min {f,(x)} (4.3.21)

0<x<Q;
uz fo(S) = 0 $to sledi iz same definicije funkcije.

AKo se sa Xi oznade one vrednosti resursa pri kojima se u i-tom procesu
postizu minimalne vrednosti troskova, onda sledi:

F.(8)= min {106 }+ F.s(s =, ) (4.3.22)
F.(S-x)= qu]igsz(x*{f”—l(xn—1)+ Fol(s=x)-x,. ] (4.3.23)

Na isti nacin se radunaju i ostale vrednosti X, j,...,X,,% . Za vrednost X"
minimalni troskovi u prvom procesu iznose:

Fl(S_X:_X:—1_"'_X;)= min {fl(xl)}z f1(3—X:—X;_l—"'—XZ)(4-3-24-)

0<X <SS —Xy— =Xy

4.3.3. Visedimenzionalna raspodela resursa

Visedimenzionalna raspodela resursa predstavlja zadatak koji razmatra kako
raspodeliti resurse S; i S2 na n mesta trosenja, pri cemu je koli¢ina datih resursa
ogranicena. Svako mesto trosenja ima razlicitu efikasnost koja se ostvaruju
utroskom odredene kolic¢ine resursa na odredenom mestu troSenja. Kapacitet
svakog mesta trosenja je takode ogranicen.
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Shodno tome, funkcija cilja ima slede¢i oblik:
max/ min F(X,Y)szj(xj,yj) (4.3.17)
j=1

gde je

— Xj—deo resursa S; dodeljena j-tom procesu (masini, liniji,...),

— yj—deo resursa S dodeljena j-tom procesu (masini, liniji,...),

— fi(x;, yj) — optimalni rezultat koji se ostvari kada se koli¢ina resursa X; i yj dodeli
j-tom procesu.

Posto je koli¢ina resursa ogranic¢ena, sledi da je

X; <S, (4.3.18))
Y, <8, (4.3.19.)
X min < X S X; nax (4.3.20.)
yj,min < yj < yj,max (4321)

gde su Xjmin/Xjmax dozvoljena minimalna/maksimalna vrednost X; i Yjmin/Yjmax
dozvoljena minimalna/maksimalna vrednost y;.

Koriste¢i Belmanove jednacine (4.3.7.) i (4.3.8.), optimalni rezultat koji se
ostvaruje raspodelom ograni¢ene koli¢ine resursa Si i Sp na n procesa se moze
prikazati na slede¢i nacin:

= max/min {f, R ) (4.3.22.)

E"
k'J xovyj‘mingng)’j,max
gde je
— k—oznaka koraka,
— Xo— pocCetna tacka.

U prvom koraku (k = 1) se prvom mestu trosenja dodeljuju delovi resursa xo i
yj za koje funkcija (4.3.22.) ima optimalnu (maksimalnu/minimalnu) vrednost —
Fk*,j. Preostali deo resursa S, se dalje raspodeljuje na n — 1 mesta troSenja,
uzimajuéi u obzir rezultate raspodela u prethodnim koracima. Nakon toga, na i-to
mesto troSenja Se raspodeljuje deo resursa Xo,i 1 Yo za koji funkcija (4.3.22.) ima
optimalnu (maksimalnu/minimalnu) vrednost. Preostali deo resursa S; se dalje

raspodjeljuje na n — 1 mesta troSenja, uzimajuéi u obzir rezultate raspodela u
prethodnim koracima.

F.j=_max/min {f,-+Fk*_1,(,-_xj>} (4.3.23)

Xj min<Xj<Xj max Yo

gde je yo tacka priblizavanja.
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Na kraju se dobija:

F :Zn:f*(xj,yj)zzn:f(x]f,y;) (4.3.24))
=1 =1

4.3.4. Odredivanje najkraceg puta u mrezi

Odredivanje najkraceg puta je deo dinamickog programiranja koji se bavi
komunikacijskim sistemima i mrezama, pri ¢emu je jedan od klju¢nih zadataka
kako pronaci najkra¢i put u mrezi od pocetne do krajnje tacke. IstraZivanjima u
ovoj oblasti su se bavili mnogi autori i ona su dovela do pronalazaka nekoliko
razli¢itih reSenja, odnosno algoritama za reSavanje problema najkraceg puta u
mrezi. Napoznatiji algoritmi za reSavanje problema najkra¢eg puta u mrezi su
Dijkstrinov, Belman-Fordov, Flojd-Varsalov algoritam i drugi. Izbor
odgovarajuceg algoritma kojim se pokusava resiti problem najkraéeg puta u mrezi
vrsi se zavisno od zadatih parametara mreze i samog vremena izvodenja algoritma.

Grafovi ili mreze mogu imati i pozitivne i negativne tezinske vrednosti grana.
Ako graf G=(V,E) ne sadrzi negativne cikluse ili petlje dostupne iz izvorisnog
¢vora, tada za v € V vazi da je tezinska vrednost najkraceg puta &(s,v) dobro
definisana, te moze da poprimi negativnu vrednost. Sa druge strane, ako postoji
negativni ciklus koji po¢inje u ¢voru S, tada tezinske vrednosti najkraceg puta nisu
dobro definisane, tako da se tu uvek moze pronaci kra¢i put sa manjom tezinskom
vrednoscu i tu se ulazi u negativni ciklus. Tada se tezinska vrednost najkraceg puta
definise kao: &(s,v)=—co. Neki algoritmi rade samo sa nenegativnim tezinskim
vrednostima grana (Dijkstrinov algoritam), dok drugi algoritmi rade sa negativnim
tezinskim vrednostima grana sve dok u mrezi ne postoji negativni ciklus (Belman-
Fordov algoritam).

4.3.5. Raspodela poslova na masine

Problem raspodele razli¢itih poslova na odreden broj masina koje mogu da
realizuju te razlicite poslove predstavlja problem dinamickog programiranja koji
ima zadatak da maksimizira dobit dobijanjem optimalnog reSenja (optimalne
raspodele poslova na masine). Problem se moze prikazati na sledeci nacin:

— neka u kompaniji postoji n jednorodnih masina koje mogu da obavljaju poslove
1i2,

— ako x masina u toku prvog razmatranog perioda realizuje operaciju 1, to
kompaniji donosi dobit g(x),
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— na kraju prvog perioda jedan deo masina ¢e biti amortizovan, odnosno nece biti
za dalju upotrebu, tako da se u narednom periodu (drugom) moze racunati sa
a(x) masina,

— ako y masina u toku prvog razmatranog perioda realizuje operaciju 2, to ¢e
kompaniji doneti dobit h(y),

— na kraju prvog perioda jedan deo masina ¢e takode biti amortizovan, 0dnosno
nece biti za dalju upotrebu, tako da se u narednom periodu (drugom) moze
racunati sa b(y) masina,

Prvi period se moze definisati pomocu sledecih jednacina:

— za operaciju 1 se odreduje broj masina xi;, dok za obavljanje operacije 2
preostaje sledeci broj masina:

y1=nN1—X1 (4.3.25))

gde je n1 = n — ukupan broj raspolozivih masina na pocetku.

— ukupna dobit u prvom periodu iznosi:
g(x1) + h(ya) (4.3.26.)

— broj upotrebljivih masina na kraju prvog perioda (upotrebljivih za rad u drugom
periodu) iznosi:

n2 = a(xy) + b(yz) (4.3.27))
Drugi period se moze definisati pomocu narednih jednacina:

— broj upotrebljivih masina iznosi:
N2 = a(x) + b(y1)

— za operaciju 2 se odreduje broj masina x2 (od raspolozivih n; masina), dok za
obavljanje operacije 2 preostaje slede¢i broj masina:

Y2 =N2— X2 (4.3.28.)
— ukupna dobit u drugom periodu iznosi:
g(x2) + h(y2) (4.3.29)

— broj upotrebljivih masina na kraju prvog perioda (upotrebljivih za rad u tre¢em
periodu) iznosi:
nz = a(xz2) + b(y2) (4.3.30.)
Na identi¢an na¢in se mogu napisati izrazi do N-tog perioda.

Zadatak optimizacije je da se odredi broj masina koje ¢e obavljati operaciju 1
I operaciju 2 u svakom periodu, a da je pri tome ostvarena dobit posle N perioda
maksimalna.
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Matemati¢ki model zadatka raspodele poslova na maSine se moze prikazati
na slede¢i nacin:

— Funkcija cilja:

max F(X,Y) Zg X )+h(y;) (4.3.31)
— Ogranicenja (pr01stlcu od broja raspolozivih masina u svakom periodu):

Xi+Yi=n

n,=a(x)+b(y,) i=12..,N-1 (4.3.32)

0<x <n i=12..,N

Ako su funkcija cilja i ogranic¢enja linearna, problem se svodi na problem
linearnog programiranja. U drugom sluc¢aju, kada se javlja nelinearnost problem se
reSava metodom dinamic¢kog programiranja.

— Funkcionalne relacije:

Ako se za fn(n) oznaci maksimalna dobit u N perioda, gde je n broj
raspolozivih masina na pocetku prvog perioda, tada se rekurentne jednacine ovog
zadatka dinami¢kog programiranja mogu napisati u slede¢em obliku:

— do kraja planskog perioda predstoji samo jo§ jedan period (ili se razmatra
problem koji ima samo jedan period):

f,(n) = max{g(x)+ h(y)} = max{g(x)+ h(n - x)} (4.3.33)
— do kraja planskog perioda predstoji jos k perioda, pri ¢emu je k > 1:
fi (n) = max{g(x)+ h(n—x)+ f,_,[a(x)+b(n - x)]} (4.3.34)

Primer 4.3.2. Preduzece raspolaze sa 100 visokoproduktivnih strugova. U naredne cetiri
godine (N = 4) preduzece treba da izraduje vratila tipa A i tipa B, koji se mogu izradivati na
strugovima. U zavisnosti od raspodele strugova, u i-tom periodu se moze ostvariti dobit:

g(xi) + h(yi) = 0,6xi +0,4y;

Amortizacija zavisi od vrste vratila koji se izraduje na strugovima i iznosi 60 % za strugove
koje izraduju vratila tipa A i 30 % za strugove koje izraduju vratila tipa B, tako da broj raspolozivih
strugova za naredni period iznosi:

Ni+1 = 0,4 + 0,7yi

Odrediti broj strugova koji ¢e izradivati vratila tipa A i vratila tipa B u svakom periodu, a da
pri tome ostvarena dobit posle N = 4 perioda bude maksimalna.

Resenje: Matematicki model problema je:
Funkcija cilja:

max F(X,Y)= i(o,z-sxi +0,4y;)

i=1
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Ogranicenja:
Xi+Yi=n
ni+1 = 0,4X| + 0,7y|
0<x;<n;, n=n
Prvo se razmatra samo cetvrti period (period u kome je do kraja planskog perioda ostac samo
jedan, taj Cetvrti). Maksimalna dobit u ovom periodu iznosi:
f,(n)= max (0,6x, +0,4y,)

0<x4<n,
Posto iz ogranicenja sledi da je:
Xg+ Y=y
onda je
Ya=Ny =X
pa kad se zameni ya4 u izrazu za fi(n) dobija se:
f,(n)= max (0,6x,+0,4(n, —x,))

0<x4<n,
Kada se sve sredi, dobija se kona¢ni izraz za fi1(n), odnosno:

f,(n)= max (0,2x, +0,4n,)
0<x4<ny

Sada se razmatraju dva slucaja i to kada je x4 = 0 i kada je x4 = ns. Usvaja se bolji rezultat.
Za x4 = 0 sledi:
f,(n)=0,4n,
Za x4 = ng sledi:
f,(n)=0,6n,
Usvaja se vedi rezultat, odnosno za Cetvrti period treba da bude X4 = na, pri ¢emu je vrednost
dobiti u ovom periodu f,(n)=0,6n,.

U drugom koraku (k=2) posmatra se maksimalna dobit za ¢etvrti i tre¢i period, pa rekurentna
jednacina za ove periode ima sledeci oblik:

f,(n)= Osrr;sa;(n3 {0,6x; +0,4y, + 1,(0,4x; +0,7y;)}

Posto iz ogranicenja sledi da je:
X3tYz=ng
onda je
Y3 =N3 —X3
pri ¢emu je f; = 0,6. Kada se ove vrednosti ubave u izraz za f,(n) dobija se:
f,(n)= T {0,6x5 +0,4(n; — x3)+0,6[0,4x5 +0,7(n; — x5 )]}

Kada se sve sredi, dobija se kona¢ni izraz za f(n), odnosno:
f,(n)= max {0,02x, +0,82n,}

0<x3<n,
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Sada se takode razmatraju dva slucaja i to kada je xs = 0 i kada je xs = n3. Usvaja se bolji
rezultat (veéa vrednost dobiti).

Za x3 = 0 sledi:

f,(n)=0,82n,
Za X3 = nz sledi:

f,(n)=0,84n,

Usvaja se veci rezultat, odnosno za treci i Cetvrti period treba da bude X3 = ns, pri ¢emu je
vrednost dobiti u ovim periodima f,(n)=0,84n,.

U tre¢em koraku (k=3) posmatra se maksimalna dobit za &etvrti, tre¢i i drugi period, pa
rekurentna jednacina za ove periode ima sledeci oblik:

f;(n)= max {0,6x, + 0,4y, + f,(0,4x, + 0,7y, )}

0<x,<n,
Posto iz ogranicenja sledi da je:
XptY, =M
onda je
Yo =N =X,
pri ¢emu je f, = 0,84. Kada se ove vrednosti ubave u izraz za f3(n) dobija se:
fo(n)= e {0,6x, +0,4(n, — x,)+0,84[0,4x, +0,7(n, — x, )}

Kada se sve sredi, dobija se kona¢ni izraz za f3(n), odnosno:
fo(n)= max {-0,052x, +0,988n,}

0<x,<n,

Dalje, razmatraju se slucajevi kada je x, = 0 i kada je xo = na. Usvaja se bolji rezultat (veca
vrednost dobiti).

Za X2 = 0 sledi:
f5(n)=0,988n,
Za X2 = nz sledi:
f,(n)=0,936n,
Usvaja se veci rezultat, odnosno za drugi, treci i Cetvrti period treba da bude x; = 0, pri ¢emu

je vrednost dobiti u ovim periodima f4(n)=0,988n,.

Ako se uzmu u obzir sva Cetiri perioda, rekurentna jednacina za sve periode ima sledeci
oblik:

f,(n)= max {0,6x +0,4y; + f5(0,4x +0,7y, )}

0<x,<n,
Posto iz ogranicenja sledi da je:
Xty1=m
onda je
Yi=Mh—%

pri ¢emu je f3 = 0,988. Kada se ove vrednosti ubave u izraz za f4(n) dobija se:
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f,(n)= max {0,6x +0,4(n, — x)+0,988[0,4x, +0,7(n, — x )]}

0<x;<ng
Kada se sve sredi, dobija se kona¢ni izraz za f4(n), odnosno:
f,(n)= max {-0,0964x, +1,0916n, }

0<x;<ny

Dalje, razmatraju se slucajevi kada je x; = 0 i kada je x1 = n1. Usvaja se bolji rezultat (veca
vrednost dobiti).

Za x; = 0 sledi:
f,(n)=1,0916n,
Za X1 = ng sledi:
f,(n)=0,9952n,
Usvaja se veci rezultat, odnosno za sve periode treba da bude x; = 0, pri ¢emu je vrednost
dobiti u ovim periodima f,(n)=21,0916n, .
Resenje problema je:
max F(X,Y)= f,(100)=1,0916-100 = 109,16
Maksimalna dobit iznosi 109,16 n.j.
Broj strugova koji ¢e izradivati vratila tipa A i vratila tipa B u svakom periodu iznosi:
— Prvi period:
X1=0 sledi y1 =100
U prvom periodu svi strugovi ¢e izraditi vratila tipa B.

Na kraju prvog perioda zbog amortizacije preostace sledeci broj strugova koji prelazi u drugi
period:

n2=0,4x; +0,7y1 = 0,4-0+40,7-100 = 70

— Drugi period:
n, =70
X2=0 sledi y2 =70

I u drugom periodu svi strugovi ¢e izraditi vratila tipa B.

Na kraju drugog perioda zbog amortizacije preostace slede¢i broj strugova koji prelazi u treci
period:

nz = 0,4x, + 0,7y, = 0,4-0+0,7-70 = 49
— Tredi period:
nz =49
X3 =49 sledi y3=0
U tre¢em periodu svi strugovi Ce izraditi vratila tipa A.

Na kraju tre¢eg perioda zbog amortizacije preostace sledeci broj strugova koji prelazi u
Cetvrti period:

ns = 0,4x3 +0,7y3=0,4-49+0,7-:0 = 19,6 = 20
—  Cetvrti period:
ns =20
Xa =20 sledi ya=0
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[ u Cetvrtom periodu svi strugovi ¢e izraditi vratila tipa A.
Na kraju Cetvrtog perioda zbog amortizacije preostace sledeci broj strugova za eventualni
dalji rad (peti period):
ns = 0,4x4 + 0,7y4 = 0,4-20+0,7-0 = 16

4.3.6. Optimalna politika zamene opreme

Optimalna politika zamene opreme ima zadatak da maksimizira dobit tokom
razmatranog perioda rada od N godina pravovremenim zamenama opreme.

Optimizacija kod zamene opreme se bazira na odredenim parametrima kao
Sto su produktivnost opreme, troskovi koris¢enja opreme i preostala vrednost
opreme.

Neka je:

— D(t) — dobit koja se ostvaruje upotrebom opreme stare t godina,
C(t) — godisnji troskovi odrzavanja opreme,

V(t) — preostala vrednost opreme stare t godina

— C —nabavna cena nove opreme.

Neka funkcija cilja fn(t) predstavlja dobit u razmatranom periodu od N
godina koja se ostvaruje eksploatacijom opreme stare t godina. Optimizacija se
oslanja na odredivanju funkcionalnih relacija, koje definisSu veze medu
karakteristicnim velicinama u toku svaka dva susedna perioda. Pri tome, svi periodi
na koje se ukupni period N ras¢lanjuje se racunaju od kraja. Na pocetku bilo kog k-
tog perioda organizacija raspolaze sa opremom starom t godina i moguca su dva
alternativna resenja:

— zadrzati staru opremu (staru t godina) i ostvariti dobit:

D(t)-C(t)+ f,_,(t+1) (4.3.35)
— nabaviti novu opremu (t = 0) i ostvariti dobit:
V(t)-C +D(0)-C(0)+ f,_,(1) (4.3.36.)

Optimalna dobit od eksploatacije opreme u preostalih k perioda fi(t) je:

D(t)-C(t)+ f,_,(t+1)
f (t)= max{v (t)-C + D(0)-C(0)+ f, @) (4.3.37.)

Maksimalna dobit koja se moZe ostvariti u slucaju da je preostao samo jedan
period (k = 1) koris¢enjem opreme stare t godina (t =1, 2,..., N) iznosi:

D(t)-C(t)
f,(t)= max{v (t)—C + D(0)—C(0) (4.3.38)



5. OPTIMALNO REZERVIRANJE

Optimizacija mnogih procesa Kkoji se pojavljuju u praksi zahteva
projektovanje kompleksnih tehnickih, organizacionih i drugih sistema. Od sistema
projektovanih na takav nacin se zahteva Vvisok stepen pouzdanosti. Pouzdanost se
definiSe kao verovatnoc¢a, na odredenom nivou poverenja, da ¢e sistem uspesno,
bez otkaza, obaviti funkciju za koju je namenjen, unutar definisanih granica
performansi, u toku odredenog vremena trajanja zadataka, kada se Koristi na
propisani nacin i u svrhu za koju je namenjen, pod specificiranim nivoima
optereCenja, uzimajuc¢i u obzir i prethodno vreme kori$éenja sistema. Drugim
re¢ima, pouzdanost predstavlja sposobnost sistema da uspe$no obavlja odredenu
funkciju, pod odredenim uslovima i u odredenom vremenskom intervalu. Vidi se
da je pouzdanost verovatnoca, §to znaci broj izmedu 0 i 1 ili 0% i 100%. Problem
pouzdanosti se ogleda u tome §to se sa povec¢anjem slozenosti i broja komponenti
sistema, pouzdanost rada istog opada. Na primer, tehni¢ki sistemi predstavljaju
skupove elemenata i relacija izmedu njih 1 njihovih karakteristika, povezanih
medusobno u celinu, pri ¢emu se njihova kompleksnost ogleda u slede¢em:

— struktura sastavljena od funkcionalnih celina (sistem, podsistem, sklopovi,
podsklopovi i elementi),

— medusobna povezanost funkcionalnih celina, i

— visok stepen sloZenosti struktura sistema.

Osim pouzdanosti, za ocenu rada sistema su znacajni i drugi pokazatelji, kao
Sto su:

— nivo poverenja (verovatnoca da je neki parametar unutar odredenih granica ili je
iznad donje granice i naj¢esce se predstavlja u vidu intervala, uz poverenje da ée
stvarna vrednost biti u tom intervalu),

— rad bez otkaza (stanje kada su sve performanse sistema u skladu sa
specifikacijama),

— otkaz (stanje nesposobnosti sistema da izvrSava zahtevane funkcije ili stanje
kada performanse sistema nisu u skladu sa specifikacijama),

— prethodno vreme koriS¢enja sistema (parametar koji ima uticaj na izraCunavanje
pouzdanosti izvrSenja odredenog zadatka),

— vreme trajanja zadatka (veli¢ina koja je obrnuto proporcionalna nivou
pouzdanosti, tj. ako se zeli veoma visoka pouzdanost onda vreme trajanja
zadatka treba da traje Sto krace), i dr.

Zadatak optimizacije kod optimalnog rezerviranja se sastoje u iznalazenju
ekstremne vrednosti odredenog zeljenog parametra sistema (pozdanost, otkazi, i
dr.), pri odredenim ogranicenjima. NajéeS¢a ograni¢enja se odnose na troskove ili
na neke druge parametre kao Sto su brzina, tezina, povrSina, zapremina, itd.).
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Ovako formulisani zadatak kod optimalnog rezerviranja predstavlja primarni
zadatak optimizacije.

Na osnovu ovako formulisanog primarnog zadatka se moze postaviti i dualni
zadataka (problem). Kod ovog tipa zadatka se zahteva dostizanje vrednosti nekog
od pokazatelja kvaliteta funkcionisanja sistema (takode pozdanost, otkazi, i dr.), pri
najracionalnijoj raspodeli resursa za realizaciju datog sistema (najc¢esc¢i uslovi su
minimalni troskovi).

Najc¢es¢i zadaci kod optimalnog rezerviranja se odnose na probleme
optimalne organizacije odrzavanja, optimalnog rezima eksploatacije, odredivanju
optimalnog nivoa rezervnih delova, itd.

Povecanje pouzdanosti sistema se zasniva na povecanju pouzdanosti
pojedinih elemenata, odnosno podsistema ¢ime se povecava pouzdanost rada
sistema u celini. Ako to tehnoloski nije izvodljivo, onda se povecanje pouzdanosti
sistema moze ostvariti dupliranjem, tripliranjem ili viSestrukim povecanjem
koli¢ina pojedinih elemenata sistema (takozvana “vruca rezerva” ili stand-by
elementi) ili odredivanjem optimalne koli¢ine rezervnih elemenata svih tipova
(“hladna rezerva”, magacinska rezerva) koji ulaze u sastav podsistema i sistema
kao celine.

5.1. OSNOVNI POIJMOVI | OZNAKE

Sa aspekta optimalnog rezerviranja, pod pojmom “sistem” se podrazumeva
objekat koji je sastavljen od n-nezavisnih (u smislu pouzdanosti) podsistema, kod
koga otkaz bilo kog od n-podsistema prouzrokuje otkaz sistema u celini. Shodno
tome, podsistem se moze definisati kao takav deo sistema koji, osim §to njegov
otkaz prouzrokuje otkaz celog sistema, ima nezavisno od ostalih podsistema svoje
rezervne elemente.

Podsistem je sastavljen od jednog ili vise elemenata po pravilu istog tipa.
Elementi podsistema mogu medusobno biti povezani na Cetiri nacina: redno,
paralelno, redno — paralelno i paralelno — redno (slika 5.1.1.).

Shodno tome, na slici 5.1.2. prikazan je sloZeni sistem koji se sastoji od vise
podsistema, sa raznim vezama izmedu njihovih elemenata.

Podsistem je sastavljen od grupe elemenata istog tipa nezavisno od toga gde
su oni ugradeni u sistem. Svaki element podsistema ima odredenu pouzdanost
funkcionisanja. Shodno tome, svaki podsistem je odreden nekom karakteristikom
pouzdanosti koja zavisi od uloge podsistema u sklopu celog sistema. Brojna
vrednost pokazatelja pouzdanosti podsistema zavisi od broja rezervnih elemenata
datog podsistema. Kod slozenih sistema i podsistema, gde se javljaju kombinacije
rednih i paralelnih veza, pouzdanost takvih sistema i podsistema dobija se
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razlaganjem na prostije celine koje imaju ili samo rednu ili samo paralelnu

k

onfiguraciju.
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Slika 5.1.1. Tipovi veza izmedu elemenata podsistema
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Slika 5.1.2. Slozeni sistem i podsistemi

Osnovni pojmovi 1 oznake koje se koriste kod reSavanja zadataka optimalnog
rezerviranja, gde pouzdanost podsistema zavisi od broja rezervnih elemenata datog
podsistema su:

broj rezervnih elemenata i-tog podsistema — xi;

vektor ¢ije su komponente broj rezervnih elemenata svih podsistema — X = (X1,

X2, ", Xn);

vektor koji odreduje sastav sistema — R(X) = R(X1, X2,*+, Xn);
pokazatelj pouzdanosti jednog elementa i-tog podsistema (verovatnoca
bezotkazanog rada u funkciji vremena ili koeficijent gotovosti) — pi;
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— potrebna vrednost pokazatelja pouzdanosti sistema kod resavanja primarnog
(ishodnog) zadatka — Po;

— pokazatelj pozdanosti i-tog podsistema koji ima x; rezervnih elemenata — Pi(xi);

— pokazatelj pouzdanosti sistema u celini, kada i-ti podsistem ima x; rezervnih
elemenata — P(xj). Ovaj pokazatelj pouzdanosti sistema u celini predstavlja
odredenu funkciju, koja zavisi od vrednosti pokazatelja pouzdanosti podsistema,
odnosno broja rezervnih elemenata u svakom od podsistema, pa tu vazi sledeca
relacija:

P(X1, X2,-+, Xn) = P{P1(x1), P2(X2), -, Pn(Xn)} (5.1.1))
U najveéem broju sluc¢ajeva pouzdanost sistema P(X) moze da se odredi za sve

sisteme, kod kojih otkaz bilo kog podsistema dovodi do otkaza celog sistema.
Na osnovu toga, moze da se primeni sledeca relacija:

PO = PG - Pa(x) =+ Pal) = | [ P (5:1.2)
I=1

Prilikom razmatranja podsistema jednog slozenog sistema, podrazumeva se da
je zavisnost P; od xi poznata, tako da se sve potrebne vrednosti Pi(xij) mogu
izraCunati.

— vektor pokazatelj sastava i pouzdanosti — R(P; X);

— pokazatelj nepouzdanosti (verovatnoca otkaza) jednog elementa i-tog
podsistema — gi = 1 — pj;

— vrednost pokazatelja nepouzdanosti (verovatnoca otkaza) sistema kod resavanja
primarnog (ishodnog) zadatka optimalnog rezerviranja — Qo;

— pokazatelj nepouzdanosti (verovatnoca otkaza) i-tog podsistema koji sadrzi X
rezervnih elemenata — Qi(x;);

— pokazatelj nepouzdanosti (verovatnoca otkaza) celog sistema, kada i-ti
podsistem ima x; rezervnih elemenata — Q(X);

— cena jednog elementa i-tog tipa — ci;

— zadano ograni¢enje u odnosu na ukupne troskove sistema, pri resavanju dualnog
zadatka optimalnog rezerviranja — Co;

— troskovi i-tog podsistema kada je on sastavljen od xi rezervnih elemenata —
Ci(xi);

— troskovi celog sistema, pri ¢emu i-ti podsistem ima x; rezervnih elemenata —
C(X). Racunaju se po slede¢em obrascu:

C(X) = C1(xq) + Co(x3) +++- +Cy(xy) = Z Ci(x;) (5.1.3.)
i=1

— vektor pokazatelj pouzdanosti i troskova — R(P; C);

— tezina jednog elementa i-tog tipa — gi;

— ogranicenje tezine celog sistem — Go;

— tezina i-tog podsistema kada je on sastavljen od x; rezervnih elemenata — Gi(xi);
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— tezina celog sistema, pri ¢emu i-ti podsistem ima x; rezervnih elemenata — G(X);

— zapremina jednog elementa i-tog tipa — vi;

— ogranicenje zapremine celog sistem — Vo;

— zapremina i-tog podsistema kada je on sastavljen od x; rezervnih elemenata —
Vi(xi);

— zapremina celog sistema, pri ¢emu i-ti podsistem ima x; rezervnih elemenata —
V(X);

5.2. ANALIZA POUZDANOSTI SLOZENIH SISTEMA

Kao §to je reCeno, pri analizi pouzdanosti nekog kompleksnog sistema,
neophodno je izvrsiti razlaganje tog sistema na funkcionalne celine — podsisteme,
uredaje, blokove, elemente itd. Shodno tome, analiza pouzdanosti sistema se bazira
na poznavanju pouzdanosti sastavnih delova i njihovog uticaja na rad sistema.

5.2.1. Pouzdanost kod redne veze elemenata sistema

Pri analizi pouzdanosti sistema veoma ¢esto se javlja redna veza elemenata
sistema. Redna veza elemenata je prikazana na slici 5.1.1.

Da bi ovakav sistem ispravno radio, neophodno je da svi elementi redne veze
ispravno rade.

Ako sa xi obelezimo dogadaj koji oznacava ispravan rad i-tog elementa, tada
¢e pouzdanost, odnosno verovatnoca ispravnog rada i-tog elementa biti P(x).
Pouzdanost celog sistema ili dela sistema gde postoji redna veza elemenata, ako
elementi pri funkcionisanju ne uti¢u jedni na druge, moZe da se odredi pomocu
jednacine (5.1.2.).

U slucaju kada su elementi identi¢ni, pri ¢emu pouzdanost svakog elementa
iznosi p, pouzdanost sistema iznosi:
P=p" (5.2.1)

gde je
n — broj redno povezanih elemenata sistema.

5.2.2. Pouzdanost kod paralelne veze elemenata sistema

Paralelna veza se moze definisati kao sistem od n elemenata za ¢iji je
ispravan rad dovojlno da bar jedan element ispravno radi — slika 5.1.1.

Paralelna veza se javlja u dva slucaja: kao rezultat strukture samog sistema, i
kao posledica konstrukcijskog resenja kada se radi povecanja pouzdanosti ugraduju
rezervni elementi koji se uklju¢uju kada radni element otkaze.
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Racunanje verovatnoce kod ove vrste veze elemenata je komplikovano, pa se
zato racunanje vrsi preko nepouzdanosti Q. Naime, sistem ¢e otkazati samo ako svi
elementi otkazu, pa u sluéaju da su otkazi elemenata nezavisni, pouzdanost sistema
iZnosi:

P=1-0Q0n)- Q) = QU = 1- | [ QGx) (5:2.2)
i=1

Posto je

Q(x) =1—P(x;) (5.2.3)

izraz (5.2.2.) moze da se napise u sledecem obliku:

P=1-(1-P(x)) (1 -P(xp) (1= P(xy)) = 1_[(1 - P(x)) (5.24.)
i=1

U slucaju kada su svi elementi identi¢ni, pri ¢emu je pouzdanost svakog od
njih p, izraz (5.2.4.) dobija sledeci oblik:

P=1-1-p)" (5.2.5)
gde je
n — broj paralelno povezanih elemenata sistema.

5.2.3. Pouzdanost kod redno-paralelne veze elemenata sistema

Kada se javljaju kombinacije redne i paralelne veze elemenata sistema,
pouzdanost takvog sistema dobija se razlaganjem na prostije celine koje imaju ili
samo rednu ili samo paralelnu konfiguraciju i primenjuju se odgovarajuci postupci
proracuna koji su dati u prethodnim tackama ovog udzbenika (tacke 5.2.1.15.2.2.).

Na slici 5.1.1. prikazana je redno-paralelna veza elemenata sistema. Ova
struktura je sa¢injena od n redno vezanih grupa koje se sastoje od jednakog broja m
paralelno vezanih elemenata. Shodno dosadasnjim razmatranjima, pouzdanost j-te
grupe iznosi:

m
P =1-0Q(x1j) - Q(xz) -+ Qxnj) = 1 - 1_[ Q(xi7) (5.2.6.)
i=1
Ukupna pouzdanost cele redno-paralelne veze e biti:

n
p:pl.pz...pnzl_[Pj (5.2.7.)
j=1
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Ako su svi elementi identi¢ni i pouzdanost svakog od njih jednaka p,
jednacina (5.2.7.) dobija oblik:

p=][u-a-pm=n-a-pmr (5.28.)
j=1

5.2.4. Pouzdanost kod paralelno-redne veze elemenata sistema

U ovom slucaju se razmatra m paralelnih grana sa po n elemenata u svakoj
grani. Pretpostavka je da su svi otkazi medusobno nezavisni. Da bi se odredila
pouzdanost cele konfiguracije najpre je potrebno odrediti pouzdanost i-te grane.

Ona se odreduje pomocu sledeceg uzraza:

n
Py = Pxin) - Pi) - Plan) = | | P(xy) (529.)
j=1

Posto je Pi pouzdanost i-te grane i posto postoji paralelna veza od m ovakvih
grana, dobija se izraz za pouzdanost paralelno-redne veze:

P=1-(1-P)-(1-P)~(1—-PB)=1- 1_[(1 -P) (5.2.10.)
i=1

Kada su svi elementi identi¢ni i kada je pouzdanost svakog od njih p,
pouzdanost sistema moze se izracunati pomocu sledeéeg izraza:

p= 1—1_[(1—p") —1—(1—pmm (5.2.11.)
i=1

Primer 5.2.1. Napisati izraz za pouzdanost sistema prikazanog na slici 5.2.1. i izradunati
njegovu vrednost, ako su poznate pouzdanosti njegovih elemenata i to:

p1=0,95

p2=0,90

ps = 0,85

ps=0,80
| I I Ps. 3 I Ps.4 I
| Ps. 1 | Ps. 2 | | |
| | e Ell R o I o1
I I P I I I
"|"I A HAa HA 3 i sl
I I I I I
| | e B i A Ha
I I I I I
| | | | |

Slika 5.2.1. Sistem sa podsistemima
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Resenje. Pouzdanost sistema u celini se racuna pomocu obrasca (5.1.2.). Za konkretan slucaj
on iznosi

P= Pl-Pz-P3-P4
gde je
P1, P2, Ps i P4 — pouzdanost podsistema Ps. 1 — Ps. 4.

Pouzdanost podsistema Ps. 1 (P1) se ratuna pomocu obrasca (5.2.1.), posto se tu radi o
rednoj vezi identi¢nih elemenata ¢ija je pouzdanost ista, odnosno

Py =pi
gde je
n = 3 - broj redno povezanih elemenata podsistema Ps. 1.
Sledi
P, = p}

Pouzdanost podsistema Ps. 2 (P2) se ratuna pomocu obrasca (5.2.5.), posto se tu radi o
paralelnoj vezi identi¢nih elemenata ¢ija je pouzdanost ista, 0dnosno

P,=1-(1-p)"

gde je
n = 2 — broj paralelno povezanih elemenata podsistema Ps. 2.
Sledi
P2=1_(1_P2)2
odnosno

P,=2-p, - P%
Pouzdanost podsistema Ps. 3 (Ps) se ratuna pomocu obrasca (5.2.8.), posto se tu radi o
redno-paralelnoj vezi identi¢nih elemenata ¢ija je pouzdanost ista, odnosno

Py=[1-(1-p)™"
gde je
n = 2 — broj redno vezanih grupa elemenata podsistema Ps. 3, i
m = 3 — broj paralelno vezanih elemenata podsistema Ps. 3.

Sledi
Py = [1—(1—273)3]2
odnosno
Py=9-p;—18-pi+15-p3 —6-p3 +ps

Pouzdanost podsistema Ps. 4 (P4) se ra¢una pomoc¢u obrasca (5.2.11.), posto se tu radi o
paralelno-rednoj vezi identi¢nih elemenata ¢ija je pouzdanost ista, odnosno

Py=1-(1-pHm"
gde je
n = 2 — broj redno vezanih elemenata u svakoj grani podsistema Ps. 4, i
m = 3 — broj paralelnih grana podsistema Ps. 4.

Sledi
Py=1-(1-p}?
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odnosno
P,=3-pi—3-pi+p;
Shodno tome, pouzdanost sistema u celini iznosi (obrazac 5.1.2.):
P=pi [1-1-p)?]-[1-(1-ps3)°]* [1- (1 —-pi)]
odnosno
P=p} (2-p,—p3)-(9-pi—18-pf+15-p3 —6-p5+p9)- (3 pi—3-pi +pd)
Kada se zamene vrednosti, dobija se
P =0,95%-[1—(1—0,90)3]-[1—(1-0,85)3]% [1—-(1-0,802)3]
P =0,8037467

5.3. POSTAVKA ZADATAKA OPTIMALNOG
REZERVIRANJA

Problem optimalnog rezerviranja ima odgovarajuu primenu u praksi.
Shodno tome, odredeni zadaci optimalnog rezerviranja se mogu tipizirati i svesti na
oblik takozvanih standardnih zadataka. Da bi se postavka datih standardnih
zadataka mogla razumeti, u daljem tekstu su oni objasnjeni pomocu jednostavnijih
primera kod kojih se pouzdanost sistema, odnosno podsistema moze prikazati
pomocu sledeceg obrasca:

Pi(x)=1—-¢q/"" (5.3.1.)
gde je
Xi — broj rezervnih elemenata sistema (podsistema),

gi — nepouzdanost, odnosno verovatnoca otkaza i-tog podsistema,
i=1,2, .., n—broj podsistema sloZenog sistema.

Posto izmedu pouzdanosti 1 nepouzdanosti sistema (podsistema) postoji
relacija qi = 1 — pj, izraz (5.3.1.) moze da se napise u sledecem obliku:

Pi(x) =1— (1 —p)*i*t (5.3.2.)
gde je
pi — pouzdanost i-tog podsistema.

Zadatak se svodi na odredivanju potrebnog broja rezervnih elemenata (uz
jedan radni element) sistema, odnosno podsistema (xi) koji obezbeduju potrebni
nivo pouzdanosti rada sistema u celini.
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5.3.1. Matematicki model zadataka optimalnog rezerviranja

U slucaju jednog ogranicavajuceg faktora, matematicki model zadataka
optimalnog rezerviranja se definiSe na slede¢i nacin: potrebno je odrediti takav broj
rezervnih elemenata za svaki podsistem, odnosno vektor X = (X1, X2,--+, Xn) koji ¢e
obezbediti odredenu vrednost verovatnoce bezotkaznog rada sistema, ali uz
minimalne troskove njegove realizacije.

Funkcija cilja ima sledeci oblik:

n n
minC(X) = Z Ci(x;) = Z Ci * X; (5.3.3.)
i=1 i=1
odnosno
minC(X) =c¢y - x1 + ¢ Xy 4y - xp (5.34.)
Ogranicenje se definiSe pomocu sledeceg izraza:
n
P = [ 2, (535.)
i=1
odnosno
P(X) = py(x1) - p2(xz) - +pn(xn) = Po (5.3.6.)

Takode, u sluCaju jednog ograniavajuceg faktora, matematicki model
zadataka optimalnog rezerviranja moze da se definiSe i na slede¢i (obrnuti) nacin:
potrebno je odrediti takav broj rezervnih elemenata za svaki podsistem, odnosno
vektor X = (X1, X2,-**, Xn) koji ¢e obezbediti maksimalnu vrednost verovatnoce
bezotkaznog rada sistema, pri ¢emu su tro§kovi njegove realizacije ograniceni (ne
prelaze unapred odredenu vrednost).

Funkecija cilja ima slede¢i oblik:

n
maxP(X) = Hpi(xi) (5.3.7.)
i=1
odnosno
maxP (X) = p; (1) - p2(xz) =+ +pn(xn) (5.3.8.)
OgranicCenje je sledece:
n n
Cx) = Z Ci(x,) = Z ¢ x; < Co (5.3.9.)
i=1 i=1
odnosno
CX)=cy x1+ Ccp-xy+4cp x, < Cy (5.3.10.)

U slucaju veceg broja ograni¢avaju¢ih faktora, matematicki model zadataka
optimalnog rezerviranja moze da se definiSe na slede¢i nacin: potrebno je odrediti
takav broj rezervnih elemenata za svaki podsistem, odnosno vektor X = (X1, X2,--,
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Xn) koji ¢e obezbediti maksimalnu vrednost verovatnoce bezotkaznog rada sistema,
pri ¢emu su resursi od kojih zavisi njegova realizacija ograniceni (ne prelaze
unapred odredenu vrednost).

Funkecija cilja ima slede¢i oblik:

maxP(X) = pi(xp) (5.3.11.)
Ll
odnosno
maxP (X) = p1(x1) - p2(x2) =+ +pn(xn) (5.3.12.)

Ogranicenja su sledeca:

n

n
CX) = Z Ci(x;) = Z ¢; - x; < Co (ograniceni troskovi)

=1 i=1
n n

GX) = Z Gi(x;) = Z gi - x; < G, (ograni¢ena masa)
i=1 i=1

n n
SX) = Z Si(x;) = Z s; - x; < C, (ogranicena povrsina) (5.3.13.)
i=1 i=1
n n
VX) = Z Vi(x;) = Z V; - x; < C, (ograni¢ena zapremina)
i=1 i=1

5.3.2. Metode resavanja zadataka optimalnog rezerviranja

Zadaci optimalnog rezerviranja se mogu resiti primenom viSe metoda, kao
Sto su:

— metoda linearnog programiranja (naroCito kod postojanja  jednog
ogranicavajuceg faktora),

— metoda Lagranzovih mnoZitelja,

— gradijentna metoda, i

— metoda dinami¢kog programiranja.

Primer 5.3.1. Modeliranje sistema sa zahtevom za minimalnim troskovima njegove
realizacije i sa trazenom pouzdano$c¢u: razmatrani sistem se sastoji od dva podsistema (slika 5.3.1.).
Elementi imaju slede¢u pouzdanog rada p1 = 0,8 i p> = 0,6. Potrebno je odrediti takav broj rezervnih
elemenata za svaki podsistem, odnosno vektor X = (X1, X2) koji ¢e obezbediti ukupnu pouzdanost
rada sistema u celini od Py > 0,99, uz minimalne tro§kove njegove realizacije, pri ¢emu cene
pojedinih elemenata iznose ¢; =2 n.j. i c; =5 n.j.
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| Podsistem 1 | Podsistem 2 |
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| |
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Slika 5.3.1. Sistem sa dva podsistema

Resenje. Matematicki model datog problema moze da se definiSe pomocu obrazaca (5.3.3.) —
(5.3.6.), odnosno za konkretan slu¢aj se moze napisati:

Funkcija cilja

minC(X) =¢; - x; + ¢+ X, (5.3.14.)
Ogranicenje
P(X) =p1(xq) - p2(x2) = Py (5.3.15.)

U daljem, fokus je na ogranicenju koji treba modifikovati kori§¢enjem obrasca (5.3.2.), pri
¢emu obrazac (5.3.15.) dobija slede¢i oblik:
PX)=[1-1-p)"*]-[1-A-p)** ]2 P (5.3.16.)

Verovatnoce bezotkaznog rada svakog od podsistema, zavisno od njihovog broja rezervnih
elemenata (xj), mogu biti odredene pomocu odgovarajuée tabele (tabela 5.3.1.), pri ¢emu se za
proracun koristi obrazac (5.3.2.).

Tabela 5.3.1. Verrovatnocée bezotkaznog rada svakog podsistema, zavisno od njihovog broja
rezervnih elemenata

Xi p1(x1) p2(x2)

0 0,8 0,6

1 0,96 0,84

2 0,992 0,936

3 0,9984 0,9744

4 0,99968 0,98976

5 0,999936 0,995904

6 0,9999872 0,9983616
7 0,99999744 0,99934464

Iz tabele 5.3.1. treba odrediti koliko prvom, a koliko drugom podsistemu treba dodati
rezervnih elemenata da bi pouzdanost rada celog sistema bila ve¢a od 0,99. Posto pouzdanost
sistema mora biti veca od 0,99, pouzdanost i prvog i drugog podsistema datog sistema mora takode
biti ve¢a od 0,99, posto njihov proizvod (izraz (5.3.15.)) treba da bude ve¢i od zadate vrednosti
(0,99).
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Postupak odredivanja potrebnog broja rezervnih elemenata moze biti uraden na dva nacina,
pri ¢emu ¢ée se dobiti dva reSenja. Optimalno resenje je ono koje zadovoljava funkciju cilja, odnosno
ono kod koje su troskovi nizi.

Prvo reSenje se dobija kada se iz tabele 5.3.1. izabere broj rezervnih elemenata prvog
podsistena (x1) za koje je pouzdanost datog podsistema veéa od 0,99 (p1(x1) > 0,99). Iz tabele 5.3.1.
se vidi da je to slu¢aj za X1 = 2, jer je onda p1(2) = 0,992 > 0,99. Broj rezervnih elemenata drugog
podsistema (x2) se dobija tako §to se prvo racuna najmanja pouzdanost datog podsistema pa(X2)
pomocu obrasca (5.3.15.). Sledi

P2(x3) 2 (5.3.17.)

0
p1(x1)
odnosno

(x,) = 0,99 > 0,99798387
P28X2) =997 =

’

Nakon ovog proracuna, u tabeli 5.3.1. se u zadnjoj koloni trazi prva veca vrednost
pouzdanosti drugog podsistema koji ovde iznosi pz2(x2) = 0,9983616. Broj potrebnih rezervnih
elemenata drugog podsistema iznosi x; = 6 (tabela 5.3.1.).

Shodno ovome, prvo resenje je

X = (x1, X2) = X = (2, 6) — broj rezervnih elemenata prvog podsistema je 2, a drugog 6 (uz po
1 radni —slika 5.3.2.),

P(X) = p1(x1) - p2(x3) = Py = P(X) = 0,992 -0,9983616 = 0,9903747 = 0,99 -
pouzdanost sistema je veca od zahtevane,

CX)=c, %+ cy-x; C(X)=2-2+ 5-6 = 34n.j. — troskovi realizacije sistema su
34n,j.

Podsistemrn 1 Podsistem 2

|
I
|
I
I
T

- P |

| P, ||

|
|
|
I
|
Hi—
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|
|

Slika 5.3.2. Prvo resenje pouzdanosti sistema
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Kako je receno, drugo reSenje se dobija kada se iz tabele 5.3.1. izabere broj rezervnih
elemenata drugog podsistena (x2) za koje je pouzdanost datog podsistema vec¢a od 0,99 (pa(x2) >
0,99). Iz tabele 5.3.1. se vidi da je to slu¢aj za X, = 5, jer je tada pa(x2) = 0,995904 > 0,99. Broj
rezervnih elemenata prvog podsistema (x1) se dobija iz obrasca (5.3.15.). Sledi

p1(x1) = (5.3.18.)

_'0
p2(x3)
odnosno
Ol
>— >
pi(x;) = 0995004 2 0,9940717177593

Nakon ovog proracuna, u tabeli 5.3.1. se u drugoj koloni trazi prva veéa vrednost
pouzdanosti prvog podsistema koji ovde iznosi pi(x1) = 0,9984. Broj potrebnih rezervnih elemenata
prvog podsistema iznosi x; = 3 (tabela 5.3.1.).

Shodno ovome, drugo resenje je

X = (X1, X2) = X = (3, 5) — broj rezervnih elemenata prvog podsistema je 3, a drugog 5 (uz po
1 radni — slika 5.3.3.),

PO = py(xy) - po(3xy) = Py = P(X) = 0,9984 - 0,995904 = 0,9943105536 > 0,99 —
pouzdanost sistema je veéa od zahtevane,

CX)=c x;+c;-x; 2CX)=2-3+ 5:5=31n.j. - troskovi realizacije sistema su
31n,.

Podsistern 1 Podsistem 2

— P I p— Py -

|
I
|
I
I
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| |
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I |
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1 1 1

Slika 5.3.3. Drugo resenje pouzdanosti sistema

Na osnovu proracuna usvaja se drugo reSenje kao optimalno jer je cena njegove realizacije
niza u odnosu na prvo reSenje, $to je i osnovni zahtev funkcije cilja zadatka. Takode, iako oba
reSenje daju pouzdanost ve¢u od 0,99 (zahtev ograni¢enja), drugo reSenje nudi i veéu pouzdanost,
Sto je i njegova dodatna prednost.
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- W (1995-1999. god), a onda je preSao u Institut za bakar Bor, gde
je obavljao razne funkcije, od projektanta, preko Koordinatora odeljenja za
podzemmu eksploataciju, do Pomoc¢nika Direktora za geologiju 1 rudarstvo. Od
2005. godine do 2008. godine je radio na Fakultetu za menadZzment u Zajecaru —
Megatrend Umverzitet. Od 2008. godine radi na Tehmic¢kom fakultetu u Boru na
katedri za inZenjerski menadZment. U zvanje redovnog profesora izabran je
2018. godine. Angazovan je na predmetima: Operaciona istrazivanja 1,
Upravljanje procesima rada, Upravljanje promenama, Stru¢na praksa (osnovne
akademske studije) 1 Portfolio projekt menadzment (master akademske studije).
Autor je oko 150 radova od kojih su 13 objavljeni u medunarodnim nau¢nim
¢asopisima (M21-23), 2 monografije 1 3 udZbenika. Udestvovao je na realizaciji
vise desetina domacih 1 medunarodnih projekata (Kanada, Peru, Gvineja, Iran
Cma Gora 1 dr.). Dugogodisnji je ¢lan Saveza inZenjera i tehnicara Srbije 1
Udruzenja nastavnika inZenjerskog menadzmenta.

Dr Ivan Jovanovi¢ vanredni profesor Tehni¢kog fakulteta u
Boru je roden 1965. godine u Pirotu. Diplomu o visoj
struénoj spremi, smer prenos 1 obrada informacija, stice
-~ = R 1990. godine na Elektronskom fakultetu u Nisu Univerziteta
- u Nisu. U periodu od 2002. do 2010. godine pohada 1
— i zavrSsava osnovne, magistarske 1 doktorske studije na
7 Tehnickom fakultetu u Boru Umverziteta u Beogradu.
' Diplomu o stecenom visokom obrazovanju stice 2004.
f godine pod nazivom diplomiram inZenjer industrijskog
menadzmenta. Diplomu o stefenom akademskom nazivu
magistra tehmdékih nauka i1z oblasti industrijkog menadzmenta stice 2006.
godine. Diplomu o ste¢enom nauc¢nom stepenu doktora nauka iz oblast
inZenjerskog menadZmenta sti¢e 2010. godine.
U periodu od 1991. do 2004. god. radio je u MUP Republike Srbije, privatnom
sektoru 1 TV Pirot. Od 2005. godine radi na Tehnickom fakultetu u Bormu
Univerziteta 1 Beogradu na katedri za InZenjerski menadZzment najpre u zvanju
asistenta pripravnika (2005-2007.), zatim u zvanju asistenta (2007-2010.). U
zvanje docenta izabran Je 2010. god, a u zvanje vanrednog profesora 2015.
godine. Trenutno je angaZovan na predmetima osnovnih studija: Preduzetnistvo,
Operaciona istrazivanja 2, Teorija pouzdanosti, kao 1 na predmetu doktorskih
studija MenadZzment znanjem. Autor 1 koautor je preko 70 nauc¢nih radova 1
saopstenja od kojih su 9 objavljeni u medunarodnim nauénim casopisima iz
kategorije M20, 2 monografije 1 5 udzbenika, vise od 20 hetero citata radova iz
kategorije M20. Ucestvovao je na realizacii veceg broja domacih 1
medunarodnih projekata. Imao je veliko angazovanje kao mentor 1 ¢lan
komisija, 1 solidan stru¢no-profesionalni doprinos akademskoj 1 $iroj zajednici.
Dugogodisnji je ¢lan Saveza udruZenja 1 tehmicara Srbije, 1 UdruZenja
nastavnika inZenjerskog menadZmenta.



