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UVOD 

 

Predmet kojim se bave operaciona istra`ivanja je upravljanje organizacionim, 

tehni~kim i drugim slo`enim sistemima. Cilj je iznala`enje optimalnih rezultata za 

pripremanje i dono{enje upravlja~kih odluka i pra}enje njihovog izvr{enja. Osnovna 

karakteristika savremenog (postindustrijskog) dru{tva je postojanje slo`enih sistema. 

Primeri  slo`enih tehni~kih sistema su: tehnolo{ko-proizvodni, energetski, 

komunikacioni, transportni sistemi,  vodosnabdevanje. 

U okviru slo`enih sistema su podsistemi i njihovi elementi sa vezama i interakcijama 

izmedju sebe i izmedju sistema i njegove okoline.  

 

Slo`eni sistemi se sastoje od podsistema i  elemenata, sa razli~itim nivoima veza 

izmedju elemenata ( od veoma slabih do krutih), sa medjusobnim uticajima koji mogu 

biti deterministi~ki ili stohasti~ki, sa slede}im glavnim karakteristikama: 

 vi{ekriterijumski cilj, pri ~emu su lokalni podciljevi ~esto u koliziji, 

 hijerarhijska struktura sistema, sa jasno definisanim podsistemima do 

elementarnog podsistema - elementa sistema, 

 definisana je granica sistema, sa izra`enim medjusobnim uticajima sistema i 

okruzenja, 

 rast sistema. 

U ovakvim uslovima, upravljanje se mora vr{iti metodi~no, sa programom. Pod 

programom se podrazumeva planiranje odluka - plan i upravljanje realizacijom plana.  

U ovim predavanjima te`i{te je dato razvijenim metodama operacionih istra`ivanja, 

mogu}nosti njihove primene a kroz prikaz razli~itih primera i razvijenog softvera. 

Operaciona istra`ivanja su nastala po~etkom ~etrdesetih godina u Velikoj Britaniji, 

formiranjem grupe istra`iva~a, ~iji je osnovni zadatak bio da "primenom postoje}ih i 

razvojem novih nau~nih metoda na kvantitativnim osnovama daju odgovore po pitanju 

najboljeg ili "dovoljno dobrog" funkcionisanja: tehni~kih, organizacionih, ekonomskih i 

drugih sistema u postoje}im uslovima. Po~etkom pedesetih godina nastavolo se sa 

razvojem nove discipline, koja u osnovi sadr`i integraciju raznih disciplina. Za veoma 

kratko vreme, ova nauka dala je privredi zna~ajan niz korisnih metoda za re{avanje 
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brojnih zadataka iz industrije, eksploatacije rudnog bogatstva, transporta, nala`enja 

optimalnog proizvodnog programa, utvrdjivanje najboljeg redosleda operacija u 

proizvodnji, planiranja realizacije slo`enih projekata i sl.  

U okviru predavanja bi}e obradjene slede}e oblasti i teme: 

1. Upotreba modela i prilaz prou~avanju  

2. Linearno programiranje  

3. Nelinearno programiranje 

4. Dinami~ko programiranje 

5. Optimalno rezerviranje 

6. Teorija igara 

7. Tehnika mre`nog planiranja 

8. Teorija redova ~ekanja  

9. Simulacija rada diskretnih procesa 

10. Upravljanje zalihama 
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1.0. UPOTREBA MODELA I PRILAZ PROU^AVANJU 

 

Osnovna ideja operacionih istra`ivanja je ista kao i u bilo kojoj drugoj nau~noj 

disciplini, a to je izgradnja modela. Bitna razlika se sastoji u tome {to se operaciona 

istra`ivanja bave sistemima kojima se mo`e rukovati i kojima se mo`e upravljati.  

Model je koristan u najmanje sedam slede}ih funkcija: (1) kao pomo} u razmi{ljanju, 

(2) kao pomo} u komuniciranju, (3) kao orudje za prognoziranje, (4) kao pomo} u 

upravljanju, (5) kao sredstvo za obuku i instrukta`u, (6) za analizu osetljivosti i (7) kao 

pomo} pri dono{enju odluke. 

Interesantna je sedma funkcija – model kao pomo} pri dono{enju odluka. Poznato je 

da postoje tri nivoa odluka: strate{ki, takti~ki i tehni~ki (operativni). Od samog 

po~etka su operaciona istra`ivanja kori{}ena i primenjivana na razli~ite probleme kao 

pomo} u dono{enju odluka. Medjutim, ve}ina ovih odluka je po svojoj prirodi bila 

takti~ka. Operaciona istra`ivanja su veoma retko kori{}ena za dono{enje tehni~kih 

odluka. Razlika izmedju strate{kih i takti~kih odluka sastoji se najmanje od tri 

karakteristike problema od kojih svaka poseduje odredjen stepen slobode. Strate{ke 

odluke su orijentisane u pravcu ishoda, odnosno povezane su sa ciljevima, od du`eg 

su domena i uticaja i donose se za du`i period. Nasuprot tome takti~ke odluke su 

povezane sa optimizacijama da bi se postigli raniji postavljeni ciljevi i karakteri{u se 

u`im domenom i uticajem, a donose se za kra}i period. U novije vreme operaciona 

istra`ivanja su po~ela da se koriste i za dono{enje strate{kih odluka u dr`avnim 

organima, a i u industrijskim asocijacijama. 

 

Klasifikacija problema operacionih istra`ivanja 

Svaki problem kojim se bave operaciona istra`ivanja poseduje i formu i sadr`aj. 

Forma se odnosi na na~in na koji su parametri i promenljive povezani jedni s drugim, 

na primer linearno. Sadr`aj ukazuje na prirodu pojedinih veli~ina, tako na primer x 

predstavlja rastojanje a y tro{kove. 

Klasifikacija se mo`e izvr{iti prema primenjenim metodologijama, kao {to su problemi 

linearnog programiranja, problemi dinami~kog programiranja, teorija ~ekanja, 

simulacija rada sistema i tako dalje. 

Klasifikacije prema oblasti primene, kao {to su: finansiranje i investicije,, zalihe, 

upravljanje proizvodnjom, pouzdanost, zamene dotrajalih delova i tako dalje. 
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Prilaz prou~avanju operacionih istra`ivanja  

U metodologiji pristupa prou~avanju predmeta operacionih istra`ivanja, mo`e se i}i 

linijom najmanjeg otpora i izlo`iti metodolo{ku klasifikaciju operacionih istra`ivanja. 

Ovo je uobi~ajeni prilaz, u {to se mo`e uveriti ako se pogleda bilo koji priru~nik iz 

oblasti operacionih istra`ivanja. Ovakvim prilazom se obi~no nagla{ava orudje 

(metodologija), a ne problem, {to ~esto navodi na pogre{an zaklju~ak da operaciona 

istra`ivanja predstavljaju skup razli~itih metoda. i {to je jo{ gore, ~italac se nepotrebno 

iscrpljuje i na kraju takvog priru~nika je obi~no razo~aran jer nije na{ao odgovor na 

pitanje “[ta da radim sa svom ovom teorijom?”.    

Da do ovoga ne bi do{lo, nastoja}e se da se izlaganje usmeri na operativne sisteme i 

probleme koji se u njima javljaju. Ovo }e opravdati neophodnost izgradnje modela za 

prou~avanje ovih sistema. ^italac }e tako u svakom trenutku biti u stanju da sagleda 

{ta je uslovilo razvoj ovih modela i {ta je uslovilo razvoj odgovaraju}eg orudja i 

metodologije, pa }e, prema tome, biti u stanju da ovu metodologiju i koristi.   

 

2.0. LINEARNO PROGRAMIRANJE (LP) 

 

U savremenim uslovima menad`menta u privredi, vanprivrednim delatnostima, vojsci, 

ili u dr`avi u celini, pojavljuju se problemi koji po pravilu imaju vi{e alternativnih 

re{enja. Uloga menad`era je, da polaze}i od odredjenih zakonitosti, usvojene 

strategije, zahteva i ograni~enja odabere ona re{enja koja su u datim uslovima 

optimalna.  

Zadaci koji se re{avaju su: 

- optimalno planiranje investicionog ulaganja, 

- definisanje optimalnog proizvodnog programa,  

- izbor lokacije kompanije, pojedinih pogona ili postrojenja unutar kompanije, ili 

razme{taj ma{ina i radnih mesta u jednom pogonu, 

- izbor i razme{taj sredstava naoru`anja, 

- izbor optimalne varijante tehnolo{kog procesa, 

- sastavljanje optimalnih planova (transporta, ishrane, zaliha), itd. 

 

Kod re{avanja ovih zadataka primenjuje se kriterijum maksimuma ili minimuma. Na 

maksimum treba dovesti prihod ili profit, iskori{}enje resursa, produktivnost, gotovost, 
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raspolo`ivost itd. Na minimum treba svesti utro{eno vreme za realizaciju neke 

aktivnosti, tro{kove, utro{ak materijala, vreme i distance transporta robe ili 

poluproizvoda itd. 

Zadaci koji se sa aspekta matemati~kog modela M svode na linearno programiranje 

svode se na fukciju cilja (funkciju kriterijuma) F(X), koja predstavlja linearnu 

kombinaciju nepoznatih, pri odredjenom skupu ograni~enja L, koja su takodje zadata 

linearnim jedna~inama ili nejedna~inama. 

Matemati~ki, problem se sastoji  u tome kako na}i maksimum ili minimum jedne 

linearne funkcije F(X) pri datom skupu ograni~enja L. 

Postojanje ra~unara i razvijenih softvera omogu}uje brzo dobijanje re{enja u 

problemima sa velikim brojem promenljivih i u razli~itim varijantama, {to omogu}uje 

eksperimentisanje na modelu. 

Najve}a pa`nja se posve}uje zapravo jasnoj formulaciji zadatka i pravilnoj postavci 

problema. Za prakti~are iz ove oblasti vi{e nije pitanje kako re{avati zadatke LP-a, 

nego kako takve probleme u praksi otkrivati i pravilno formulisati. Ovde u punom 

zna~enju dolazi do izra`aja poznata izreka u matematici “jasno formulisan problem je 

vi{e nego polovina re{enja”. 

 

2.1. Op{ta formulacija zadatka Linearnog Programiranja (LP)  

 

Op{ta matemati~ka formulacija zadatka LP se sastoji u tome da se odredi takav skup 

vrednosti nxxx ,...., 21 , koje su komponente n-dimenzionog vektora [ ]nxxxX ....., 21=  iz 

oblasti D, koja je zadana sistemom linearnih jedna~ina i/ili nejedna~ina, 
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dosti`e ekstremnu vrednost (maksimum ili minimum). 
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2.2. Grafi~ka metoda  

 

Grafi~ka metoda je veoma prikladna i pregledna, ali se mo`e primenjivati na probleme 

linearnog programiranja sa dve nepoznate.  

Sistem ograni~enja je: 

mibxaxa iii ,...,1,2211 =
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
=
≤

+  

Ovaj sistem treba predstaviti grafi~ki, u koordinatnom sistemu x1-x2, a zatim za 

postavljenu funkciju cilja, koja u ovom slu~aju ima oblik 

( ) 2211 xcxcXF +=  

odrediti minimalnu, odnosno maksimalnu vrednost. Grafi~ki prikaz ograni~enja je 

konkavna (konveksna) oblast dopustivih rešenja D, preko koje se translira funkcija 

cilja ( ) 0=XF , i odredjuje njen minimum, odnosno maksimum. 

Rešenje sistema je ono [ ]TxxX 21
* = , za koje je ( ) ( )XFXF max* = , odnosno, 

( ) ( )XFXF min* = , kao {to je prikazano na slici  1. 

 

 

Slika 1. Grafi~ki prikaz re{enja dvodimenzionalnog problema  
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2.2.1. Primeri primene grafi~ke metode 

Primer 1 

Koriš}enjem grafi~ke metode LP za slede}u funkciju kriterijuma 

 

  ( ) 122 xxXF −=   

i  ograni~enja 

0
12:

323:
1:

6:

1

214

213

22

211

≥
≤+−

−≤+−
≥

≤+

x
xxL
xxL

xL
xxL

 

odrediti: 

a. Optimalnu vrednost promenljivih ( )21 , xx  i minimalnu vrednost funkcije kriterijuma. 

b. Optimalnu vrednost promenljivih ( )21 , xx  i maksimalnu vrednost funkcije 

kriterijuma. 

 

 

Rešenje: 

a. Minimalnu vrednost funkcija kriterijuma dosti`e u ta~ki ( )1,5B *, koja je u preseku 

pravih p1 i p2. Imamo da je: 

( ) 3512,
1
5

min
* −=−⋅==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== BB XFFXX  

b. Maksimalnu vrednost funkcija kriterijuma dosti`e u ta~ki ( )3,3A , koja je u preseku 

pravih p1 i p3. 

( ) 3332XFF
3
3

XX AA =−⋅==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== max

* ,  

Rešavanje zadatka je prikazano na slici 2. Oblast dopustivih rešenja (trougao) je 

predstavljena podebljano i ozna~ena sa D. 
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Slika 2. Grafi~ko re{enje Primera 1 

 

Primer 2: 

 

Odrediti minimalnu vrednost funkcije kriterijuma ( ) 21 105 xxXF +=  uz slede}a 

ograni~enja, 

0,
2:

03:
4:

632:

21

14

213
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≥
≥
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Rešenje: 

a. Optimalno rešenje je u ta~ki ( )1,3A , koja je u preseku pravih p2 i p3, a za koju 

funkcija kriterijuma dosti`e minimum, kao {to je prikazano na slici 3: 

( ) 2511035,
1
3

min
* =⋅+⋅==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== AA XFFXX  
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Slika 3. Grafi~ko re{enje  

Primer 3: 

Fabrika proizvodi  vratila V1 i V2 na strugovima S1 i S2.  

Potrebno (normirano vreme) izrade je: Za vratilo V1 na strugu S1 je 2.5 h i na strugu 

S2 je 6 h, a za vratilo V2 je na strugu S1 5.5 h i na strugu S2 je 3.5 h. 

Dnevna raspolozivost strugova je: Strug S1 – 15 h/dan, a strug S2 – 21 h/dan. 

Uraditi: 

- grafickom metodom odrediti proizvodni asortiman koji garantuje maksimalno 

iskori{}enje ma{ina. 

- odrediti optimalnu koli~inu proizvoda za 97 radnih dana?  
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Re{enje: 

Podaci iz zadatka se mogu prikazati kao u slede}oj tabeli: 

Strugovi ⇒ 

Proizvodi 

      ⇓ 

 

S1 

 

S2 

Ukupno vreme 
izrade 

(h/kom) 

V1 2.5 6 8.5 
V2 5.5 3.5 9 

Raspolo`ivi 
kapacitet (h/dan) 

15 21  

a) F-ja cilja koja garantuje najbolje iskori{}enje kapaciteta ma{ina je: 

21 95.8)(max xxxF •+•=  

Ograni~enja predstavljaju dnevni raspolo`ivi kapaciteti, po{to se na strugovima 
izradjuju i drugi elementi. Ograni~enja se mogu prikazati kao: 

215.36
155.525

21

21

≤+
≤+

xx
xx

 

Prirodni uslovi nenegativnosti su: 0_;0 21 ≥≥ xx . 

Dopustiva oblast i f-ja cilja su prikazani na slici 4. 

 

Slika 4. Grafi~ko re{enje  
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Optimalno re{enje je u ta~ci B, u preseku pravih ograni~enja 1 i 2. 

 (kom) 

Vrednost funkcije cilja je: 

max F(X) = 8,5 x1
* + 9x2

* = 36 (h). 

Maksimalno iskori{}enje ma{ina }e biti u slu~aju da se dnevno proizvodi ≈ 2.6 kom. 

vratila tipa V1 i ≈1.54 kom. vratila tipa V2. 

Za vremenski period od τ = 97 (dana), optimalna proizvodnja (proizvodnja koja 

garantuje najbolje vremensko iskori{}enje ma{ina) }e iznositi: 

 (kom). 

 
 
Primer 4: 

Fabrika proizvodi artikle P1 i P2. Proizvodni proces se odvija na linijama L1, L2 i L3. 

Tehnologija izrade je takva, da za proizvodnju artikla P1 zahteva: 1,2 (h/kom) na L1, 2 

(h/kom) na L2  i  2 (h/kom) na L3. Za proizvodnju P2 potrebno je utro{iti: 2,4 (h/kom) 

na L1, 2(h/kom) na L2 i 1 (h/kom) na L3. U razmatranom periodu, efektivni raspolo`ivi 

kapaciteti linija su: L1 - 12000 (h), L2 - 14000 (h) i L3 - 12000 (h). Ispitivanje tr`i{ta je 

pokazalo da se u razmatranom periodu mo`e plasirati do 5500 kom. artikla P1 i do 

4500 kom. artikla P2. Isto ispitivanje je pokazalo, poredjenjem sa sli~nim proizvodima 

konkurencije, da se prodajom proizvoda P1 mo`e ostvariti dobit od 4400 (n.j./kom) za 

artikal P1 i 1100 (n.j./kom) za artikal P2.  

Odrediti: Optimalni proizvodni program, koji garantuje maksimalnu dobit u 

razmatranom periodu. 
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Re{enje: 

Podaci se mogu sistematizovati i prikazati kao u slede}oj tabeli: 

Proizvodna linija ⇒ 
Artikli ⇓ 

L1 L2 L3 Mogu}i plasman 
(kom) 

Dobit 
(n.j./kom) 

P1 1.2 2 2 5500 4400 
P2 2.4 2 1 4500 1100 

Raspolo`ivi 
kapacitet (h) 

12000 14000 12000 / 

Funkcija cilja, koja garantuje maksimalnu dobit je: 

 21 11004400)(max xxxF •+•=  

Ograni~enja, koja su zadata raspolo`ivim kapacitetom i mogu}no{}u plasmana na 

tr`i{tu su: 

 

4500_:)5(
5500_:)4(

1200012_:)3(
1400022_:)2(

120004.22.1_:)1(

2

1

21

21

21

≤
≤

≤+
≤+

≤+

x
x

xx
xx

xx

 

Prirodni uslovi nenegativnosti su: 0_;0 21 ≥≥ xx . 

Oblast dopustivih re{enje i funkcija cilja je prikazana na slici 5, sa koje se viti da 

funkcija cilja ima maksimalnu  vrednost u ta~ci B. 

 

Slika 5. Grafi~ko re{enje zadatka 
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Optimalno re{enje je dobijeno u preseku prava (3) i (4) i iznosi: 

 )_(
1000
5500

2

1 kom
x
xX ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∗

∗
∗

 

Maksimalna dobit pri ovakvom re{enju iznosi: 

.).(103.2511004400)(max 6
21 jnxxXF •=+•= ∗∗∗   

 

2.3. Model linearnog programiranja u matri~nom obliku 
 
 

Funkcija cilja (ograni~enja) je  

 

( ) nn

n

j
jj xcxcxcXF ∗++∗== ∑

=

..........1
1

1     (3) 

 ~iji maksimum treba odrediti. 

Sistem nejedna~ina ograni~enja je: 

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

≤+++

≤+++
≤+++

...
...

...
...

2211

22222121

11212111

     (4) 

Ovaj sistem nejedna~ina se prevodi u sistem jedna~ina, uvodjenjem dopunskih 

promenljivih, na slede}i na~in: 

mmnnmnmm

nnn

nnn

bxxaxaxa

bxxaxaxa
bxxaxaxa

=++++

=++++
=++++

+

+

+

...
...

...
...

2211

222222121

111212111

    (5) 

Dopunske promenljive imaju svoj fizi~ki smisao, jer predstavljaju razliku izmedju 

raspolo`ivih i iskori{}enih kapaciteta, vremenskih resursa ili sli~no. 

 
 
 
 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

14 

Funkcija kriterijuma u matri~noj formi je sada: 
 

[ ]
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⎥
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⎡
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k
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1

21 00)(   (6) 

 
Sistem jedna~ina ograni~enja je: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

•

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

m

mk

k

j

mkm

k

k

b

b
b

x

x

x

x
x

aa

aaa
aaa

2

1

2

1

1

22221

11211

1000
0
0
0
01
001

    (7) 

Matrica A (matrica koeficijenata) se mo`e razlo`iti na vektor kolone, kao: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= ++

1

0
0

;.........

0

0
1

;...;..;..,.. 12

1

2

1

2

22

12

12

1

21

11

1 mkk

mk

k

k

k

mj

j

j

j

mm

AA

a

a
a

A

a

a
a

A

a

a
a

A

a

a
a

A (8) 

Sistem linearnih jedna~ina ograni~enja je sada: 
 

BxA

BxAxAxA

j

n

j

j

mk
mk

=⋅

=⋅+⋅+⋅

∑
=

+
+

1

2
2

1
1 ......................

      (9) 

 
Po{to su vektori Aj i B vektori m-tog reda to izmedju n vektora tipa Aj mo`e postojati 

najvi{e m nezavisnih. Ako je u gornjoj jedna~ini prvih m vektora linearno nezavisno, 

vektor B se mo`e izraziti kao: 

 

BxAxAxA m
m =⋅+⋅+⋅ ......................2

2
1

1      (10) 
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Izbor m vektora se mo`e realizovati na Cm

n. Svaka kombinacija daje nov rezultat u 

funkciji kriterijuma, odnosno novu vrednost vektora X, tako da najbolja kombinacija 

donosi optimalno re{enje.  

Vektorska baza se mo`e izraziti kao: 

 

[ ]
0

..1

≠

=

Ab
AAAb m

        (11) 

 

Linearna kombinacija BxAxAxA mk
mk =⋅+⋅+⋅ +

+......................2
2

1
1 se mo`e sada 

izraziti kao: 

BXAb =•           (12) 
 
Iz prethodne jedna~ine direktno sledi vektor promenljivih X, kao: 
 

[ ]mib xxxxXXBAbX ,............,.;.. 21
1 =⇒⋅= −      (13) 

 
Ovde je Ab-1inverzna matrica matrice razmatrane baze. Bazi~na vrednost funkcije 

kriterijuma je: 

 
BAbCXCXF bb ⋅⋅=⋅= −1)(        (14) 

 

Svaki nebazni vektor ),1..( nmjA j +=  se mo`e izraziti kao linearna kombinacija 

baznih vektora po slede}oj formuli: 

 

j
j

j
j

AAbX

XAbA

⋅=

⋅=
−1

         (15) 

 
U ovom slu~aju vrednost funkcije kriterijuma iznosi : 
 

j
jbjj AAbCXbCFXF ⋅⋅=⋅== −1)(       (16) 
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2.3.1. Primeri re{enih zadataka 

 

Neki pogon proizvodi delove A1 i A2 na ma{inama M1 i M2. Potrebno vreme za 

proizvodnju ovih delova na ma{inama, kao i ukupni raspolo`ivi dnevni vremenski 

kapaciteti ma{ina se daju u slede}oj tabeli: 

 

Vremenski normativ za izradu 

(~as/kom) 

     Delovi 

 

Ma{ine A1 A2 

Raspolo`ivi dnevni 

kapacitet ma{ine 

(~as/dan) 

M1 2,5 5,5 15 

M2 6 3,5 21 

Ukupno vreme 

zrade (~as) 

8,5 9 36 

 

U sistemu zadatih ograni~enja, na}i maksimalnu dnevnu produkciju delova A1 i A2. 

Postavka zadatka je: 

Funkcija cilja: 

21 95.8)(max xxxF +=  

Ograni~enja: 

0
215.36

155.55.2

21

21

≥
≤+
≤+

ix
xx

xx
 

0
215.36

155.55.2

421

321

≥
=++
=++

ix
xxx

xxx
 

Matrice i vektori modela su: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

102/76
012/112/5

A ;  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
15

B ;   [ ]0092/17=C  

 

  ?

4

3

2

1

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

x
x
x
x

X  

 

Sada se izaberu (proizvoljno) 2 vektora iz baze (m=2)i to na primer: A(1) i A(3) kao 

vektore po~etne bazne matrice: [ ])3()1( , AAAb = , pa je po~etno bazno re{enje: 
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BAbX
x
x

BXbAb b ⋅=⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⋅ −1

3

1

21
15

06
12/5

;...  

 

Ab-1 je inverzna matrica matrice Ab i ona se odredjuje na slede}i na~in: 

Uslov je da je matrica A kvadratna i da je vrednost njene determinante  razli~ita od 

nule. 

06
06
12/5

det ≠−=== AA  

Inverzna matrica matrice A se izra~unava kao: 

A
adjAA

T)(1 =−  

Adjungovanu matricu matrice A sa~injavaju kofaktori matrice A i to: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⋅−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

4/25
2/7

21
15

12/51
6/10

12/51
6/10

2/56
10

6
1

2/56
10

);...(
2/51
60

3

1

1

2221

1211

x
x

X

A

adjA
AA
AA

adjA

b

T

 

Mogu}e bazno re{enje je: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0
4/25

0
2/7

X , pa je vrednost funkcije kriterijuma: 

[ ] 4/119
4/25
2/7

02/17)( =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=⋅= bbb XCXF  
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Ista vrednost se dobija i za drugo mogu}e bazno re{enje: 

[ ]
4

119

0
4/25

0
2/7

0092/17)( =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅=XF  

 

Po{to se svaki nebazi~ni vektor mo`e izraziti kao linearna kombinacija bazi~nih 

vektora, sledi, za promenljivu x2 da je:  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⋅==⋅ −

24/97
2/7

2/7
2/11

12/51
6/10

;..

32

12
2

)2(1
2

)2(
2

x
x

X

AAbXAXAb
 

 

Vrednost funkcije kriterijuma je sada: 

 

[ ] [ ]
24

119
24/97

12/7
02/17

32

12
312 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=

x
x

ccF  

 

Kompletno re{enje je: 

 

[ ] [ ]
24

119

0
24/97

0
12/7

0092/17

42

32

22

12

43212 =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅=

x
x
x
x

ccccF  
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2.4. Simplex (Simpleks)  metoda  

 

Simpleks metoda je razvijena od strane poznatog ameri~kog matemati~ara Dantzing-a 

krajem 1947. i po~etkom 1948. godine. U literaturi se sre}e i kao Dantzingova metoda. 

Simpleks metoda po~iva na tri bitna elementa: 

1. Postoji mogu}nost odredjivanja bar jednog dopustivog re{enja (plana) DX ∈ , koji 

se ~esto naziva bazi~nim planom ili dopustivim bazi~nim planom; 

2. Postoji mogu}nost da se proveri da li je bazi~ni dopustivi plan optimalan ili ne; 

3. Postoji mogu}nost, da se u slu~aju da dopustivi plan nije optimalan, izabere novi, 

koji je bli`i optimalnom. 

 

Prema gore navedenom, simpleks metoda se zasniva na sukcesivnom pobolj{anju 

po~etnog dopustivog plana, sve dok se ne dobije optimalan plan. Algoritam simpleks 

metode takodje omogu}ava da se ustanovi da li je zadatak re{iv ili ne, odnosno, da li 

postoji protivure~nost u ograni~enjima.  

Na~in re{avanja problema simpleks metodom se grafi~ki mo`e prikazati kao na slici 4, 

gde se polazi iz koordinatnog po~etka (F(X)=0) i najkra}im putem, kroz iterativni 

postupak se dolazi do optimuma. 

X  , X
1 2
* *

X
1

X
2

F(X)

Tri iteracica do 
nalazenja optimuma

 

Slika 4. Grafi~ka predstava simpleks metode 
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2.4.1. Iznala`enje maksimalne vrednosti F(x) – simplex - max 

 

Standardni oblik simpleks - max modela je dat na slede}i na~in: 

Funkcija cilja (kriterijuma) ~iji maksimum treba odrediti je : 

( ) nn

n

j
jj xcxcxcXF ∗++∗== ∑

=

..........1
1

1      

Sistem nejedna~ina ograni~enja je: 

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

≤+++

≤+++
≤+++

...
...

...
...

2211

22222121

11212111

  

Ovaj sistem nejedna~ina se prevodi u sistem 

jedna~ina, uvodjenjem dopunskih promenljivih, 

na slede}i na~in: 

mmnnmnmm

nnn

nnn

bxxaxaxa

bxxaxaxa
bxxaxaxa

=++++

=++++
=++++

+

+

+

...
...

...
...

2211

222222121

111212111

 

Dopunske promenljive imaju svoj fizi~ki smisao, jer predstavljaju razliku izmedju 

raspolo`ivih i iskori{}enih kapaciteta, vremenskih resursa ili sli~no. 

Funkcija kriterijuma sada dobija oblik: 

  ( ) ( )mn2n1n

n

1j
jj xxx0xcXF +++

=
++++= ∑ ...     

Na osnovu ovakvog modela, formira se  nulta simpleks tabela, kao {to je prikazano u 

tabeli 1.  

Tabela 1. Nulta (po~etna) simpleks tabela - max ST – 0 

Bazne 

promenljive 

 

Slobodne Promenljive 
 

C c1 c2 ... cn 0 0 0 0 

Cb Xb B X1 X2 ... Xn Xn+1 Xn+2 ... Xn+m 
Θ=bj/aij 

0 xn+1 b1 a11 a12 ... a1n 1 0 ... 0  

0 xn+2 b2 a21 a22 ... a2n 0 1 ... 0  

... ... ... ... ... ... ... 0 0 ... 0  

0 xn+m bm am1 am2 ... amn 0 0 ... 1  

Fj – cj 0 F1–c1 F2 –c2  Fn–cn 0 0 0 0  
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Oznake u simpleks tabeli su: 

C – vektor koeficijenata uz promenljive xi funkcije kriterijuma, 

Cb – vektor koeficijenata u funkciji kriterijuma uz promenljive koje sa~injavaju bazno 

dopustivo rešenje. Kod max ST – 0 vrednost ovih koeficijenata je 0, 

Xb – vektor promenljivih bazno dopustivog rešenja, 

B – vektor vrednosti promenljivih bazno dopustivog rešenja za posmatranu iteraciju, 

Xj – predstavlja mno`itelje vektora baze, 

Fj – cj – kriterijum optimalnosti. 

 

Na osnovu  kriterijuma optimalnosti se odredjuje da li je dobijeno re{anje optimalno 

(re{enje je optimalno u slu~aju da je )_0 jzacF jj ∀≥− , a u slu~aju da re{enje 

nije optimalno, odredjuje koji vektor ulazi u bazu, i to je onaj za koji je: 

( )jjj
cF −min , za one vrednosti za koje je 0<− jj cF ,  (17) 

dok se na osnovu “teta“ kriterijuma odredjuje koji vektor izlazi iz baze, tj:   

  
ij

j

i a
b

min=θ         (18) 

Primer odredjivanja promenljive koja ulazai/izlazi u bazu je dat na slici 5. 

Slika 5. Odredjivanje promenljive koja ulazi/izlazi iz baze 
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Elementi matrice Simplex tabele se prera~unavaju pri svakoj iteraciji (slika 6), i to: 

- transformacija elemenata van vode}eg reda i vode}e kolone (i≠u, j≠p) izvodi se kao: 

 
up

ipuj
ijijij a

aa
aaa

•
−=⇒

∧
        (19) 

- transformacija elemenata u vode}oj koloni, izuzimaju}i vode}i element (i≠u): 

0aa ipip =⇒
∧

         (21) 

- transformacija elemenata u vode}em redu (i=u): 

 
up

uj
upuj a

a
aa =⇒
∧

         (21) 

- transformacija vode}eg elementa (i=u, j=p): 

1aa upup =⇒
∧

         (22) 

 

  Slika 6. Prera~unavanje elemenata simpleks tabele 

Ilustracija primene simpleks  metode se daje kroz re{avanje slede}ih primera. 
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2.4.1.1.  Primeri re{enih zadataka 

Primer 1: 

Primenom simpleks metode na}i maksimalnu vrednost funkcije cilja, uz zadata 

ograni~enja:  

( )

120025.1
7505.0
105025.1

101210

≤++
≤++
≤++

++=

zyx
zyx
zyx

zyxXF

 

U navedenom modelu promenljive se mogu ozna~iti sa ( )321 ,, xxx , a sve nejedna~ine 

pomno`iti odgovaraju}im vrednostima, kako bi se izgubile decimale. Prvi korak 

primene simpleks algoritma je prevodjenje nejednakosti u jednakosti, tj: 

( )

2400xx4x3x2
1500xxx2x2

4200xx4x5x4
xxx0x10x12x10XF

6321

5321

4321

654321

=+++
=+++
=+++

++•+++= )(

 

Na osnovu ovog modela formira se polazna simpleks tabela, max ST-0. U njoj na 

osnovu navedenih kriterijuma  se odredjuje  koji vektor izlazi iz baze, a koji ulazi u 

bazu. Dalje se vr{e linearne transformacije jedna~ina ograni~enja, na taj na~in {to se 

iz jedna~ina ograni~enja uklanja osnovna promenljiva koja ulazi u bazu.. Postupak se 

ponavlja do dobijanja optimalno rešenje, tj. dok svako Fj – cj ne bude pozitivno. 

max ST – 0 

C 10 12 10 0 0 0 

Cb Xb B X1 X2 X3 X4 X5 X6 
bj / ai2 

0 x4 4200 4 5 4 1 0 0 840 

0 x5 1500 2 2 1 0 1 0 750 

0 x6 2400 2 3 4 0 0 1 800 

Fj – cj  0 -10 -12 -10 0 0 0 9000 

 

 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

24 

max ST – 1 

C 10 12 10 0 0 0 

Cb Xb B X1 X2 X3 X4 X5 X6 
bj / ai2 

0 x4 450 -1 0 1.5 1 -2.5 0 300 

12 x2 750 1 1 0.5 0 0.5 0 1500 

0 x6 150 -1 0 2.5 0 -1.5 1 60 

Fj – cj  9000 2 0 -4 0 6 0 240 

max ST – 2 

C 10 12 10 0 0 0 

Cb Xb B X1 X2 X3 X4 X5 X6 

0 x4 360 -0.4 0 0 1 -1.6 -0.6 

12 x2 720 1.2 1 0 0 0.8 -0.2 

10 x3 60 -0.4 0 1 0 -0.6 0.4 

Fj – cj  9240 0.4 0 0 0 3.6 1.6 

 

Ova tabela sadr`i optimalno rešenje, koje iznosi: 

[ ] ( ) 9240,00360607200 max
** === FXFX T  

 

Primer 2: 

Simplex metodom re{iti problem definisanja optimalnog proizvodnog programa koji je 

re{avan grafi~kom metodom u Poglavlju 2.2.1. (Primer 4).  

Fabrika proizvodi artikle P1 i P2. Proizvodni proces se odvija na linijama L1, L2 i L3. Tehnologija izrade 
je takva, da za proizvodnju artikla P1 zahteva: 1,2 (h/kom) na L1, 2 (h/kom) na L2  i  2 (h/kom) na L3. 
Za proizvodnju P2 potrebno je utro{iti: 2,4 (h/kom) na L1, 2(h/kom) na L2 i 1 (h/kom) na L3. U 
razmatranom periodu, efektivni raspolo`ivi kapaciteti linija su: L1 - 12000 (h), L2 - 14000 (h) i L3 - 
12000 (h). Ispitivanje tr`i{ta je pokazalo da se u razmatranom periodu mo`e plasirati do 5500 kom. 
artikla P1 i do 4500 kom. artikla P2. Isto ispitivanje je pokazalo, poredjenjem sa sli~nim proizvodima 
konkurencije, da se prodajom proizvoda P1 mo`e ostvariti dobit od 4400 (n.j./kom) za artikal P1 i 1100 
(n.j./kom) za artikal P2.  

Odrediti: Optimalni proizvodni program, koji garantuje maksimalnu dobit u razmatranom periodu. 
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Matemati~ki model problema je naravno isti i glasi: 

Proizvodna linija ⇒ 
Artikli ⇓ 

L1 L2 L3 Mogu}i plasman 
(kom) 

Dobit 
(n.j./kom) 

P1 1.2 2 2 5500 4400 
P2 2.4 2 1 4500 1100 

Raspolo`ivi kapacitet 
(h) 

12000 14000 12000 / 

Funkcija cilja, koja garantuje maksimalnu dobit je: 

 21 11004400)(max xxxF •+•=  

Ograni~enja, koja su zadata raspolo`ivim kapacitetom i mogu}no{}u plasmana na 
tr`i{tu su: 

 

4500_:)5(
5500_:)4(

1200012_:)3(
1400022_:))2(

120004.22.1_:)1(

2

1

21

21

21

≤
≤

≤+
≤+
≤+

x
x

xx
xx

xx

 

Prirodni uslovi nenegativnosti su: 0_;0 21 ≥≥ xx . 

Ograni~enja se moraju transformisati, odnosno, nejedna~ine se prevode u jedna~ine 

uvodjenjem dopunskih promenljivih, tako da glase: 

 

4500100001_0_:)5(
5500010030_0_:)4(
120000010012_:)3(

140000001022_:))2(
12000000014.22.1_:)1(

7654321

765421

7654321

7654321

7654321

=+++++
=+++++
=++++++
=++++++
=++++++

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx

 

Funkcija cilja sada glasi: 
 
 )(011004400)(max 7654321 xxxxxxxxF ++++•+•+•=  
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Na osnovu matemati~kog modela se formira nulta ST0 Simplex tabela, kao: 
max ST0 

 

Kako u prethodnoj tabeli postoje dva negativna elementa: D1 – c1 = – 4400 i D2 – c2 = 

– 1100, mo`e se primeniti pro{ireni kriterijum, koji u principu skra}uje iterativni 

postupak.U ovom konkretnom slu~aju bi bila dovoljna i primena samo osnovnog 

kriterijuma koji bi uzeo u obzir najmanju vrednost: D1 – c1 = – 4400.  

Dopunski kriterijum glasi:  

   (n.j.) i  

(n.j.), 

Na osnovu dopunskog kriterijuma se odlu~uje da se u naredno bazi~no re{enje uvede 

promenljiva X1, upravo zbog dopunskih uslova koji govore da se treba uzeti u obzir 

maksimalna vrednost is skupa raspolo`ivih vrednosti u donjem kontrolnom redu:  

max {θ1 ⋅ (c1 – D1), θ2 ⋅ (c2 – D2)} = max {24,2 ⋅ 106; 4,95 ⋅ 106} (n.j).  

Ova vrednost fizi~ki predstavlja dobit. Na osnovu dopunskog kriterijuma u bazno 

dopustiva re{enja se uvodi promenljiva X1, dok se iz baze izvodi dopunska 

promenljiva X6, po{to je u izabranoj koloni uo~ena najmanja vrednosr θ1 = 5500. 

Daljom matri~nom transformacijom (na osnovu navedenih pravila za transformaciju), 

oblikuju se slede}e Simplex tabele. 
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ST1 

 

ST2 

 

Kako su svi elementi reda (Dj – cj) ≥ 0 nenegativni, pronadjeno je optimalno re{enje, 

koje iznosi:  

 (kom) 

Maksimalna vrednost funkcije dobiti se mo`e o~itati direktno iz tabele ST 2, ili se mo`e 

izra~unati kao: 

max F(X) = F (X*) = 4400x1
* + 1100x2

* = 25,3 ⋅ 106 (n.j.) 

Optimalno re{enje je naravno identi~no re{enju dobijenom grafi~kom metodom, ali je 

istovremeno kompletnije, po{to su dobijene i vrednosti dopunskih promenljivih, ~ijim bi 

uvodjenjem u proizvodni proces bilo postignuto i potpuno vremensko iskori{}enje 

proizvodnih linija. 
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Primer 3: 

 

Proizvodnju dva proizvoda P1 i P2 potrebno je realizovati na tri mašine M1, M2 i M3. 

Vremenski normativi izrade proizvoda na ovim mašinama /min/kom/, raspolo`ivi 

vremenski kapaciteti mašina /~as/, predvidjena jedini~na dobit od prodaje /din/kom/, 

dati su u slede}oj tabeli.  

Mašine 

Proizvodi 
M1 M2 M3 

Jedini~na dobit 
(din/kom) 

P1 450 420 270 45 
P2 450 780 90 36 

Vremenski kapacitet (~as) 600 910 270 - 
 
Potreba tr`i{ta je ograni~ena, i to za proizvod P1 plasman je mogu} od najviše 55 

komada, a proizvod P2 najviše 65 kom. U cilju maksimizacije dobiti odrediti optimalni 

plan proizvodnje. 

Matemati~ki model problema je oblika: 

( ) ?,3645
65
55

1620090270
54600780420
36000450450

max21

2

1

21

21

21

=+=
≤
≤

≤+
≤+
≤+

FxxxF
x
x

xx
xx
xx

  

( ) ?,03645

65
55

1620090270
54600780420
36000450450

max

7

3
21

72

61

521

421

321

=⋅++=

=+
=+

=++
=++
=++

∑
=

FxxxxF

xx
xx

xxx
xxx
xxx

j
j

 

max ST – 0 
C 45 36 0 0 0 0 0 

Cb Xb B X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 
bj / ai1 bj / ai2 

0 x3 36000 450 450 1 0 0 0 0 80 80 
0 x4 54600 420 780 0 1 0 0 0 130 70 
0 x5 16200 270 90 0 0 1 0 0 60 180 
0 x6 55 1 0 0 0 0 1 0 55 ∝ 
0 x7 65 0 1 0 0 0 0 1 ∝ 65 

Fj – cj  0 -45 -36 0 0 0 0 0 2475 2340 
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max ST – 1 
C 45 36 0 0 0 0 0 

Cb Xb B X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 
bj / ai2 

0 x3 11250 0 450 1 0 0 -450 0 25 
0 x4 31500 0 780 0 1 0 -420 0 40.385 
0 x5 1350 0 90 0 0 1 -270 0 15 

45 x1 55 1 0 0 0 0 1 0 ∝ 
0 x7 65 0 1 0 0 0 0 1 65 
Fj – cj  2475 0 -36 0 0 0 45 0 540 

 
 

max ST – 2 
C 45 36 0 0 0 0 0 

Cb Xb B X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 
0 x6 5 0 0 0.001 0 -0.006 1 0 
0 x4 10200 0 0 -2.133 1 2 0 0 
36 x2 30 0 1 -0.003 0 -0.006 0 0 
45 x1 50 1 0 -0.001 0 0.006 0 0 
0 x7 35 0 0 -0.003 0 0.006 0 1 
Fj – cj  3330 0 0 0.07 0 0.05 0 0 

 

[ ] 3330,35501020003050 max
* == FX T  

 
 

2.4.2. Simplex – max : ve{ta~ka baza 

 

U slu~aju da su u ograni~enjima prisutne jedna~ine, dopunske promenljive nisu 

potrebne, ali isto ne postoje ni realne promenljive ~iji bi koeficijenti formirali jedini~nu 

matricu dimenzije m x m. Da bi se ovaj problem prevazi{ao, svakom ograni~enju se 

dodaje po jedna ve{ta~ka promenljiva. Za razliku od dopunskih promenljivih, ve{ta~ke 

promenljive nemaju svoje niti fizi~ko, niti ekonomsko zna~enje. Kako se oni dodaju i 

ograni~enjima i funkciji cilja (sa znakom –M, pri ~emu je M proizvoljno veliki pozitivni 

broj), one remete ravnote`u, te ne mogu ostati u optimalnom re{enju. Po{to se radi o 

tra`enju maksimuma, sve ve{ta~ke promenljive moraju napustiti bazu.  
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2.4.2.1. Primeri re{enih zadataka 

 

Primer 1: 

U jednom pogonu se proizvode artikli P1, P2 i P3 na tri ma{ine M1, M2 i M3. 

Raspolo`ivi vremenski kapaciteti ma{ina u razmatranom periodu su respektivno: 1000 

n~, 2500 n~ i 400 n~. Na ma{ini M1 se obradjuje P1, i to 1 n~ i P3 u trajanju od  2 n~. 

Na ma{ini M2 se obradjuje P1 u trajanju od 2 n~, P2 u trajanju od 2 n~ i P3 proizvod u 

trajanju od 1 n~. Na ma{ini M3 se obradjuje P2 u trajanju od 1 n~. Dobit od 

proizvodnje P1, P2 i P3 su 3000 din/kom, 2000 din/kom i 1000 din/kom respektivno.  

Zadatak je na}i proizvodni program koji }e omogu}iti maksimalni profit, uz uslov 

potpunog iskori{}enja raspolo`ivih kapaciteta ma{ina. 

 

Re{enje: 

Zadatak se mo`e predstaviti slede}om tabelom: 

Mašine 

Proizvodi 
M1 M2 M3 

Jedini~na dobit 
(din/kom) 

P1 1 2 / 3000 
P2 / 2 1 2000 
P3 2 1 / 1000 

Kapacitet (n.~) 1000 2500 400 - 
Matemati~ki model: 

 321 100020003000)(max xxxXF •+•+•=  

 

0,,
400010
2500122
1000201

321

321

321

321

≥
=++
=++
=++

xxx
xxx
xxx
xxx

 

Uvodjenjem ve{ta~kih promenljivih, matemati~ki model dobija slede}i izgled: 

 
...............

)(100020003000)(max 654321 xxxMxxxXF ++−•+•+•=  

0,,
400010
2500122
1000201

321

6321

5321

4321

≥
=+++
=+++
=+++

xxx
xxxx
xxxx
xxxx
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Problem se re{ava Simplex – max metodom, kao {to je prikazano kroz Simplex tabele 

ST0 do ST3. 

            ST0 

C 3000 2000 1000 -M -M -M 

Cb XB B x1 x2 x3 x4 x5 x6 

θ 

-M x4 1000 1 0 2 1 0 0 1000 

-M x5 2500 2 2 1 0 1 0 1250 

-M x6 400 0 1 0 0 0 1 ∝ 

Fj-cj -3900M -3M-

3000 

-3M-

2000 

-3M - 

1000 

0 0 0  

            ST1 

C 3000 2000 1000 -M -M -M 

Cb XB B x1 x2 x3 x4 x5 x6 

θ 

3000 x1 1000 1 0 2 1 0 0 ∝ 

-M x5 500 0 2 -3 -2 1 0 250 

-M x6 400 0 1 0 0 0 1 400 

Fj-cj 3*106 -

900M 

0 -3M-

2000 

3M + 

5000 

3M + 

5000 

0 0  

            ST2 
C 3000 2000 1000 -M -M -M 

Cb XB B x1 x2 x3 x4 x5 x6 

θ 

3000 x1 1000 1 0 2 1 0 0 500 

2000 x2 250 0 1 -3/2 -1 1/2 0 - 

-M x6 150 0 0 3/2 1 -1/2 1 100 

Fj-cj 3.5*106 

-150M 

0 0 -3/2M + 

2000 

1000 3/2M+ 

1000 

0  
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            ST3 

C 3000 2000 1000 -M -M -M 

Cb XB B x1 x2 x3 x4 x5 x6 

θ 

3000 x1 800 1 0 0 -1/3 2/3 -4/3  

2000 x2 400 0 1 0 0 0 1  

1000 x3 100 0 0 1 2/3 -1/3 2/3  

Fj-cj 3.3*106  0 0 0  -1000/3 

+ M 

1000/3 

+M 

4000/3 + 

M 
 

 

Re{enje u ST3 je optimalno po{to su svi ~lanovi reda Fj – cj >=0 . 

Optimalni proizvodni program je definisan vektor kolonom promenljive: 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
∗

∗

∗

∗

100
400
800

3

2

1

x
x
x

X  

Ovakav proizvodni program garantuje maksimalni profit u uslovima zadatim 

ograni~enjima, koji iznosi: 

 dinXFXF 6103.3)()(max •== ∗
 

 

2.4.3. Iznala`enje minimalne vrednosti F(x) – simplex - min 

 

Standardni oblik simplex - min modela je dat na slede}i na~in: 

 

Funkcija cilja (kriterijuma) je : 

min ( ) nn

n

j
jj xcxcxcXF ∗++∗== ∑

=

..........1
1

1      

Sistem nejedna~ina ograni~enja je: 

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

≥+++

≥+++
≥+++

...
...

...
...

2211

22222121

11212111
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Ovaj sistem nejedna~ina se prevodi u sistem jedna~ina, uvodjenjem dopunskih 

promenljivih, posle ~ega se dobija: 

mmnnmnmm

nnn

nnn

bxxaxaxa

bxxaxaxa
bxxaxaxa

=−+++

=−+++
=−+++

+

+

+

...
...

...
...

2211

222222121

111212111

    

Po{to dopunske promenljive imaju znak – (koeficijent uz promenljive je –1), ne mogu 

se uzeti za  po~etno bazi~no re{enje, odnosno, u model se moraju uvesti ve{ta~ke 

promenljive, tako da matemati~ki model sada postaje:  

- funkcija kriterijuma: 

( ) ( ) )....(...0min 121
1

mmnmnmnnn

n

j
jj xxMxxxxcXF +++++++

=
+++++++= ∑   (23)  

- ograni~enja: 

mmmnmnnmnmm

mnnnn

mnnnn

bxxxaxaxa

bxxxaxaxa
bxxxaxaxa

=+−+++

=+−+++
=+−+++

+++

+++

+++

...
...

...
...

2211

2222222121

1111212111

    (24) 

 

Koeficijent M predstavlja proizvoljno veliki pozitivni broj. Sve {to je ranije re~eno za 

model sa dopunskim promenljivim kod iznala`enja max F(x) va`i i u ovom modelu. 

Funkcija F(x) ne mo`e zauzeti minimalnu vrednost dok ve{ta~ke promenljive ne 

napuste bazu. Kriterijum za ulazak u bazu je ),(max jjj
cT −  dok je kriterijum 

optimalnosti 0≤− jj cT   za svako j. Primena simplex – min metode je prikazana 

kroz slede}e primere. 
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2.4.3.1. Primeri re{enih zadataka 

 

Primer 1:  

 

Fabrika namerava da proizvede novu leguru, koja se dobija me{anjem polufabrikata 

PF1 i PF2. Legura mora sadr`ati najmanje  40 jedinica legiraju}eg elementa A, 60 

jedinica legiraju}eg elementa  B i 40 jedinica legiraju}eg elmenta C. Polufabrikati 

sadr`e legiraju}e elemente (jedinica/kg) kao {to je dato u slede}oj tabeli. 

Zadatak je prona}i najjeftiniju kombinaciju me{anja polufabrikata PF1 i PF2 koja 

zadovoljava date uslove, ako 1 kilogram polufabrikata PF1 ko{ta 10 (n.j.) a 

polufabrikata PF2 ko{ta 20 (n.j.).  

 

Re{enje: 

Podaci iz zadatka se mogu sistematizovati kroz slede}u tabelu:  

Polufabrikat ⇒  

Artikli ⇓ 

PF1 PF2 Najmanji sadr`aj 
legiraju}eg 

elementa (jedinice) 

A 3 1 40 
B 2 2 60 
C 1 3 40 

Cena polufabrikata 
(n.j/kg) 

10 20  

 
Matemati~ki model: 

F-ja cilja: 

 21 2010)(min xxxF •+•=  

 

 

Ograni~enja: 

 

403:3
6022:2
4023:1

21

21

21

≥+
≥+
≥+

xxL
xxL

xxL
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a) Grafi~ka metoda 

 

Grafi~ko re{enje je dato na slici 7. 

 

Slika 7. Grafi~ko re{enje zadatka 

Oblast dopustivih re{enja (D) je neograni~ena, a optimalno re{enje se nalazi u ta~ki C. 

Oprimalni vektor (re{enje) je:  

 )(
5
25

2

1 kg
x
x

XX C ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

∗

∗
∗  

Ovo zna~i, da tra`ena legura treba da sadr`i 25 kg polufabrikata PF1 i 5 kg 

polufabrikata PF2. 

Cena legure (u koli~ini od 30 kg) bi sada iznosila: 

 )__30/.._(3502010)(min 21 legurekgjnxxxF =+•= ∗∗  
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b) Simplex – min metoda 

 

Funkcija cilja: 

 )()(02010)( 87654321 xxxMxxxxxxF ++•+++•−•+•=  

Ograni~enja: 

 

401001003:3
6001001022:2
4000100123:1

87654321

87654321

87654321

=+++−−−+
=+++−−−+
=+++−−−+

xxxxxxxxL
xxxxxxxxL
xxxxxxxxL

 

Rezultati primene Simplex – min metode su prikazani u slede}im iteracionim 

tabelama. 

               min SТ-0    

 

                min SТ-1    

 

                min SТ-2 
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min SТ-3       

 

Dobijeni rezultat je isti kao i kod grafi~ke metode, pri ~emu je dobijeno kopletnije 

re{enje, kao: 

 (kg) 

Kao {to se vidi, re{enje problema tipa simplex –min je znatno slo`enije, pa se ~esto 

ovakvi problemi prevode u takozvani dualni model. 

2.5. Dualni model LP 

 

U odredjenim slu~ajevima matemati~ki model M osnovnog zadatka LP ne mo`e da 

poslu`i za iznala`enje optimalnog plana primenom opisane simpleks metode u ta~ci 

2.3.  U ovakvim slu~ajevima se pribegava preformulaciji primarnog zadatka LP u 

dualni zadatak, pomo}u koga je mogu}e na}i tra`eno re{enje. 

 

Izmedju primarnog i dualnog zadatka postoje slede}e korespodencije: 

1. Dualni model ima onoliko promenljivih koliko primarni zadatak ograni~enja, i 

ograni~enja koliko primarni zadatak promenljivih; 

2. Slobodni ~lanovi u ograni~enjima primarnog zadatka postaju koeficijenti uz 

promenljive funkcije kriterijuma (cilja) dualnog modela, a koeficijenti uz 

promenljive funkcije kriterijuma primarnog modela postaju slobodni ~lanovi u 

ograni~enjima dualnog modela; 

3. Smer nejedna~ina dualnog modela je suprotan smeru nejedna~ina primarnog 

modela; 

4. Ako je u primernom modelu tra`en maksimum funkcije kriterijuma, u dualnom 

se tra`i minimum, i obrnuto; 
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5. Dopunskoj promenljivoj xn+1 primara koja je u optimalnom baznom re{enju 

odgovara promenljiva yj u dualnom modelu, pri ~emu je m1i0yx j1n ,,.
−−−−−−−

+ ==∗  

6. Realnoj promenljivoj xj primara iz bazi~nog dopustivog re{enja odgovara 

dopunska promenljiva ym+j dualnog modela sa nultom vredno{}u 

n1j0yx jmj ,,.
−−−−−−−

+ ==∗  

7. Matrica ograni~enja u primarnom modelu jednaka je transponovanoj matrici 

ograni~enja u dualnom modelu. 

 

Neka je primarni model definisan funkciojom kriterijuma (cilja) i sistemom nejedna~ina 

ograni~enja, kao {to je dato jedna~inama i/ili nejedna~inama 3 i 4 

 

( ) nn1

n

1j
1jj xcxcxcXF ∗++∗== ∑

=
..........max  

 

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

≤+++

≤+++
≤+++

...
...

...
...

2211

22222121

11212111

 

 

Dualni model je definisan funkcijom kriterijuma  

 

( ) mm1

m

1j
1jj ybybycYF ∗++∗== ∑

=
..........max      (23) 

i sistemom nejedna~ina ograni~enja 

nmmn2221n1

2m2m222112

1m1m212111

cxayaya

cyayaya
cyayaya

≥+++

≥+++
≥+++

...
...

...
...

       (24) 

Maksimum funkcije primarnog modela  ( )XF  je jednak minimumu funkcije dualnog 

modela ( )YF . 

Poja{njenje rada sa dualnim modelom se daje kroz  slede}i primer. 
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2.5.1. Primeri re{enih zadataka 

Primer 1. 

Koriš}enjem simpleks metode rešiti slede}i model LP: 

Osnovni model: 

Funkcija kriterijuma: 

min ( ) 4321 432 yyyyyF +++=  

Skup ograni~enja: 

41i0y
250y5y4y3y6
220y2y3y4y5

250y5y6yy2
400yy3y5y8

i

4321

4321

4321

4321

,...,;.. =≥
≥+++
≥+++
≥+++
≥+++

 

Dualni model: 

Funkcija kriterijuma: 

max ( ) 4321 x250x220x250x400xF +++=  

Skup ograni~enja: 

1x5x2x5x1
4x4x3x6x3

3x3x4xx5
2x6x5x2x8

4321

4321

4321

4321

≤+++
≤+++
≤+++
≤+++

 

( ) )(max 87654321 xxxx0x250x220x250x400xF +++•++++=  

1x1x0x0x0x5x2x5x1
4x0x1x0x0x4x3x6x3

3x0x0x1x0x3x4xx5
2x0x0x0x1x6x5x2x8

87654321

87654321

87654321

87654321

=+++++++
=+++++++
=+++++++
=+++++++

 

max ST – 0 

C 400 250 220 250 0 0 0 0 
Cb Xb B X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

bj / ai1 

0 x5 2 8 2 5 6 1 0 0 0 0.25 
0 x6 3 5 1 4 3 0 1 0 0 0.6 
0 x7 4 3 6 3 4 0 0 1 0 1.33 
0 x8 1 1 5 2 5 0 0 0 1 1 

Fj – cj  0 -400 -250 -220 -250 0 0 0 0 100 

max ST – 1 

C 400 250 220 250 0 0 0 0 
Cb Xb B X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

bj / ai2 

400 x1 0.25 1 0.25 0.625 0.75 0.125 0 0 0 1 
0 x6 1.75 0 -0.25 0.875 -0.75 -0.625 1 0 0 -7 
0 x7 3.25 0 5.25 1.125 1.75 -0.375 0 1 0 0.619 
0 x8 0.75 0 4.75 1.375 4.25 -0.125 0 0 1 0.1578 

Fj – cj  100 0 -150 30 50 50 0 0 0 23.68 

max ST – 2 

C 400 250 220 250 0 0 0 0 
Cb Xb B X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

400 x1 0.21 1 0 0.55 0.5275 0.13 0 0 -0.05 
0 x6 1.789 0 0 0.947 -0.5275 -0.6315 1 0 0.05 
0 x7 2.422 0 0 -0.392 -2.92 -0.238 0 1 -1.1025 

250 x2 0.1578 0 1 0.289 0.89 -0.026 0 0 0.21 
Fj – cj  123.68 0 0 73.35 183.5 46.1 0 0 31.5 

[ ] 68.123,5.18335.73005.31001.46 min
* == FY T
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2.6. Re{avanje problema linearnog programiranja kori{}enjem programskog 

paketa 

 

2.6.1. Programskog paketa LINDO 

 
LINDO (Linear Interactive and Discrete Optimizer)  je interaktivni softverski paket  
razvijen od strane kompanije LINDO System. Inc, USA. Programski paket se mo`e 
koristiti za rešavanje problema linearnog programiranja, u svim aplikacijama gde je 
potrebno rešavati problem optimizacije.  
 
Elementi LINDO modela su: 
 

1. Cilj – uvek u prvoj liniji LINDO modela, po~inje izrazom min ili max.  
2. Jedna ili više varijabli – nepoznate veli~ine koje treba odrediti da bi se ostvario 

cilj. 
3. Jedno ili više ograni~enja – postavljenih na varijablama. U LINDO modelima 

ograni~njima prethodi jedna od slede}ih linija (naredbi): SUBJECT TO; SUCH 
THAT; S. T.; ST; Kraj ograni~enja se ozna~ava sa END, što je obavezno samo 
u slu~aju kada se koriste dodatne komande. 

 
LINDO sintaksa 

• Ime varijable je ograni~eno na 8 karaktera. 
• LINDO prepoznaje slede}e operatore: + plus, – minus, < manje, > ve}e, = 

jednako, <= manje ili jednako i >= ve}e ili jednako. 
• Operacije se izvode s leva na desno. 
• Komentari mogu biti bilo gde u modelu, a prethodi im znak uzvika. 
• Ograni~enja i funkcija cilja mogu biti u više linija. 
• LINDO nije osetljiv na veli~inu slova. 
• Sa desne strane jedna~ine ograni~enja mogu biti samo konstante. 
• Sa leve strane ograni~enja mogu biti samo promenljive i njihovi koeficijenti. 

 
 
 

Osnovne komande  menija 

LINDO je programski paket koji radi pod WINDOWS operativnim sistemom, tako da je 

korisni~ki orjentisan (User Frendly), i kori{}enje je znatno olak{ano sa osnovnim 

poznavanjem rada u WINDOWS okru`enju. 
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Osnovne komande iz menija:  

File 

Save 
Snimanje ulaznih podataka (modela), izveštaja ili komandnog 
prozora. Format u kojem ih snimamo je *.LTX – LINDO tekstualni 
format. 

Log Output Ako je aktivna ova opcija, sve aktivnosti u aktivnom prozoru se 
snimaju u tekstualni fajl (dnevnik, log). 

Take 
Commands 

Za preuzimanje LINDO komandi iz drugih programa. 

Basis Save Snimanje rešenje aktivnog modela. 

Basis Read ^itanje rešenja modela, koje je bilo sa~uvano koriš}enjem Basis 
Save komande. 

Title Prikazuje ime aktivnog modela, ukoliko mu je bilo dodeljeno. 
Date Prikaz teku}eg datuma i vremena. 
Elapsed Time Vreme proteklo u teku}oj LINDO sesiji. 

Edit 

Options Uvid i izmene raznih parametara koriš}enih u LINDO sesiji. 
Paste 
Symbol 

Ispisivanje svih simbola koji se mogu koristiti u LINDO modelu. 

Solve 

Solve 
Rešava aktivni model. 

Debug Omogu}ava nala`enje greške u modelu. 

Reports 

Solution 
Omogu}ava odredjivanje izgleda rešenja. 

Range 
Daje analizu (intervale, za koje nadjeno optimalno rešenje ostaje 
nepromenjeno) parametara sa desne strane ograni~enja i 
koeficijenata uz promenljive u funkciji cilja. 

Parametrics Daje rezultate promene vrednosti parametara sa desne strane 
ograni~enja. 

Statistics Prikazuje klju~nu statistiku za model u aktivnom prozoru. 

Peruse Pregled rešenja u `eljenom formatu (grafi~kom ili tekstualnom, sa 
odabranim karakteristikama). 

Picture Prikaz aktivnog model u matri~noj formi. 
Basis Picture Prikaz vrsta i kolona poslednje matri~nej transformacije Solver-a. 
Tableau Prikaz simpleks tabele aktivnog modela. 
Formulation Prikaz svih ili selektovanih delova modela. 
Show Column Prikaz selektovane kolone bez ostatka modela. 
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Window 

Open Command 
Window 

Otvara komandni prozor za unos LINDO komandi. 

Open Status Window Otvara prozor sa rešenjem, kao posle opcije Solve. 

Help 

U Help-u su dati veoma detaljno i pregledno uradjeni primeri . U daljem tekstu se daju 
dva re{ena problema kori{}enjem LINDO softvera. 
 
 
2.6.1.1.  Primeri re{enih zadataka 
 
Primer 1:  Proizvodnja kompjutera 
 
 
!PROIZVODNJA KOMPJUTERA 
 
 
! Kompanija proizvodi standardne i de luxe kompjutere. 
! Naci maksimalni profit kompanije, ako je cena standardnog STD kom. 10 jedinica, a cena de luxe DLX 
15 jedinica 
! Ogranicenja: 
! Kapacitet na dan je: do 10 kom/dan standardnih i do 12 kom/dan de luxe 
! Radna snaga: Ima ukupno 16 radnika, ali je za skjlapanje STD potreban 1 radnik, a za sklapanje DLX 
2 radnika. 
 
 
MAX 10 STD + 15 DLX 
SUBJECT TO 
STD<=10 
DLX<=12 
STD+2 DLX<=16 
END 
 
 Re{enje: 
 
 
 OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      145.0000 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
       STD        10.000000          0.000000 
       DLX         3.000000          0.000000 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          2.500000 
        3)         9.000000          0.000000 
        4)         0.000000          7.500000 
 
 NO. ITERATIONS=       2 
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Primer 2:  Odredjivanje broja radnika (preuzet iz Help-a) 
 

Potrebno je odrediti broj radnika, koji }e raditi odredjenim danima uz minimalne 

troškove. Ograni~enja su slede}a: 

 Svaki radnik treba da dobije 300$ nedeljno, ako radi radnim danima, 25$ više 
za rad subotom i 35$ za rad nedeljom. 

 Svaki radnik je zaposlen 5 uzastopnih dana u nedelji, sa 2 dana odmora. 
 Minimalne potrebe zapošljavanja po danima u nedelji su po~evši od ponedeljka 

redom: 20, 13, 10, 12, 16, 18 i 20 radnika. 

Rešenje 

Dati problem je mogu}e predstaviti tabelom dole, u kojoj su: 
 U koloni zaglavlja navedene promenljive pon, uto, sre,... koje ozna~avaju broj 

radnika koji po~inju sa radom u ponedeljak, utorak, sredu,... ~iji je broj potrebno 
odrediti, tako da troškovi zapošljavanja budu minimalni. 

 U vrsti zaglavlja dati mogu}i radni dani radnika. 
 U preostalom delu, sa X su ozna~eni radni dani za radnika koji po~inje sa 

radom u ponedeljak, utorak,... Dati su svi mogu}i rasporedi radnih dana. 
 U poslednjoj koloni date cene radnika koji po~inje sa radom u ponedeljak, 

utorak,... 

Raspored 
Start Ponedeljak Utorak Sreda �etvrtak Petak Subota  Nedelja Cena

pon X X X X X   300 
uto  X X X X X  325 
sre   X X X X X 360 
cet X   X X X X 360 
pet X X   X X X 360 
sub X X X   X X 360 
ned X X X X   X 335 

 

Funkcija cilja, ~iji minimum treba odrediti ima oblik: 

F (X) = 300 pon + 325 uto + 360 sre + 360 cet + 360 pet + 360 sub + 335 ned 

Ograni~enja o minimalnom broju zaposlenih radnika po danima su: 

pon + cet + pet + sub + ned >= 20 
pon + uto + pet + sub + ned >= 13 
pon + uto + sre + sub + ned >= 10 
pon + uto + sre + cet + ned  >= 12 
pon + uto + sre + cet + pet  >= 16 
uto + sre + cet + pet + sub >= 18 
sre + cet + pet + sub + ned >= 20 
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Navedeni model se unosi u LINDO, gde on ima slede}i oblik (slika 8): 

 

  Slika 8. Izgled ekrana sa une{enim programom 

Izborom opcije Solve – Solve, ili preko ikone Solve, dobija se rešenje (slika 9): 

 
U prvom redu se vidi da je nadjeno 
optimalno rešenje u osmom koraku, zatim 
da je vrednost funkcije cilja 7750, za 
vrednosti promenljivih (~ija su imena 
navedena u koloni VARIABLE, a vrednosti 
u koloni VALUE): 
pon = 2; uto = 0; sre = 2;  cet = 7; pet = 5 
sub = 4; ned = 2 
 
U koloni SLACK OR SURPLUS su date 
vrednosti dopunskih promenljivih (LINDO 
koristi simplex algoritam rešavanja 
problema). 
Kolona DUAL PRICES (dualne ili cene iz 
senke) nam govori o tome kako bi se 
uvodjenje resursa koji nisu u rešenju 
odrazilo na funkciju cilja, odnosno koliko 
treba da platimo da bi uveli dodatne resurse  

Slika 9. Re{enje     u rešenje. Ovo su ujedno i vrednosti      
                                                        promenljivih dualnog modela. 
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Primer 3: Odredjivanje optimalnog prizvodnog programa 
 
Izvr{iti optimizaciju proizvodnog programa, koji se sastoji od proizvoda P1 – P7, a u 

cilju maksimizacije dobiti preduze}a.  

Proizvodnja se odvija na 5 ma{ina M1 do M5. U slede}oj tabeli su data normirana 

vremena trajanja operacija na pojedinim ma{inama, kao i raspolo`ivi kapaciteti 

ma{ina u razmatranom periodu: 

  
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 Proizvodi ⇒ 

Ma{ine ⇓ 
Trajanje operacija (min/kom) 

Raspol. 
kapaciteti  

(min) 

M1 2 5 4 25 10 0 30 7000 
M2 0 25 15 20 0 10 6 9800 
M3 0 20 5 2 1 0 60 3000 
M4 1 4 10 18 20 0 20 6200 
M5 5 0 0 0 0 10 0 3000 

Pored ograni~enja u proizvodnim kapacitetima, postoje i tr`i{na ograni~enja koja 

glase: 

- tr`i{tu se mora isporu~iti ta~no 1000 kom. svih proizvoda,  

- koli~ina proizvoda  P5 i P7 (P5+P7) ne sme biti manja od 30 komada. 

Dobiti koje je mogu}e ostvariti na tri`i{tu po pojedinim proizvodima je data u tabeli: 

Proizvod P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 

Dobit 
(din/kom) 

17 26 16 30 17 30 10 

 
Re{enje: Matemati~ki model  
 
Funkcija cilja: 
 
 MAX F(X)=17X1+26X2+16X3+30X4+17X5+30X6+10X7 
 
Ograni~enja prouzrokovana raspolo`ivim kapacitetima ma{ina:  

2X1+5X2+4X3+25X4+10X5+30X7<=7000 

25X2+15X3+20X4+10X6+6X7<=9800 

20X2+5X3+2X4+X5+60X7<=3000 

X1+4X2+10X3+18X4+20X5+20X7<=6200 

5X1+10X6<=3000 
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Tr`i{na ograni~enja 
 

X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7=1000 

X5+X7>=30 

Izgled ekrana sa postavkom zadatka je dat na slici 10. 

 

 Slika 10. Izgled ekrana sa postavkom zadatka  

Rezultati prora~una su dati na slici 11. 

 

Slika 11. Rezultati prora~una 
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Optimalni proizvodni program je: 

(kom). 

 
Pimer 4: Odredjivanje optimalnog proizvodnog programa 
 
Mlekara planira da lansira novi proizvodni program koji se sastoji od makrobioti~kog  i 

vo}nog jogurta.  Ograni~avaju}i faktori su tr`i{te nabavke specijalnih sirovina i 

konzumna mo} tr`i{ta prodaje.  Da bi jogurt dobio sertifikat, mora da sadr`i specijalne 

aditive kao {to je dato u slede}oj tabeli.  

 

Proizvodi 

 

Sirovine  

Tip I Tip II Raspolo`ivost  

sirovina na tr`i{tu 
nabavke 

S1 (gr/lit) 10 15 300 l/mes 

S2(gr/lit) 25 5 210 l/mes 

 

Tr`ite mo`e da prihvati do 1000 l/dan proizvoda tipa  I i do 600 l/dan proizvoda  tipa II.  

Cena koja se mo`e posti}i na tr`i{tu je 100 din/l za tip I i 150 din/l za tip II.  

 

U uslovima zadatim ograni~enjima odrediti optimalni proizvodni program.  

 

Re{enje:  

Izgled ekrana sa postavljenim zadatkom je dat na slici 12. 
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Slika 12. Izgled ekrana sa postavkom zadatka 
 
Izgled ekrana posle prera~unavanja je dat na slici 13.  

 
 
 Slika 13. Izgled ekrana sa re{enjem zadatka 
 
U zadati uslovima  u proizvodnji i na tr`i{tu, optimalni proizvodni program je: 
 

 [ ] )/_(
600
100

*
2

*
1 danl

x
x

X ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∗

 

Ovakav proizvodni program garantuje maksimalni prihod od F(X*)= 100.000 din/dan. 
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2.6.2. Programski paket LINDO WB 7 

 

Programski paket LINDO WB 7  je takodje razvijen od strane kompanije LINDO 

System. Inc, USA, pri ~emu koristi sna`nu matemati~ku podr{ku EXCEL-a.  

Programski paket se mo`e koristiti za rešavanje problema linearnog, celobrojnog i 

nelinearnog programiranja, kao i za postoptimalnu analizu po principu pitanja i 

odgovora “{ta ako”.  Kori{}enje programskog paketa je ilustrovano kroz slede}i 

primer. 

 

Primer 1.  

Fabrika planira u narednom periodu proiyvodnju standardnih i de luxe ra~unara.  Profit 

koji se ostvaruje prodajom ovih ra~unara je 300 USD/kom za standardne i 500 

USD/kom za de luxe ra~unare.  Glavne komponente od kojih se montiraju ra~unari i 

njihova raspolo`iva koli~ina u magacinu je data u slede}oj tabeli. Definisati optimalni 

proizvodni program, koji u datim uslovima obeybedjuje maksimalni profit. 

 

Zahtevane koli~ine   

Standard De luxe 

Raspolo`ive 

koli~ine u magacinu

Standardno ku}i{te 1 0 60 

De luxe ku}i{te 0 1 50 

HDD 1 2 120 

 

Matemati~ki model problema: 

Fja cilja: 

21 500300)(max xxXF •+•=  

Ograni~enja po raspolo`ivim koli~inama komponenata: 

12021
5010
6001

21

21

21

≤•+•
≤•+•
≤•+•

xx
xx
xx
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Uno{enje podataka u LINDO WB 7 je prikazano na slici 14. Kao polazne veli~ine 

promenljivih (Standard ra~unari – x1 i De luxe – x2) su une{ene nulte vrednosti. 

 

Slika 14. Uno{enje podataka  

Zadatak se re{ava kroz slede}e korake.  

Korak 1: Definisanje promenljivih 

Programu se mora saop{titi u kojim }elijama se nalaze promenljive, i to tako {to se 

one ozna~e i da komanda “Make adjustable”, kao {to je prikazano na slici 15. 

 
Slika 15. Definisanje promenljivih  
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Korak 2. Definisanje funkcije cilja 

Bira se }elija i u njoj se upisuje funkcija cilja. Programu se saop{tava {ta se tra`i, 

maksimum ili minimum, kao {to je dato na slici 16.  

 

Slika 16. Definisanje funkcije cilja  

 

Korak 3. Definisanje ograni~enja 

Ograni~enja se defini{u, kako je prikazano na slici 17. 

 

Slika 17. Definisanje ograni~enja 
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Kroz prethodne korake, matemati~ki model problema je definisan i une{en u ra~unar. 

 

Korak 4. Re{avanje  problema 

Problem se re{ava komandom “Solve”. Izgled ekrana sa osnovnim podacima o 

matemati~kom modelu je dat na slici 18. 

 

Slika 18. Re{avanje problema  

 

Izgled ekrana sa re{enjem problema je dat na slici 19. 

 

 

Slika 19. Re{enje problema 
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Kao {to se vidi, re{enje problema je slede}e: 

Optimalni proizvodni program u uslovima zadatih ograni~enja je: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

30
60

2

1

x
x

X  

Funkcija cilja (maksimalni profit) je: USDXF ..000.33)(max =  

Iz re{enja se takodje mo`e videti da sve koli~ine iz skladi{ta ne}e biti utro{ene, 

odnosno, da }e u skladi{tu ostati 20 de luxe ku}i{ta. Ako se ovo smatra nedopustivim, 

mo`e se pristupiti parcijalnoj optimizaciji, odnosno pobolj{anju iskori{}enja ovih kutija. 

Izabra}e se }elija koja defini{e broj iskori{}enih de luxe kutija i dati komanda u ovom 

slu~aju za nala`enje optimalnog proiyvodnog programa u slu~aju maksimizacije 

vrednosti u }eliji, kao {to je dato na slikama 21 i 22. 

 

 

Slika 21. Delimi~na optimizacija utro{ka de luxe kutija – korak 1 
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Slika 22. Delimi~na optimizacija utro{ka de luxe ku}i{ta – korak 2 

 

Dobijeno re{enje je dato na slici 23. Vidi se da su sva ku}i{ta de luxe iskori{}ena, da 

je novi optimalni program ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

50
0

2

1

x
x

X i da je funkcija cilja: USDXF ..000.33)(max =  

 

Slika 23. Re{enje problema posle delimi~ne optimizacije utro{ka de luxe ku}i{ta 

Takodje je mogu}e zadati i ograni~enja da profit ne bude manji od neke vrednosti i 

sli~no. 
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2.6.3. EXCEL – Solver 

 

EXCEL kao mo}an alat za matemati~ka izra~unavanja daje mogu}nost re{avanja 

linearnog i nelinearnog programiranja, preko svoje funkcije Solver. Kori{}enje 

programskog paketa je ilustrovano kroz slede}i primer. 

 

Primer 1. 

Fabrika proizvodi vratila V1 i V2 na strugovima S1 i S2. Potrebno (normirano vreme) 

izrade je: Za vratilo V1 na strugu S1 je 2.5 h i na strugu S2 je 3.5 h. Dnevna 

raspolozivost strugova je: Strug S1 – 15 h/dan, a strug S2 – 21 h/dan. Odrediti 

optimalni proizvodni program i koli~inu proizvedenih delova za naredni mesec (20 

radnih dana) pod uslovom maksimalnog iskori{}enja ma{ina. 

Potrebno vreme 
(h/kom) 

        Strugovi 
 
Vratila S1 S2 

Vreme 
izrade (h) 

V1 2,5 6 8,5 
V2 5,5 3,5 9 
Ras. Vreme (h/dan) 15 21  

 

Matemati~ki model problema: 

Fja cilja: 

21 95,8)(max xxXF •+•=  

Ograni~enja po kapacitetima: 

20215,36
20155,55,2

21

21

•≤•+•
•≤•+•

xx
xx

 

Postavka zadatka u EXCEL-u je data na slci 24. 

 

Slika 24. Postavka zadatka 
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Programu je potrebno definisati }eliju koja predstavlja funkciju cilja, definisati {ta se 

tra`i (minimum ili maximum) i uneti ograni~enja. Posle zadavanje komande “Solve”, 

dobija se re{enje, kao {to je dato na slikama 25 i 26.  

 

Slika 25. Re{enje zadatka – prvi korak 

 
Slika 26. Re{enje zadatka – drugi korak 

Kao {to se mo`e videti program nudi i standardni izve{taj (Answer Report) i izve{taj o 

osetljivosti optimalnog re{enja.  

Izgled standardnog izve{taja je dat na slici 27.  
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Microsoft Excel 10.0 Answer Report    
Worksheet: [Vratila_strugovi.xls]Sheet1    
Report Created: 04/09/2004 19:08:00    
       
       
Target Cell (Max)     

 Cell Name 
Original 

Value Final Value   
 $E$9 Fja cilja: 0 720   
       
       
Adjustable Cells     

 Cell Name 
Original 

Value Final Value   
 $F$4 V1 Broj komada 0 51,95876289   
 $F$5 V2 Broj komada 0 30,92783505   
       
       
Constraints     
 Cell Name Cell Value Formula Status Slack
 $C$6 Ras. Vreme (h) S1 300 $C$6>=$F$4*$C$4+$F$5*$C$5 Binding 0
 $D$6 Ras. Vreme (h) S2 420 $D$6>=$D$4*$F$4+$D$5*$F$5 Binding 0

 

Slika 27. Standardni izve{taj 

 

Solver je dao slede}e re{enje: 

Optimalni proizvodni program u uslovima zadatih ograni~enja je: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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31
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x
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X  

Funkcija cilja (maksimalno iskori{}enje ma{ina) je: hXF ..720)(max =  
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2.7. Postoptimalna analiza (analiza osetljivosti) 

 

Matemati~ki model, ma koliko bio kompleksan, ne mo`e uzeti sve uticajne faktore u 

obzir. Takodje, matemati~ki model se pravi sa pretpostavkama vrednosti ulaznih 

veli~ina koje se mogu promeniti u budu}nosti (pove}anje ili smanjenje cena, 

plasmana, raspolo`ivih kapaciteta i sli~no. Bitno je ispitati kako sve ove promene uti~u 

na valjanost matemati~kog modela, odnosno, koliko je model osetljiv – senzitivan na 

ove promene.  

Matemati~ki model u vektorskom obliku, kako je ranije dat je: 

F-ja cilja: 

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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Ograni~enja: 
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Promene podataka koji su une{eni u matemati~ki model mogu biti: 

- promena veke diskretne veli~ine u vektor – vrsti C, {to naj~e{}e zna~i promenu 

cene proizvoda; 

- promena veke diskretne veli~ine u vektoru B, {to zna~i promenu nekog od 

ograni~enja; 

- promena neke diskretne veli~ine u matrici A, {to zna~i promenu u nekom 

zahtevu, normativu materijala, vremena ili sli~no. 
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Postoptimalnom analizom se zapravo ispituje u kojim granicama se diskretne veli~ine 

iz matemati~kog modela mogu menjati, a da to ne dovede do promene optimalnog 

re{enja, odnosno optimalnog plana. 

Analiza se mo`e vr{iti i u vektorskom obliku. Savremeni ra~unarski programi ve} u 

sebi imaju opciju analize osetljivosti, koja daje odgovor u kojim granicama se mogu 

menjati pojedine veli~ine, a da dobijeno re{enje po matemati~kom modelu ostane 

optimalno.  

 

2.7.1. Primeri re{enih zadataka 

 

Primer 1:  

Tekstilno preduze}e proizvodi `enske kapute (Proizvod x1), muška odela (proizvod x2) 

i `enske komplete (proizvod x3). Proizvodni proces se odvija na 4 mašine i to M1, M2, 

M3 i M4.  

Raspolo`ivi kapaciteti na mašimana u toku jednog meseca su: 

- mašina M1: 20 dana x 16 h-dnevno, 

- mašina M2: 20 dana x 6 h/dnevno, 

- mašina M3: 20 dana x 20 h/dnevno, 

- mašina M4: 20 dana x 10.5 h/dnevno. 

Za proizvodnju proizvoda je potrebno utrošiti: 

@enski kaput (proizvod x1): 4 h na M1, 2 h na M2, 4h na M3 i 3h na M4 

Muško odelo (proizvod x2): 4 h na M1, 2 h na M2, 4h na M3 i 3h na M4 

@enski komplet (Proizvod x3) 5 h na M1, 3 h na M2, 5h na M3 i 2h na M4 

Za izradu `enskih kaputa, uvozi se krzno polarne lisice, koje je raspolo`ivo u koli~ini 

za izradu 300 komada/mesec. 

Ispitivanje tr`i{ta, koje je uzelo u obzir savremeni dizajn proizvoda i dokazani renome 

firme je pokazalo da tr`i{te ne predstavlja ograni~enje, osim za `enske  komplete, 

koje je mogu}e, u razmatranom periodu – mesecu plasirati najvi{e do 450 kompleta. 

Dobit po jedinici proizvoda je: 1.300 n.j. za `enske kapute, 1.200 n.j. za mu{ka odela i 

1.100 n.j.  za `enske komplete. 
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Uraditi: 

a) Formulisati matemati~ki model problema kojim se defini{e optimalni proizvodni 

program (asortiman koji garantuje max. dobit),  

b) Koriste}i LINDO program na}i optimalni proizvodni program,  

c) Izvr{iti analizu osetljivosti optimalnog re{enja. 

Re{enje: 

a) Matemati~ki model problema 

F-ja cilja: 

MAX 1300X1+1200X2+1100X3 

 

Ograni~enja 

4X1+4X2+5X3<=3200 

2X1+2X2+3X3<=1200 

4X1+4X2+5X3<=4000 

3X1+3X2+2X3<=2100 

X1<=300 

b) Optimalni proizvodni program 

Izgled ekrana sa postavljenim matemati~kim modelom je dat na slici 28. 

 

Slika 28. Izgled ekrana sa postavljenim matemati~kim modelom 

Izgled ekrana sa re{enjem problema je dat  na slici 29. 

 

Slika 29. Izgled ekrana sa re{enjem problema 
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Kao {to se mo`e videti, maksimalna vrednost funkcije cilja, odnosno maksimalna dobit 

koju preduze}e mo`e ostvariti u razmatranom mesecu je Fmax= 750.000 n.j. Ova dobit 

}e biti ostvarena ako se u razmatranom mesecu proizvede `enskih kaputa X1= 300 

komada i mu{kih odela X2=300 komada. 

 

c) Analiza osetljivosti optimalnog re{enja. 

Izgled ekrana posle izvr{ene analize osetljivosti je dat na slici 30. 

 

Slika 30. Izgled ekrana posle izvr{ene analize osetljivosti 

 

Program je na{ao dozvoljene promene vrednosti vektor vrste C (object coefficient 

ranges) i dozvoljene promene vrednosti diskretnih promenljivih vektora ograni~enja B 

(Righthand Side Ranges).  

 Sa slike se mo`e videti u kojim granicama je dozvoljeno pove}anje i smanjenje 

diskretnih promenljivih, pod uslovom da nadjeno re{enje (plan) ostane optimalan, 

pa se mo`e videti, na primer: 

 da se dobit po proizvodu X1, odnosno koeficijent C1 sme pove}ati beskona~no i 

smanjiti za najvi{e 100 n.j., 

 da se dobit po proizvodu X2, odnosno koeficijent C2 sme pove}ati za 100 n.j. i 

smanjiti za 466,666 n.j., 

 da se dobit po proizvodu X3, odnosno koeficijent C3 sme pove}ati za 700 n.j. i 

smanjiti beskona~no, odnosno do 0 (po{to je u nadjenom optimalnom re{enju 

X3=0 komada, 

 mese~ni kapacitet (raspolo`ivost) ma{ine M1 se sme pove}ati beskona~no i 

smanjiti najvi{e za 800 h, itd. 

Sve dok se diskretne promenljive matemati~kog modela menjaju u ovim 

granicama, nadjeno re{enje ostaje optimalno. 
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2.8. Transportni problem LP 

 

Izu~avanje problema transporta primenom analiti~kih metoda datira iz perioda 

pedesetih godina pro{log veka. 

Razvojem metodologije LP pokazano je da su transportni problemi specijalan slu~aj 

zadataka LP, bez obzira {to su neki od njih ranije postavljeni i re{eni. Specifi~nost 

transportnih problema kao zadataka LP ne ogleda se na funkciji cilja F(X) vec u skupu 

ograni~enja L, gde se pojavljuju izvesna upro{}enja koeficijenata matrice [A] skupa 

ograni~enja, koji se za razliku od drugih slu~ajeva, izra`avaju u vrednostima nula ili 

jedan. 

Analiti~ke metode transporta u najve}em broju slu~ajeva vezuju se za izbor 

najpovoljnije varijante transporta pri kojoj su tro{kovi minimalni u odnosu na odredjenu 

saobra}ajnu mre`u i transportna sredstva. Danas to vi{e nisu jedini zadaci koji se 

re{avaju kao transportni problemi. Sve ~e{}e se tome podvrgavaju i zadaci 

optimalnog razme{taja ma{ina, postrojenja, pomo}nih slu`bi, skladi{ta, servisa, 

energetskih objekata i drugog sa ciljem postizanja ve}e ekonomi~nosti rada i 

vremena. Sve su to zadaci koji se svode na re{avanje razli~itih varijanti transportnog 

problema. Mnoga specifi~na pitanja ovog problema  jo{ uvek su prisutna u velikom 

broju nau~nih rasprava i radova koji se bave prakti~nom primenom analiti~kih metoda 

kod re{avanja transportnih problema. 

Transportni problem linearnog programiranja je problem minimizacije ukupnih 

troškova transporta: resursa, putnika, energije, informacije itd. U osnovnom modelu 

TP pretpostavka je da su poznati: 

• koli~ina resursa koje poseduju izvorišta (magacini, skladišta), a koji je po svojoj 

prirodi jednorodna (homogena), 

• koli~ina resursa koja je potrebna odredištima (ponori, primaoci, prodavnice i 

sli~no),  koju je potrebno distribuirati, a koja je po svojoj prirodi takodje 

homogena,  

• cene transporta po jedinici robe od odredjenog izvora do odredjenog odredišta. 
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U ovom kursu }e biti razmatrani slede}i modeli transportnog problema: 

1. zatvoreni model transportnog problema, 

2. otvoreni model transportnog problema , 

3. model rasporedjivanja (asignacije) izvr{ioca ili ma{ina za obavljanje odredjenih 

aktivnosti, i  

4. model sa ograni~enim propusnim mo}ima. 

 

2.8.1. Zatvoreni model transportnog problema 

Osnovni uslov koji zatvoreni model mora ispuniti je da su kapaciteti izvora jednaki 

kapacitetima ponora, odnosno da je: 
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[ematski, zatvoreni model transportnog problema se mo`e prikazati kao na slici 31. 
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Slika 31. [ematski prikaz zatvorenog modela transportnog problema 
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Zadatak je odrediti takvu strategiju transporta robe da sva odredišta dobiju potrebne 

koli~ine, a da troškovi transporta pri tome budu minimalni. Pomenuti podaci se mogu 

predstaviti tabelom 2. 

       Tabela 2. Tabelarna formulacija transportnog problema      

Odredišta 
Izvori B1 ... Bn Kapacitet izvora ai 

A1 
C11 

      x11 ... C1n 
      x1n a1 

... ... ... ... ... 
Am Cm1 

      xm1 ... Cmn 
      xmn am 

Potrebe odredišta bj b1 ... bn Σai=Σbi 

gde su: xij – koli~ina resursa koji treba transportovati od Ai do Bj   

 cij – jedini~na cena transporta od Ai do Bj 

Ai – izvori 

Bj – odredišta 

ai – kapacitet izvora 

bj – potrebe odredišta  

Fukncija kriterijuma ~iji minimum treba odrediti ima slede}i oblik:  
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Sistem ograni~enja je:  
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Ukupan broj nepoznatih xij iznosi mn, dok je broj jedna~ina (m+n). Sumiranjem levih i 

desnih strana se dobijaju ukupni kapaciteti izvora i ponora: 
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Matemati~ka formulacija postavljenog transportnog problema sastoji se u nala`enju 

minimuma funkcije cilja (29) pri skupu ograni~enja (30), pri ~emu nepoznate vrednosti 

koje se tra`e moraju biti nenegativne xij>=0, po{to se radi o fizi~kim veli~inama, 

odnosno o koli~inama transportovanog materijala. 

Matemati~ki model problema, prikazan preko funkcije cilja i ograni~enja se mo`e 

prikazati kao: 

Funkcija cilja: 
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Ograni~enja po redovima (kapaciteti izvora): 
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Ograni~enja po kolonama (kapaciteti ponora): 
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Transportni problem predstavlja poseban slu~aj problema LP, stim {to se sa 

re{avanjem Simplex metodom polazai od nekog po~etnog re{enja, a ne iz 

koordinatnog po~etka.  
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2.8.1.1. Odredjivanje po~etnog re{enja 

Za odredjivanje po~etnog re{enja mogu}e je primeniti jednu od slede}ih metoda: 

1. Dijagonalna metoda ili metoda severozapadnog ugla 

Bazi~ne promenljive – polja preko kojih se vr{i transport rasporedjuju se du` 

dijagonale koja se kre}e od gornjeg levog ugla (polje 11). Podmiruju se prvo odredi{ta 

do maksimalne koli~ine koju mo`e da primi, ili do pra`njenja prvog izvori{ta. Dalje se 

postupak ponavlja za ostali deo matrice. Ilustracija metode je data na slici 32. 

Pri ovome treba te`iti da se dobije nedegenerisano re{enje, odnosno da se ispuni 

ravnote`a r=m+n-1 (r-broj bazno dopustivih re{enja, odnosno broj elemenata u 

zavr{noj tabeli; m- broj kolona matrice, n-broj redova matrice). Ovo pravilo va`i za sve 

metode dobijanja polaznog re{enja. 

 

 Slika 32. Dijagonalna metoda odredjivanja po~etnog re{enja 

2. Metoda minimalnih cena u redovima 

Po~inje se od prvog reda gde se uo~ava minimalna cena i u tom polju se postavlja 

maksimalna bazi~na vrednost, {to se nastavlja i sa ostalim redovima.  

3. Metoda minimalnih cena u kolonama 

U analiziranoj prvoj koloni se postavlja bazni element na polje najmanjeg tro{ka. Dalje 

se postupak ponavlja na 2, 3 . . n-tu kolonu. Metoda je ekvivalentna prethodnoj metodi 

minimalnih cena u redovima. 
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4. Metoda minimalnih cena u matrici 

Bazni element xij se postavlja tamo gde sutro{kovi cij najmanji i lociraju se maksimalne 

koli~ine jedinica koje se transportuju, vode}i ra~una o konzistenciji. 

2.8.1.2. Odredjivanje optimalnog re{enja zatvorenog transportnog modela  

metodom Mo-Di 

Metodu Mo-Di je takodje razvio Danzing na osnovu simpleks metode LP, pa se 

ponegde metoda zove metoda simpleks mno`itelja. ili koeficijenata “u-v”. Funkcija cilja 

(kriterijuma) je modifikovana i u nju su uvr{teni simpleks mno`itelji. Modifikovana 

funkcija se mo`e napisatim kao: 
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U funkciju kriterijuma uveden je diferencijal: 

  jiijij vuc −−=∆         (35) 

Kod nedegenerisanog baznog (po~etnog) re{enja broj bazi~nih elemenata je r = m+n-

1, dok je broj koeficijenata za jedan ve}i i iznosi  m+n. Da bi se sistem jedna~ina re{io, 

jedan od koeficijenata se izjedna~uje sa nulom, i to je obi~no onaj koji se naj~e{}e 

pojavljuje u formiranim jedna~inama bazi~nih cena.  

Ukupni tro{kovi transporta se sada mogu napisati: 
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Ako se po~etno nedegenerisano re{enje preformuli{e, neka polja }e ostati ista, neka 

}e se promeniti. U nekim poljima gde je 0xij =  formira}e se nove vrednosti  ijx
∧

 . Za 

ona polja gde se vrednosti  ijij xix
∧

..  poklapaju va`e}e i dalje relacija 

jiijjiijij vuc0vuc +==−−=∆ ;.  {to se direktno odra`ava na tro{kove, kao: 
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 ij
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Promenama u optimalnom programu, tro{kovi se uvek uve}avaju, ili posmatrano 

obrnuto, lo{iji plan se uvek mo`e pobol{ati dovodjenjem diferencijala na iznos ve}i od 

nule, kao: 

 0vuc jiijij >−−=∆         (38) 

Algoritam rada koji }e biti primenjen kroz slede}e primere se sastoji u: 

• Proveriti da li je broj baznih elemenata  1−+= nmr , tj. da li je po~etno rešenje 

nedegenerisano.  

• U slu~aju da 1−+< nmr  , jedno od nebaznih polja mora postati bazno, 

odnosno, preko njega }e se transportovati proizvoljno mala koli~ina robe 

( 0>ε ). Kriterijumi za odredjivanje nebaznog polja koje se prevodi u bazno su: 

 najni`a jedini~na cena transporta, 

 polje treba da omogu}i formiranje nedostaju}e jedna~ine ({to }e biti 

obja{njeno kroz primere), 

• Ispisati jedna~ine baznih cena prema formuli jiij vuc +=  i odrediti potencijale ui 

i vj, 

• Odrediti diferencijale jiijij vuc −−=∆  za nebazna polja, 

• Ako je zadovoljen uslov 0≥∆ ij  u pitanju je optimalno rešenje, 

• Ako ima vrednosti 0<∆ ij , na datom nebazi~non polju, pove}ati koli~inu resursa 

za transport, što je mogu}e više i ponoviti postupak. 
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2.8.1.3. Primeri re{enih zadataka 

Primer 1: 

Kompanija  poseduje magacine u mestima I1, I2 i I3 sa 150, 80 i 70 tona resursa. Iz 

magacina resursi se isporu~uju potroša~kim centrima P1, P2, P3 i P4 ~ije su potrebe: 

40, 90, 60 i 110 tona resursa. Potrebno je rešiti transportni problem uzimaju}i u obzir 

po~etno bazno dopustivo rešenje i kriterijum minimalnih troškova transporta. Jedini~ni 

troškovi transporta  i po~etno nedegenerisano re{enje, koje je odredjeno metodom 

minimalnih cena u kolonama je dato  u slede}oj tabeli: 

Potroša~ki centri 

Industrijski kombinati 
P1 (40) P2 (90) P3 (60) P4 (110) 

I1 (150) 75 35     40 +θ 50 8     110 -θ 

I2 (80) 40 80     20  -θ 25        60 15               +θ 

I3 (70) 15         40 60       30 90 5 

Rešenje: 
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==
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m

j
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11
=300, radi se o zatvorenom modelu transportnog problema. 

Po~etno bazno re{enje je nedegenerisano, odnosno, broj baznih polja je: r=3+4-1=6. 

Po~etni troškovi transporta su: 

( ) 77803060401560252080110840350 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=XF  

Za bazna polja se ra~una:  cij = ui + vj;   

Za nebazna polja se ra~una: ∆ij = cij – ui – vj; 

c12 = u1 + v2 = 35  = >   u1 = 35       ∆11 = c11 – u1 – v1 = 75 – 35 + 45 = 85           

c14 = u1 + v4 = 8    = >    v4  = -27     ∆13 = c13 – u1 – v3 = 50 – 35 + 55 = 70          

c22 = u2 + v2 = 80  = >   u2 = 80        ∆21 = c21 – u2 – v1 = 40 – 80 + 45 = 5 

c23 = u2 + v3 = 25 = >     v3 = -55      ∆24 = c24 – u2 – v4 = 15 – 80 + 27 = -38  

c31 = u3 + v1 = 15 = >    u3 = 60         ∆33 = c33 – u3 – v3 = 90 – 60 + 55 = 85  

c32 = u3 + v2 = 60 = >     v1 = -45      ∆34 = c34 – u3 – v4 = 5 – 60 + 27 = -28       
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Potencijalu (u prora~unu za bazna polja) koji se naj~eš}e javlja dodeljuje se  vrednost 

bliska nuli, tj: v2 = 0, na osnovu ~ega se odredjujemo vrednosti ostalih potencijala. Iz 

prethodnog se vidi da svi diferencijali nisu nenegativni, odnosno, da se mo`e posti}i 

pobolj{anje po~etnog re{enja ako se deo transporta usmeri preko polja 2 – 4 i 3 – 4, 

pri ~emu je potencijalnost polja 2 – 4 ve}a, odnosno, diferencijal ∆24 ima ve}u 

negativnu  vrednost. Na polje 2- 4 se stavlja neka vrednost transportovane veli~ine θ, 

pri ~emu se ravnote`a po redovima i kolonama mora zadr`ati, odnosno, mora se 

zatvoriti ciklus, kako {to je prikazano na slici. 

Pretpostavljena koli~ina robe θ se odredjuje kao minimalna vrednost: 

 
020
0110

=−
=−

θ
θ

⇒     θ=20 

Obzirom na to da dobijeno rešenje nije optimalno, postupak se ponavlja za novo i 

svako slede}e rešenje, dok se ne dobije optimalno. 

Potroša~ki centri 

Industrijski kombinati 
P1 (40) P2 (90) P3 (60) P4 (110) 

I1 (150) 75 35     60 +θ 50 8     90   -θ 

I2 (80) 40 80        25        60 15     20 

I3 (70) 15         40 60     30  -θ 90 5                   +θ 

( ) 6480306040152015602590860351 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=XF  

c12 = u1 + v2 = 35       = >       v2 = 35       ∆11 = c11 – u1 – v1 = 75 – 0 + 10 = 85           
c14 = u1 + v4 = 8         = >       v4  = 8         ∆13 = c13 – u1 – v3 = 50 – 0 – 18 = 32          
c23 = u2 + v3 = 25       = >       u2 = 7          ∆21 = c21 – u2 – v1 = 40 – 7 + 10 = 43  
c24 = u2 + v4 = 15       = >       v3 = 18        ∆22 = c22 – u2 – v2 = 80 – 7 – 35 = 38 
c31 = u3 + v1 = 15       = >       u3 = 25        ∆33 = c33 – u3 – v3 = 90 – 25 – 18 = 47  
c32 = u3 + v2 = 60       = >       v1 = -10      ∆34 = c34 – u3 – v4 = 5 – 25 – 8 = -28 => θ = 30      
u1 = 0 

 

 

 

 

 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

71 

 

Potroša~ki centri  

Industrijski kombinati 
P1 (40) P2 (90) P3 (60) P4 (110) 

I1 (150) 75 35       90 50 8      60 

I2 (80) 40 80        25        60 15     20 

I3 (70) 15         40 60        90 5      30 

( ) 618030540152015602560890352 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=XF  

c12 = u1 + v2 = 35       = >       u1 = 8                ∆11 = c11 – u1 – v1 = 75 – 8 – 10 = 57           
c14 = u1 + v4 = 8         = >       v2  = 27             ∆13 = c13 – u1 – v3 = 50 – 8 – 10 = 32          
c23 = u2 + v3 = 25       = >       u2 = 15              ∆21 = c21 – u2 – v1 = 40 – 15 – 10 = 15  
c24 = u2 + v4 = 15       = >       v3 = 10              ∆22 = c22 – u2 – v2 = 80 – 15 – 27 = 38 
c31 = u3 + v1 = 15       = >       u3 = 5                ∆32 = c32 – u3 – v2 = 60 – 5 – 27 = 28  
c34 = u3 + v4 = 5         = >       v1 = 10              ∆33 = c33 – u3 – v3 = 90 – 5 – 10 = 75  
v4 = 0 

 

Kako je svako 0≥∆ ij , dobijeno rešenje je optimalno: 

( ) ( ) 6180*
2 == XFXF  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

300040
206000
600900

*X  

Primer 2 

Rešititi transportni problem na optimalnom nivou prema šemi transporta i datom 

po~etnom re{enju. Pri tome utvrditi minimalne troškove transporta, optimalnu šemu 

transporta kao i uštede koje se posti`u u odnosu na po~etno rešenje. 

Odredišta 
 Skladišta  

    P1 
   (400) 

    P2 
  (250) 

   P3 
  (400) 

    P4 
   (250) 

 
   S1 (200) 

4     
      200-θ 
      

3        
         +θ 
      

5 9 

 
   S2 (500) 

2              
     200+θ 

7 3            
   300-θ 

10 
 

 
   S3 (350)  

3 4              
      250-θ

8 6        
100+θ 

 
   S4 (250) 

6 12 5           
    100+θ

8         
    150-θ 
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Rešenje: 

∑∑
==

=
m

j
j

n

i
i ba

11
=1.300, radi se o zatvorenom modelu transportnog problema. 

Po~etno bazno re{enje je nedegenerisano, odnosno, broj baznih polja je: r=4+4-1=7. 

Po~etni troškovi transporta su: 

( ) 540015081005100625043003200220040 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=XF  

Za bazne elementi se ra~unaju  cij = ui + vj;  

Za nebazne elemente se ra~unaju ∆ ij = cij – ui – vj; 

c11 = u1 + v1 = 4 = > u1 = 2  ∆12 = c12 – u1 – v2 = 3 – 2 – 4 = -3 = > θ = 150 
c21 = u2 + v1 = 2 = > v1 = 2  ∆13 = c13 – u1 – v3 = 5 – 2 – 3 = 0 
c23 = u2 + v3 = 3 = > v3 = 3  ∆14 = c14 – u1 – v4 = 9 – 2 – 6 = 1 
c32 = u3 + v2 = 4 = > v2 = 4  ∆22 = c22 – u2 – v2 = 7 – 0 – 4 = 3 
c34 = u3 + v4 = 6 = > u3 = 0  ∆24 = c24 – u2 – v4 = 10 – 0 – 6 = 4  
c43 = u4 + v3 = 5 = > u4 = 2  ∆31 = c31 – u3 – v1 = 3 – 0 – 2 = 1 
c44 = u4 + v4 = 8 = > v4 = 6  ∆33 = c33 – u3 – v3 = 8 – 0 – 3 = 5 
u2 = 0      ∆41 = c41 – u4 – v1 = 6 – 2 – 2 = 2 
      ∆42 = c42 – u4 – v2 = 12 – 2 – 4 = 6 

Odredišta 
 Skladišta  

    P1 
   (400) 

    P2 
  (250) 

   P3 
  (400) 

    P4 
   (250) 

 
   S1 (200) 

4          
      50-θ 

3         
    150+θ 

5 9 

 
   S2 (500) 

2 
     350 

7 
        

3 
     150 

10 
 

 
   S3 (350)  

3         
+θ 
      

4           
     100-θ

8 
     

6 
     250 

 
   S4 (250) 

6   
      

12 5 
     250 

8 
 

( ) 49501 =XF  

c11 = u1 + v1 = 4 = > v1 = 4  ∆13 = c13 – u1 – v3 = 5 – 0 – 5 = 0 
c12 = u1 + v2 = 3 = > v2 = 3  ∆14 = c14 – u1 – v4 = 9 – 0 – 5 = 4 
c21 = u2 + v1 = 2 = > u2 = -2  ∆22 = c22 – u2 – v2 = 7 + 2 – 3 = 6 
c23 = u2 + v3 = 3 = > v3 = 5  ∆24 = c24 – u2 – v4 = 10 + 2 – 5 = 7 
c32 = u3 + v2 = 4 = > u3 = 1  ∆31 = c31 – u3 – v1 = 3 – 1 – 4 = -2 = > θ = 50  
c34 = u3 + v4 = 6 = > v4 = 5  ∆33 = c33 – u3 – v3 = 8 – 1 – 5 = 2 
c43 = u4 + v3 = 5 = > u4 = 0  ∆41 = c41 – u4 – v1 = 6 – 0 – 4 = 2 
u1 = 0      ∆42 = c42 – u4 – v2 = 12 – 0 – 3 = 9 
      ∆44 = c44 – u4 – v4 = 8 – 0 – 5 = 3 
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Odredišta  
 Skladišta  

    P1 
   (400) 

    P2 
  (250) 

   P3 
  (400) 

    P4 
   (250) 

 
   S1 (200) 

4 
       

3 
     200 

5 9 

 
   S2 (500) 

2 
     350 

7 
        

3 
     150 

10 
 

 
   S3 (350)  

3    
      50 

4 
     50 

8 
     

6 
     250 

 
   S4 (250) 

6   
      

12 5 
     250 

8 
 

( ) 48502 =XF  

c12 = u1 + v2 = 3 = > u1 = -1  ∆11 = c11 – u1 – v1 = 4 + 1 – 3 = 2 
c21 = u2 + v1 = 2 = > u2 = -1  ∆13 = c13 – u1 – v3 = 5 + 1 – 4 = 2 
c23 = u2 + v3 = 3 = > v3 = 4  ∆14 = c14 – u1 – v4 = 9 + 1 – 6 = 4 
c31 = u3 + v1 = 3 = > v1 = 3  ∆22 = c22 – u2 – v2 = 7 + 1 – 4 = 4 
c32 = u3 + v2 = 4 = > v2 = 4  ∆24 = c24 – u2 – v4 = 10 + 1 – 6 = 5  
c34 = u3 + v4 = 6 = > v4 = 6  ∆33 = c33 – u3 – v3 = 8 – 0 – 4 = 4 
c43 = u4 + v3 = 5 = > u4 = 1  ∆41 = c41 – u4 – v1 = 6 – 1 – 3 = 2 
u3 = 0      ∆42 = c42 – u4 – v2 = 12 – 1 – 4 = 7 
      ∆44 = c44 – u4 – v4 = 8 – 1 – 6 = 1 
Kako je svako 0≥∆ ij , dobijeno rešenje je optimalno: 

( ) ( ) 4850*
2 == XFXF  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

025000
25005050
01500350
002000

*X  

Ušteda u odnosu na po~etno rešenje je: 
 

( ) ( ) ( ) 5500
* =−=∆ XFXFXF  
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Primer 3: Re{enje transportnog problema (kao problema linearnog programiranja) uz 

pomo} programa LINDO 

 

Kompanija koja proizvodi vo}ne sokove treba da iz svojih pogona P1 i P2 snabde 

svoje distributivne centre D1, D2 i D3. Kapaciteti pogona su: P1  = 1200 l/dan i P2 = 

1800 l/dan.  

Mogu}nost plasmana u regijama koje pokrivaju distributivni centri su: D1= 840 l/dan, 

D2= 960 l/dan i D3= 1200 l/dan. 

Vo}ni sokovi se transportuju u kartonskim kutijama, pri ~emu jedna kutija sadr`i 12 l 

soka. Jedini~ne cene transporta izmedju pogona za punjenje i distributivnih centara 

su: P1-D1: 3 din/kutiji, P1-D2: 5 din/kutiji, P1-D3: 10 din/kutiji, P2-D1: 1 din/kutiji, P2-

D2: 2 din/kutiji P2-D3: 15 din/kutiji. 

 
Matemati~ki model problema je:  
 
Fja cilja: 
 
T(min)=  3X11+5X12+10X13+1X21+2X22+15X23 
 
Ograni~enja predstavljaju kapaciteti izvora i konzumna mo} ponora i iznose: 

X11+X12+X13=100 

X21+X22+X23=150 

X11+X21=70 

X12+X22=80 

X13+X23=100 

 

Izgled ekrana sa postavkom zadatka je dat na slici 33, dok je izgled ekrana sa 

re{enjem dat na slici 34. 
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Slika 33. Izgled ekrana sa postavkom zadatka 

 
 

 
  Slika 34. Izgled ekrana sa re{enjem zadatka 
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Primer 4:  Transportni problem (Re{enje pomo}u programa LINGO) 
 
 
Kompanija poseduje 3 pogona u mestima I1, I2 i I3 i 4 prodavnice u mestima P1, P2, 

P3 i P4. Kapaciteti  proizvodnih pogona su 150, 80 i 70 tona proizvoda, a mogucnosti 

prodaje u naznacenim mestima su 40, 90, 60 i 110 tona proizvoda. Troskovi 

transporta po jedinici su dati u slede}oj tabeli: 

 

Prodavnice ⇒ 

Pogoni ⇓ 
P1 (40) P2 (90) P3 (60) P4 (110) 

I1 (150) 75 35 50 8 

I2 (80) 40 80 25 15 

I3 (70) 15 60 90 5 

 
Izgled ekrana sa postavljenim zadatkom je dat na slici 35. 
 
 

 
   

Slika 35. Izgled ekrana sa postavljenim zadatkom 
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Izgled ekrana sa listingom re{enja zadatka je dat na slici 36. 

 

 Slika 36.  Izgled ekrana sa re{enjem zadatka (Solution Report) 

Kompletan listing re{enja je dat kao: 

Global optimal solution found at step:             9 
 Objective value:                            6180.000 
 
                       Variable           Value        Reduced Cost 
                  CAPACITY( I1)        150.0000           0.0000000 
                  CAPACITY( I2)        80.00000           0.0000000 
                  CAPACITY( I3)        70.00000           0.0000000 
                    DEMAND( P1)        40.00000           0.0000000 
                    DEMAND( P2)        90.00000           0.0000000 
                    DEMAND( P3)        60.00000           0.0000000 
                    DEMAND( P4)        110.0000           0.0000000 
                  COST( I1, P1)        75.00000           0.0000000 
                  COST( I1, P2)        35.00000           0.0000000 
                  COST( I1, P3)        50.00000           0.0000000 
                  COST( I1, P4)        8.000000           0.0000000 
                  COST( I2, P1)        40.00000           0.0000000 
                  COST( I2, P2)        80.00000           0.0000000 
                  COST( I2, P3)        25.00000           0.0000000 
                  COST( I2, P4)        15.00000           0.0000000 
                  COST( I3, P1)        15.00000           0.0000000 
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                  COST( I3, P2)        60.00000           0.0000000 
                  COST( I3, P3)        90.00000           0.0000000 
                  COST( I3, P4)        5.000000           0.0000000 
                VOLUME( I1, P1)       0.0000000            57.00000 
                VOLUME( I1, P2)        90.00000           0.0000000 
                VOLUME( I1, P3)       0.0000000            32.00000 
                VOLUME( I1, P4)        60.00000           0.0000000 
                VOLUME( I2, P1)       0.0000000            15.00000 
                VOLUME( I2, P2)       0.0000000            38.00000 
                VOLUME( I2, P3)        60.00000           0.0000000 
                VOLUME( I2, P4)        20.00000           0.0000000 
                VOLUME( I3, P1)        40.00000           0.0000000 
                VOLUME( I3, P2)       0.0000000            28.00000 
                VOLUME( I3, P3)       0.0000000            75.00000 
                VOLUME( I3, P4)        30.00000           0.0000000 
 
                            Row    Slack or Surplus      Dual Price 
                            OBJ        6180.000            1.000000 
                       DEM( P1)       0.0000000           -25.00000 
                       DEM( P2)       0.0000000           -42.00000 
                       DEM( P3)       0.0000000           -25.00000 
                       DEM( P4)       0.0000000           -15.00000 
                       SUP( I1)       0.0000000            7.000000 
                       SUP( I2)       0.0000000           0.0000000 
                       SUP( I3)       0.0000000            10.00000 
 
 

Primer 5:  Transportni problem sa degenerisanim baznim re{enjem 
 
Tri prodajna objekta (P1, P2 i P3) mogu da se snabdevaju bra{nom iz 4 skladi{ta (S1 

– S4). Kapaciteti  skladi{ta u razmatranom vremenskom periodu, konzumne mo}i 

regiona koje pokrivaju prodavnice i jedini|ni tro{kovi transporta su dati u slede}oj 

tabeli: 

 

Prodavnice ⇒ 

Skladi{ta ⇓ 
P1 (40) P2 (10) P3 (30) 

S1 (20) 10 12 0 

S2 (30) 8 4 3 

S3 (20) 6 9 4 

S4(10) 7 8 5 
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Re{enje: 

∑∑
==

=
m

j
j

n

i
i ba

11
=80, radi se o zatvorenom modelu transportnog problema. 

Po~etno bazno re{enje je  dato u slede}oj tabeli: 

 

Prodavnice ⇒ 

Skladi{ta ⇓ 
P1 (40) P2 (10) P3 (30) 

S1 (20) 10 

20

12 0 

S2 (30) 8 

20

4 

 10

3 

S3 (20) 6 9 4  

20 

S4(10) 7 8 5  

10 

 
Potreban broj jedna~ina: r = m+n-1 = 4+3 – 1 =6 

Broj baznih polja u po~etnom re{enju je 5, bazno re{enje je degenerisano. 

Po~etni tro{kovi transporta su: 

T0=10*20+8*20+4*10+4*20+5*10=530 n.j. 

Po~etna matrica tranporta je : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000
2000
01020
0020

0X  

 

Za bazna polja se ra~unaju  cij = ui + vj;  

c11 = u1 + v1 = 10  
c21 = u2 + v1 = 8   
c22 = u2 + v2 = 4   
c33 = u3 + v3 = 4  
c43 = u4 + v3 = 5    

v1=0 (pojavljuje se 2 puta) 
(Moglo je biti i u2 i v3 
izjedna~eno sa nulom) 

u1 = 10-v1=10-0=10 
u2 = 8-v1=8-0=8 
v2 = 4-u2=4-8=-4 
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U baznom re{enju nedostaje jedno bazno polje. Neko od nebaznih polja (x13, x23, x31, 

x32, x41, x42) bi}e prevedeno u bazno, na taj na~in da }e preko njega i}i proizvoljno 

mala koli~ina materijala ε>0, uz zadovoljavanja uslova minimalne cene i uslova da ima 

smisla, odnosno da povezuje nedostaju}e koeficijente ui i vj.  

U konkretnom slu~aju, minimalna jedinini~na cena je: 

{ } 0,,,,,min 13424132312313 == ccccccc  

Polje x13 zadovoljava oba uslova. 

c13= ε ≅0= u1 + v3  = > v3 = 0-u1=0-10=-10; u3 = 4-v3=4-(-10)= 14 
u4=5 – v3=5 – (-10)=15 
 

Za nebazna polja se ra~unaju potencijali: ∆ ij = cij – ui – vj; 

∆12 = c12 – u1 – v2 = 12 – 10 – (-4) = 6  
∆23 = c23 – u2 – v3 = 3 – 8 – (-10) = 5 
∆14 = c14 – u1 – v4 = 9 – 2 – 6 = 1 
∆31 = c31 – u3 – v1 = 6 – 14 – 0 = - 8 
∆32 = c32 – u3 – v2 = 9– 14 – (-4) = - 1 
∆41 = c41 – u4 – v1= 7– 15 – 0 = - 8 
∆42 = c42 – u4 – v2 = 8– 15 – (-4) = - 3 
 

Re{enje nije optimalno, po{to su neki od potencijala negativni. Najve}i potencijal 

imaju polja x31 i x41.  Za novo pazno polje se bira x31, po{to je c31<c41. Na polje x31 se 

postavlja neka koli~ina materilaja θ, kao {to je dato u slede}oj tabeli: 

Prodavnice ⇒ 

Skladi{ta ⇓ 
P1 (40) P2 (10) P3 (30) 

S1 (20) 10 

20- θ

12 0 

ε+ θ 

S2 (30) 8  

20

4 

 10

3 

S3 (20) 6 

 +θ

9 4  

20- θ 

S4(10) 7 8 5  

10 
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Koli~ina materijala θ se odredjuje kao: 20
20
20

min =⇒
⎩
⎨
⎧

−
−

θ
θ
θ

 

Tabela transportnog problema posle prvog koraka optimizacije  je data kao:  

Prodavnice ⇒ 

Skladi{ta ⇓ 
P1 (40) P2 (10) P3 (30) 

S1 (20) 10 12 0 

20 

S2 (30) 8  

20

4 

 10

3 

S3 (20) 6 

 20

9 4  

 

S4(10) 7 8 5  

10 

 

Re{enje posle prvog koraka optimizacije je: 

Funkcija cilja, tro{kovi: 

T1=8*20+4*10+6*20+5*10=379 n.j. 

Matrica tranporta je : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000
0020
01020
2000

1X  

Broj baznih polja je 5, novo bazno re{enje je takodje degenerisano. 

Za bazna polja se ra~unaju  cij = ui + vj;  

c13 = u1 + v3 = 0  
c21 = u2 + v1 = 8   
c22 = u2 + v2 = 4   
c31= u3 + v1 = 6  
c43 = u4 + v3 = 5    

u2=0  
(pojavljuje se 2 puta) 
v1=8 
v2=4 
u3=-2 
 

 

U baznom re{enju nedostaje jedno bazno polje. Neko od nebaznih polja (x11, x12, x23, 

x32, x33, x41, x42) bi}e prevedeno u bazno, na taj na~in da }e preko njega i}i proizvoljno 
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mala koli~ina materijala ε>0, uz zadovoljavanja uslova minimalne cene i uslova da ima 

smisla, odnosno da povezuje nedostaju}e koeficijente u i v.  

U konkretnom slu~aju, minimalna jedinini~na cena je: 

{ } 3,,,,,,min 2342413332231211 == cccccccc  

Polje x23 zadovoljava oba uslova. 

c13= 3= u2 + v3  = >  
v3 = 3,  u1 = -3, u4= 2 
 

Za nebazna polja se ra~unaju potencijali: ∆ ij = cij – ui – vj; 

∆11 = c11 – u1 – v1 = 5  
∆12 = c12 – u1 – v2 = 11 
∆32 = c32 – u3 – v2 = 7 
∆33 = c33– u3 – v3 = 3 
∆41 = c41 – u4 – v1= -3 → Re{enje nije optimalmo 
∆42 = c42 – u4 – v2 = 2 
 

Za novo pazno polje se bira x41. Na polje x41 se postavlja neka koli~ina materilaja θ, 

kao {to je dato u slede}oj tabeli: 

Prodavnice ⇒ 

Skladi{ta ⇓ 
P1 (40) P2 (10) P3 (30) 

S1 (20) 10 12 0 

20 

S2 (30) 8  

20-θ

4 

 10

3 

+ε+θ 

S3 (20) 6 

 20 

9 4  

 

S4(10) 7 

 +θ

8 5  

10- θ 

 

Koli~ina materijala θ se odredjuje kao: 10
10
20

min =⇒
⎩
⎨
⎧

−
−

θ
θ
θ
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Novo bazno re{enje, posle drugog koraka optimizacije je dato u slede}oj tabeli: 

Prodavnice ⇒ 

Skladi{ta ⇓ 
P1 (40) P2 (10) P3 (30) 

S1 (20) 10 12 0 

20 

S2 (30) 8  

10

4 

 10

3 

10 

S3 (20) 6 

 20 

9 4  

 

S4(10) 7 

 10 

8 5  

 

 

Re{enje posle drugog koraka optimizacije je: 

Funkcija cilja, tro{kovi: 

T1=8*10+4*10+3*10+6*20+7*10=340 n.j. 

Matrica tranporta je : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0010
0020

101010
2000

2X  

Broj baznih polja je 6, novo bazno re{enje je nedegenerisano. 

Za bazna polja: 

c13 = u1 + v3 = 0  
c21 = u2 + v1 = 8   
c22 = u2 + v2 = 4 
c23 = u2 + v3 = 3  
c31= u3 + v1 = 6  
c41 = u4 + v1 = 5    

u2=0  
v1=8 
v2=4 
v3=3 
u1=-3 
u3=-2 
u4=-1 

Za nebazna polja:  
∆11 = c11 – u1 – v1 = 5  
∆12 = c12 – u1 – v2 = 11 
∆32 = c32 – u3 – v2 = 7 
∆33 = c33– u3 – v3 = 3 
∆42 = c42 – u4 – v2= 5 
∆43 = c43– u4 – v3 = 3 
 

Re{enje je oprimalno: 
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Tmin=T2=340 n.j.  
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Primer 6: Re{enje transportnog problema iz primera 5 pomo}u ra~unarskog 

programa LINDO. 

Izgled ekrana sa postavljenim matemati~kim modelom je dat na slici 37, dok je izgled 

ekrana sa re{enjem dat na slici 38. 

 

Slika 37. Izgled ekrana sa postavljenim matemati~kim modelom 

 
Slika 38. Izgled ekrana sa re{enjem 

 

Kao {to se vidi, dobijeno re{enje je identi~no sa re{enjem iz primera 5.  
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I kod transportnog problema, kao posebnog modela LP mogu}e je uraditi 

postoptimalnu analizu, odnosno, odrediti granice u kojima se mogu menjati diskretne 

promenljive iz matemati~kog modela, us uslov da bazno re{enje ostane optimalno. 

Izgled ekrana posle izvr{ene postoptimalne analize je dat na slici 39. 

 
 

Slika 39. Izgled ekrana posle izvr{ene postoptimalne analize 
 
Postoptimalna analiza daje dozvoljene granice promena jedini~nih cena transporta 

(Obj. Coefficient Ranges) i dozvoljene granice promena kapaciteta izvora i ponora 

(Righthand Side Ranges). 
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2.8.2. Otvoreni model transportnog problema 
 

U praksi se ~esto mo`e pojaviti problem neuravnote`enja kapaciteta izvora i ponora, i 
to u oba smera, pri ~emu se mogu razlikovati slede}i slu~ajevi: 
 
1 slu~aj:  kapaciteti izvora su ve}i od kapaciteta ponora 

∑∑
==

>
m

j
j

n

i
i ba

11
         (39) 

 
Ovakav problem se re{ava na taj na~in, {to se uvodi dodatni virtuelni ponor Bn+1, pri 

~emu su cene transporta od bilo kog realnog izvora do ovog virtuelnog ponora 

ci,n+1=0n.j. Ovakav slu~aj je dat na slici 40. 
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Slika 40. Slu~aj 1 - kapaciteti izvora ve}i od kapaciteta ponora 

 

Virtuelnom ponoru se dodeljuje nedostaju}i kapacitet, odnosno, otvoreni transportni 

problem se prevodi u zatvoreni transportni problem. Dalji postupak je standardni. 

Odredjuju se koli~ine koje se transportuju od svakog izvora do svih ponora (uklju~uju}i 

i virtuelni). Koli~ine koje se transportuju u  virtuelni ponor su takodje virtuelne, i one 

predstavljaju zapravo koli~ine koje }e ostati u svakom od izvora, pod uslovom 

dobijanja optimalnog baznog re{enja. 
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2 slu~aj:  kapaciteti ponora su ve}i od kapaciteta izvora  
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Ovakav problem se re{ava na taj na~in, {to se uvodi dodatni virtuelni izvora Am+1, pri 

~emu su cene transporta od tog izvora do bilo kog realnog ponora  cm+1, i=0 n.j. Ovakav 

slu~aj je dat na slici 41. 
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Slika 41. Slu~aj 2 - kapaciteti ponora su ve}i od kapaciteta izvora 

 

Virtuelnom izvoru  se dodeljuje nedostaju}i kapacitet, odnosno, otvoreni transportni 

problem se prevodi u zatvoreni transportni problem. Dalji postupak je standardni. 

Odredjuju se koli~ine koje se transportuju iz novouvedenog izvora do svakog ponora. 

Koli~ine koje se transportuju iz virtuelnog izvora su takodje virtuelne, i one 

predstavljaju zapravo nedostaju}e koli~ine, odnosno koli~ine za koje }e svaki od 

ponora ostati uskra}en, pod uslovom dobijanja optimalnog baznog re{enja. 
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2.8.2.1. Primeri re{enih zadataka 

 
Primer 1. 

 

Preduze}e robnih ku}a potro{a~e  u ~etri grada (G1, G2, G3 i G4) snabdeva 

sladoledom iz svojih velikih hladnja~a (H1, H2 i H3).  Za razmatrani letnji mesec, 

potrebe potro{a~a, kapaciteti skladi{ta – hladnja~a i jedini~ni tro{kovi transporta su 

dati u slede}oj tabeli.  

Potro{a~i ⇒ 

Skladi{ta ⇓ 
G1  G2  G3 G4 

Kapaciteti 

izvora 

H1  7  8 4 8 20 

H2  5  3 

  

5 6 30 

H3  9 

  

5 7  9 25 

Kapaciteti 

ponora 

20 20 20 20 75 

80 

 

Mo`e se videti da su kapaciteti ponora ve}i od kapaciteta izvora, odnosno da se ima 

otvoreni transportni problem. 

Otvoreni transportni problem se prevodi u zatvoreni uvodjenjem dodatnog virtuelnog 

izvora, hladnja~e H4, kojoj se dodeljuje nedostaju}i kapacitet, u ovom slu~aju 5 

jedinica proizvoda, tako da je sada problem definisan slede}om tabelom: 

 G1 (20) G2 (20) G3(20) G4(20) 

H1 (20) 7  8 4 8 

H2 (30) 5  3 5 6 

H3 (25) 9 5 7  9 

H*
4(5) 0 0 0 0 
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Problem }e dalje biti re{en pomo}u paketa LINDO, kao problem LP. 

 

Matemati~ki model problema je: 

Funkcija cilja: 

min F(X)=7X11+8X12+4X13+8X14+5X21+3X22+5X23+6X24+9X31+5X32+7X33+ 

+9X34+0X41+0X42+0X43+0X44 

Ograni~enja po izvorima su: 

X11+X12+X13+X14=20 

X21+X22+X23+X24=30 

X31+X32+X33+X34=25 

X41+X42+X43+X44=5 

Ograni~enja po ponorima su: 

X11+X21+X31+X41=20 

X12+X22+X32+X42=20 

X13+X23+X33+X43=20 

X14+X24+X34+X44=20 

 

Izgled ekrana sa postavljenim zadatkom je dat na slici 42. 

 

 

Slika 42. Izgled ekrana sa postavljenim zadatkom 

 

Izgled ekrana sa re{enjem, odnosno izve{tajem je dat na slici 43. 
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Slika 43. Izgled ekrana sa izve{tajem 

 

Optimalna matrica transporta je: 

⎥
⎥
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Iz re{enja se vidi da je optimalno re{enje, da sva koli~ina iz virtuelnog  izvora 4 ode u 

potro{a~ki centar G4. Odnosno, u datom slu~aju je optimalno re{enje takovo, da se 

raspolo`iva koli~ina sladoleda transportuje sa minimalnim tro{kovima na dati na~in, pri 

~emu }e potro{a~i u gradu G4 ostati uskra}eni za 5 t.j. omiljenog sladoleda. 
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2.8.3.  Problem rasporedjivanja (asignacije) 

 

Problem rasporedjivanja predstavlja poseban slu~aj transportnog problema, pri ~emu 

se specifi~nost ogleda u sistemu ograni~enja.  

Su{tina problema je da se na optimalan na~in rasporedi n izvr{ioca na n poslova, ili da 

se n zadataka na optimalan na~in rasporedi na n ma{ina i sli~no, pri ~emu je 

pretpostavka da jedan izvr{ioc mo`e primiti jedan radni zadatak i da se svaki radni 

zadatak mo`e dodeliti samo jednom izvr{iocu (ili ma{ini).  

Pri ovome je  efikasnost izvr{ioca pri obavljanju zadataka razli~ita, ili je cena ko{tanja 

izvr{ioca ili ma{ina pri obavljanju zadataka razli~ita.  

Problem rasporedjivanja se mo`e predstaviti tabelom 3. 

       Tabela 3.  Tabelarna predstava problema rasporedjivanja     

Poslovi 

Izvr{ioci 
P1 ... Pn 

Kapacitet ozvr{ioca 
ai 

I1 
C11 

      x11 ... C1n 
      x1n 1 

... ... ... ... ... 
In 

Cn1 
      xn1 ... Cnn 

      xnn 1 
Potrebe zadataka bj 1 ... 1 Σai=Σbi=n 

gde su: xij = 1, ako je i-tom radniku dodeljen j-ti zadatak 

 xij= 0 u protivnom slu~aju 

 cij – vreme potrebno i-tom radniku da obavi j-ti zadatak 

Fukncija kriterijuma ~iji minimum treba odrediti ima slede}i oblik:  

 

( ) ∑∑
= =

=
n

i

n

j
ijij xcXT

1 1
        (41) 

Sistem ograni~enja je:  

- jednom izvr{ioc mo`e da obavlja samo jedan zadatak: 

nix
n

j
ij ....2,1_;1

1
==∑

=

        (42) 

- jedan zadatak mo`e biti dodeljen samo jednom izvr{iocu: 

njx
n

i
ij ....2,1_;1

1

==∑
=

        (43) 
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Ostale karakteristike modela rasporedjivanja su: 

- matrica rasporedjivanja mora biti kvadratna (n x n), 

- promenljive xij mogu uzimati samo vrednosti 0 ili 1, 

- svako bazi~no re{enje je degenerisano, jer ima samo n bazi~nih promenljivih. 

Iz ovoga proizilazi da je ove probleme najbolje re{avati pomo}u ra~unara. 

 

2.8.3.1. Primeri re{enih zadataka 

 

Primer 1.  

Pet radnika treba rasporediti na pet razli~itih poslova.  Svaki radnik mo`e izvr{iti svaki 

posao, ali sa razli~itim vremenima. Treba na}i takav raspored da ukupno vreme 

izvr{enja poslova bude minimalno. Potrebna vremena (u satima) za izvr{enje poslova 

su data u slede}oj tabeli: 

 
Poslovi 
Radnici 

P1 
 

P2 P3 P4 P5 

R1 14 9 12 8 16 
R2 8 7 9 9 14 
R3 9 11 10 10 12 
R4 10 8 8 6 14 
R5 11 9 10 7 13 

 

Matemati~ki model problema je: 

F-ja cilja: 

T(min)=14X11+9X12+12X13+8X14+16X15+8X21+7X22+9X23+9X24+14X25+9X31+
11X32+10X33+10X34+12X35+10X41+8X42+8X43+6X44+14X45+11X51+9X52+10X
53+7X54+13X55 

Ograni~enja po radnicima (jedan radnik mo`e 
raditi samo jedan posao): 

X11+X12+X13+X14+X15=1 

X21+X22+X23+X24+X25=1 

X31+X32+X33+X34+X35=1 

X41+X42+X43+X44+X45=1 

X51+X52+X53+X54+X55=1 

Ograni~enja po poslovima (jedan posao mo`e biti 
pokriven samo jednim radnikom): 

X11+X21+X31+X41+X51=1 

X12+X22+X32+X42+X52=1 

X13+X23+X33+X43+X53=1 

X14+X24+X34+X44+X54=1 

X15+X25+X35+X45+X55=1 
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Izgled ekrana sa listingom re{enja zadatka je dat na slici 44. 

 

 Slika 44. Izgled ekrana sa postavkom zadatka 

Izgled ekrana sa listingom re{enja zadatka je dat na slici 45. 

 

 Slika 45. Izgled ekrana sa listingom re{enja zadatka 

Poslovi se mogu zavr{iti za najkra}e ukupno vreme od 44 ~asova, ako se prvi radnik 

rasporedi na drugi posao (X12=1), drugi radnik na prvi posao (X21=1), tre}I radnik na 

peti posao (X35=1), ~etvrti radnik na tre}I posao (X34=1) i peti radnik na ~etvrti posao 

(X54=1). 
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2.9. Celobrojno  programiranje 

Kod niza prakti~nih problema se javlja zahtev da jedna, vi{e ili sve promenljive moraju 

biti celobrojne (uzimati samo vrednosti koje su celi brojevi), kao {to to mo`e biti: broj 

proizvoda, broj anga`ovanih radnika, broj ma{ina koje treba kupiti I sli~no.  

Transportni problem i problem rasporedjivanja sami po sebi  zadovoljavaju uslove 

celobrojnosti.  

Za re{avanje problema celobrojnog linearnog programiranja Gomory je 1958. god. 

razvio algoritam  (Gomory-jev algoritam), pomo}u koga se mo`e, po~ev od nekog 

necelobrojnog re{enja dobiti optimalno celobrojno re{enje.  Gomory-jev algoritam 

zapravo predstavlja zapravo pro{irenu i prilagodjenu Simplex metodu, u kojoj se pri 

svakoj iteraciji formira I jedno novo,  dopunsko ograni~enje, koje ima slede}e osobine: 

 odseca deo konveksnog skupa mogu}ih re{enja zajedno sa ta~kom tra`enog 

ekstrema u kojoj je bilo necelobrojno optimalno re{enje, pri ~emu se ovim 

odsecanjem ne gubi ni jedno celobrojno re{enje, 

 pomo}u dodatnih ograni~enja, pri kona~nom broju iteracija se dolazi do optimalnog 

re{enja. 

Ra~unarski paket LINDO ima mogu}nosti re{avanja  i celobrojnih problema linearnog 

programiranja i to u slu~aju da vrednost celobrojne mo`e biti samo 0 ili 1 i u slu~aju da 

vrednost promenljive mo`e biti bilo koji celi broj.  

2.9.1. Primeri re{enih zadataka 

Primer 1. 

Neka je dat problem linearnog programiranja definisan pomo}u slede}e f-je cilja i 

ograni~enja:  

max F(x,y,z)= 30X+20Y+10Z 
17*x+13*y+11*z<=29 

Na}i vrednost funkcije cilja i promenljivih u uslovima bez i sa zahtevom za 

celobrojno{}u. 
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a) Re{enje op{teg modela LP (bez zahteva za celobrojno{}u) 

Izgledi ekrana sa matemati~kim modelom i re{enjem su dati na slikama 46 i 47. 

 

Slika 46. Izgledi ekrana sa matemati~kim modelom 

 

Slika 47. Izgledi ekrana sa re{enjem 

F-ja cilja: 

max F(x,y,z)=51.17 

Optimalni plan: 
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b) Re{enje zadatka kada su sve promenljive celobrojne (0 ili 1 – Komanda INTEGER) 

Izgledi ekrana sa matemati~kim modelom i re{enjem su dati na slikama 48 i 49. 

 

Slika 48. Izgledi ekrana sa matemati~kim modelom 

 

Slika 49. Izgledi ekrana sa re{enjem 

F-ja cilja: 

max F(x,y,z)=48.46 

Optimalni plan: 
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c). Re{enje zadatka kada su prve 2 promenljive celobrojne 

 

Slika 50. Izgled ekrana sa matemati~kim modelom 

 

Slika 51. Izgled ekrana sa re{enjem 

F-ja cilja: 

max F(x,y,z)=40,909 

Optimalni plan: 
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Kao {to se moglo i o~ekivati,  funkcija cilja ima najve}u vrednost u slu~aju kada nema 

zahteva za celobrojn im ograni~enjem.  
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Primer 2. Odredjivanje optimalnog proizvodnog programa (Primer 3 iz poglavlja 

2.6.1.) 

Izvr{iti optimizaciju proizvodnog programa, koji se sastoji od proizvoda P1 – P7, a u cilju maksimizacije 

dobiti preduze}a.  

Proizvodnja se odvija na 5 ma{ina M1 do M5. U slede}oj tabeli su data normirana vremena trajanja 

operacija na pojedinim ma{inama, kao i raspolo`ivi kapaciteti ma{ina u razmatranom periodu: 

  
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 Proizvodi ⇒ 

Ma{ine ⇓ 
Trajanje operacija (min/kom) 

Raspol. 
kapaciteti  

(min) 

M1 2 5 4 25 10 0 30 7000 
M2 0 25 15 20 0 10 6 9800 
M3 0 20 5 2 1 0 60 3000 
M4 1 4 10 18 20 0 20 6200 
M5 5 0 0 0 0 10 0 3000 

Pored ograni~enja u proizvodnim kapacitetima, postoje i tr`i{na ograni~enja koja glase: 

- tr`i{tu se mora isporu~iti ta~no 1000 kom. svih proizvoda,  

- koli~ina proizvoda  P5 i P7 (P5+P7) ne sme biti manja od 30 komada. 

Dobiti koje je mogu}e ostvariti na tri`i{tu po pojedinim proizvodima je data u tabeli: 

Proizvod P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 

Dobit 
(din/kom) 

17 26 16 30 17 30 10 

 
Re{enje: Matemati~ki model  
 
Funkcija cilja: 
 
 MAX F(X)=17X1+26X2+16X3+30X4+17X5+30X6+10X7 
 
Ograni~enja prouzrokovana raspolo`ivim kapacitetima ma{ina:  

2X1+5X2+4X3+25X4+10X5+30X7<=7000 

25X2+15X3+20X4+10X6+6X7<=9800 

20X2+5X3+2X4+X5+60X7<=3000 

X1+4X2+10X3+18X4+20X5+20X7<=6200 

5X1+10X6<=3000 
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Tr`i{na ograni~enja 

X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7=1000 

X5+X7>=30 

a) Re{enje kada nema zahteva za celobrojnim vrednostima 

Izgledi  ekrana sa postavkom zadatka i re{enjem su dati na slikama 52 i 53. 

 

Slika 52. Izgledi ekrana sa matemati~kim modelom 

 

Slika 53. Izgledi ekrana sa re{enjem 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

100 

F-ja cilja: 

max F(X)=20.780,04 n.j. 

Optimalni plan proizvodnje: 

⎥
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517,504

X  

b) Re{enje kada  se zahteva da sve promenljive budu celobrojne (kori{}enje komande 

GIN) 

Izgledi  ekrana sa postavkom zadatka i re{enjem su dati na slikama 54 i 55. 

 

Slika 54. Izgled ekrana sa matemati~kim modelom 
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Slika 55. Izgled ekrana sa re{enjem 

F-ja cilja: 

max F(X)=20.759 n.j. 

Optimalni plan proizvodnje: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=∗

0
47
31

186
134
96
506

X  

c) Re{enje kada se zahteva da samo neke promenljive (X1, X2 i X6) budu celobrojne 

Izgledi  ekrana sa postavkom zadatka i re{enjem su dati na slikama 56 i 57. 
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Slika 56. Izgled ekrana sa matemati~kim modelom 

 

Slika 57. Izgled ekrana sa re{enjem 

F-ja cilja: 

max F(X)=20.770 n.j. 

Optimalni plan :

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=∗

0
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857,186
142,134

47
96
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7
5
4
3
6
2
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X
X
X
X
X
X
X

X   
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2.10. Primena metoda linearnog programiranja 

 

Linearno programiranje je na{lo mnoge korisne primene u razli~itim podru~jima, pri 

~emu primenu razvijenih metoda omogu}uje i narocito ubrzava razvoj ra~unarske 

tehnike i programskih re{enja. U ovom poglavlju }e se razmatrati prvenstveno 

formiranje matemati~kih modela. Treba imati u vidu da matematicki model 

odredenog problema, bez obzira na svoju kompleksnost, nikada ne mo`e 

obuhvatiti sve pojave koje mogu uticati na problem. Modelom se obuhvataju  

najva`nije i uticaji koji determini{u problem. U re{avanju konkretnih prakti~nih 

problema model se mo`e uvek dopuniti novim ograni~enjima i promenljivim. 

Takodje, veoma je bitna mogu}nost vr{enja postoptimalne analize. Na zadacima  

definisanja modela linearnog programiranja treba raditi tim specialista, koji dobro 

poznaje prirodu problema koji se re{ava i matemati~ke metode kojima se odreduje 

optimalno resenje problema. 

 

2.10.1.  Optimalni program proizvodnje 

 

Sastaviti optimalni program proizvodnje zna~i izabrati, izmedu velikog broja 

proizvoda, onaj asortiman proizvoda koji ce obezbediti maksimalne ekonomske 

efekte u uslovima tr`i{nih i proizvodnih (resursnih) ograni~enja.  

Za konstrukciju matemati~kog modela proizvodnje potrebno je pripremiti 

podatke o proizvodnim kapacitetima, o normativima utro{aka resursa 

(proizvodni resursi, ma{ine, ljudi, materijali, polufabrikati) po jedinici svakog 

proizvoda, o ekonomskim efektima (dobiti) koje obezbedjuje svaki proizvod, o 

eventualnim ograni~enjima koja postavlja tr`i{te, itd. 

Neka preduze}e proizvodi n razlicitih tipova proizvoda: P1 P2, . . . , Pn, za ~iju 

proizvodnju se koristi m razli~itih ma{ina, r razli~itih kategorija radnika i g 

razli~itih vrsta sirovina, ~ije su koli~ine ograni~ene. Takodje je poznata dobit 

koja se ostvaruje po jedinici svakog proizvoda. Zadatak je da se programira 

proizvodnja, kako bi se dobit u razmatranom periodu maksimizirala. 
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U matemati~kom modelu }e se koristiti slede}e oznake: 

 xj(kom) – koli~ina j-tog proizvoda koju treba proizvesti u razmatranom 

periodu,  nepoznata koju treba odrediti,  

 cj (n.j./kom)  -  dobit po jedinici j-tog proizvoda, 

 aij (v.j/kom) -   vreme koje je potrebno da se na i-toj ma{ini proizvede 

 jedinica j-tog proizvoda; 

 al0 (v.j) -   kapacitet i-te ma{ine izra`en u vremenskim jcdinicama; 

 bkj -  vreme potrebno radniku  k-te kategorije  da obradi.  odnosno 

 proizvede, jedinicu j-tog proizvoda; 

 bko – raspolo`ivi fond radnog vremena radnika k- te kategorije;  

 sVj -   kolicina v-te sirovine koja je potrebna za proizvodnju jedinice j tog 

proizvoda; 

 SV0 -   raspolo`iva koli~ina v-te vrste sirovine; 

 ej   -   koli~ina j-tog proizvoda koja se mo`e prodati na tr`i{tu. 

Matemati~ki model problema je: 

Funkcija cilja: 

j

n

j
j xcXF •= ∑

=1
)(max  - maksimalna dobit,     (44) 

Ograni~enja: 

njex

gvsxs

rkbxb

miaxa

jj

vj

n

j
vj

kj

n

j
kj

ij

n

j
ij

,.....3,2,1

,....,3,2,1,..

,....,3,2,1,..

,....,3,2,1,..

,...

0
1

0
1

0
1

=≤

=≤•

=≤•

=≤•

∑

∑

∑

=

=

=

      (45) 

Funkcija kriterijuma se mo`e i druga~ije formulisati, tako da daje maksimalnu 

vrednost proizvodnje, maksimalnu produktivnost rada, maksimalno kori{}enje 

kapaciteta, itd. Treba naglasiti da je dobijeno re{enje optimalnu u uslovima 

zadatog seta ograni~enja.  
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2.10.2. Optimizacija utro{ka materijala 

 

Kod nekih industrijskih grana, u okviru pripreme proizvodnje, se~enjem, krojenjem, 

proizvode se odredjene koli~ine proizvoda i odredjene koli~ine otpada. Koli~ina 

otpadaka zavisi od dimenzija kori{}enog materijala, od oblika i dimenzija delova 

koje treba pripremiti, kao i od izabranog na~ina obrade materijala. Funkcija cilja 

se mo`e postaviti tako da se u fazi  pripreme minimizira otpadak, odnosno, da se 

odredi optimalni utro{ak materijala koji obezbeduje ostvarenje odredene 

proizvodnje uz najmnanji ukupni otpadak.  

Matemati~ki model }e biti uradjen pod slede}im pretpostavkama: 

 preduzece treba da proizvede m ra-zlicitih delova u odredenim kolicinama,  

 za proizvodnju tih delova koristi se materijal istih dimenzija. 

 

Broj varijanti za obradu materijala unapred je poznat, a isto tako poznata je 

koli~ina otpadaka koja se javlja pri svakoj varijanti, kao i koli~ina pojedinih delova 

koja se dobija obradom jedinice materijala po svakoj varijanti. Ako se zna da se iz 

jedinice materijala datih dimenzija dobija k delova, onda je broj varijanti obrade 

materijala jednak ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
m

. 

U matemati~kog modelu }e biti kori{}ene slede}e oznake: 

 XJ   -   koli~ina materijala odredjene dimenzije koja ce biti obradjena po j-toj 

varijanti;  

 aj   -   koli~ina otpadaka od jedinice datog materijala koji je obradjen po j-toj 

varijanti; 

 aij -   kolicina delova i-te vrste koja se dobija od jedne jedinice materijala 

obradenog po j-toj varijanti; 

 bi   -   ukupna kolicina i-tog dela koju treba obezbediti za proizvodnju;  

 s    -   raspoloziva kolicina datog materijala. 

 

 

 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

106 

Funkcija cilja: 

j

n

j
j xcXF •= ∑

=1
)(min  - minimalna koli~ina otpada,   (46) 

Ograni~enja: 

njx

sx

mibxa

j

n

j
j

ij

n

j
ij

,.....3,2,1,....0

,

,....,3,2,1,..

1

1

=≥

≤

==•

∑

∑

=

=

      (47) 

2.10.3. Sastav me{avine 

 

Problemi sastava me{avine se mogu javiti u metalurgiji, neorganskoj tehnologiji, ali 

i u drugim privrednim sektorima. Problem izbora sastava me{avine je u sledecem: 

Od vi{e vrsta sirovina se proizvodi jedan proizvod. U sirovinama (polufabrikatima)  

se nalaze razni elementi. Ti elementi svojim prisustvom odreduju kvalitet gotovog 

proizvoda. Pri ovome mo`e biti zadata minimalna (recimo za korisne elemente),  

odnosno maksimalna (recimo za {tetne elemente) koli~ina nekih elemenata u 

gotovom proizvodu. Sirovine koje se koriste za proizvodnju nabavljaju se po 

razli~itim cenama, pa se problem svodi na odredivanje koli~ina pojedinih sirovina 

koje ce biti utro{ene za proizvodnju gotovog proizvoda tra`enog kvaliteta, ali tako 

da tro{kovi nabavke sirovina budu minimalni. 

Problem postaje slo`eniji ako se iz vi{e razli~itih sirovina proizvodi vi{e razli~itih 

proizvoda.  

Prvi slu~aj: Proizvodnja jednog proizvoda od vi{e sirovina 

Polazne pretpostavke: 

 za dobijanje gotovog proizvoda koristi se  n vrsta sirovina;  

 gotov proizvod mora da sadr`i m raznih elemenata u odredenim koli~inama;  

 treba proizvesti ukupno b jedinica gotovog proizvoda;  

 poznate su nabavne cene pojedinih sirovina. 
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U matemati~kom modelu }e biti kori{}eni slede}i simboli: 

 xj   -   kolicina j-te sirovine koja ce se utrositi za proizvodnju b jedinica gotovog 

proizvoda; 

 pj   -   nabavna cena jedinice j-te sirovine;  

 aij-   kolicina i-tog elementa u jedinici j-te sirovine;  

 al0 -   propisana (minimalna ili maksimalna) kolicina i-tog elementa u gotovom 

proizvodu: 

 b     -   kolicina gotovog proizvoda koju treba proizvesti;  

 sj   -   dozvoljena kolicina j-te sirovine u gotovom proizvodu.  

Funkcija cilja: 

j

n

j
j xpXF •= ∑

=1
)(min  - minimalni tro{kovi nabavke,  (48) 

Ograni~enja: 

njsx

bx

miaxa

jj

n

j
j

ij

n

j
ij

,.....3,2,1,....

,

,....,3,2,1,..

1

0
1

=≤

=

==•

∑

∑

=

=

      (49) 

 

Ako je sadr`ina pojedinih elemenata u sirovinama i dozvoljena sadr`ina 

elemenata u gotovom proizvodu izra`avaju u procentima, zna~enje pojedinih 

simbola je slede}e: 

 xj   -   koeficijent uce{}a j-te sirovine u jedinici gotovog proizvoda;  

 pj   -   nabavna cena jedinice j-te sirovine; 

 aij -   procenat i-tog element koji se sadr`i u jedinici j-te sirovine;  

 ai0 -  dozvoljeni procenat ucesca i-tog element a u jedinici gotovog proizvoda; 

 sj   -   dozvoljeni koeficijent  uce{}a j-te sirovine u jedinici gotovog proizvoda. 
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Matemati~ki model sada postaje: 

Funkcija cilja: 

j

n

j
j xpXF •= ∑

=1
)(min  - minimalni tro{kovi nabavke,  (50) 

Ograni~enja: 

njsx

x

miaxa

jj

n

j
j

ij

n

j
ij

,.....3,2,1,....

,1

,....,3,2,1,..

1

0
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=≤

=

==•

∑

∑

=

=

      (51) 

 

Drugi slu~aj: Od vi{e sirovina se proizvodi vi{e proizvoda  

Polazne pretpostavke:  

 za proizvodnju se mogu koristiti m razlicitih sirovina S1, S2, … Sm; 

 iz ovih sirovina preradorn se dobija n raznih proizvoda P1, P2,. . . . Pn;  

 poznati su normativi uce{}a svake sirovine u gotovim proizvodima;  

 poznate su nabavne cene sirovina; 

 poznate su prodajne cene gotovih proizvoda;  

 u proizvodnji nema nikakvih otpadaka i rastura, pa se gotov proizvod mo`e 

iskazati i koli~inom sirovina upotrebljenih za njegovu proizvodnju. 

Zadatak problema LP se svodi na odredivanje koli~ina svake sirovine koje }e se 

upotrebiti za dobijanje svih proizvoda, a da se pri tome ostvari najve}a dobit, 

odnosno, najve}a razlika izmedu prihoda od prodaje gotovih proizvoda i izdataka 

za nabavku sirovina. 

U matemati~kom modelu se koriste slede}e oznake: 

 xij -   kolicina i-te sirovine upotrebljene za j-ti proizvod;  

 ai   -   kolicina i-te sirovine potrebne za ukupnu proizvodnju 

 gi – raspolo`iva koli~ina i-te sirovine; 

 pi - nabavna cena jedinice i-te sirovine; 
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 bj – koli~ina j-tog proizvoda prema optimalnom resenju; 

 wj – koli~ina j-tog proizvoda koja se mo`e prodati na trzistu; 

 cj - prodajna cena jedinice j-tog proizvoda; 

 qij - koeflcijent ucesca i-te sirovine u jedinici j-tog proizvoda,  

Pri prethodnom va{e i slede}e relacije: 

j

ij
ij

m

i
ijij b

x
qqq ==<< ∑

=

;..1;..10
1

       (52) 

Problem odredjivanja optimalne me{avine mo`e se pretstaviti i tabelarno (tabela 

4), {to u mnogome problem ~ini preglednimi olak{ava formiranje matemati~kog 

modela. 

  Tabela 4. Tabelarna predstava problema odredjivanja optimalne sme{e 

Proizvodi Sirovine 

P1 P2 … Pn 

Kolicina 

i-te 

sirovine 

Cena i-te 

sirovine 

Raspoloziva 

kolicina i-te 

sirovine 

S1 

S2 

.. 

. 

Sm 

x11 

x21 

 

… 

xm 

x12 

x22 

 

… 

xm2 

… 

… 

 

… 

x1n 

x2n 

 

…. 

xmn 

a1 

a2 

…. 

am 

p1 

p2 

… 

pm 

g1 

g2 

….. 

gm 

Kolicina 

 j-tog 

proizvoda 

b1 b2  bn 

Cena c1 c2 … cn 

Mogu}i 

plasman 
w1 w2 …. wn 

 

U ovom slu~aju se javljaju dve grupe nepoznatih, i to: nepoznate koli~ine 

pojedinih sirovina potrebne za proizvodnju i nepoznate  koli~ine gotovih  

proizvoda, odnosno, nepoznat je optimalni proizvodni plan.  Medjutim, 

nepoznata koli~ina proizvoda bj koja }e u}i u optimalni plan proizvodnje se 

mo`e iskazati kao: 

∑
=

==
m

i
ijj njxb

1
,....2,1,..        (53) 
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Nepoznata koli~ina i-te sirovine, koja se treba nabaviti prema optimalnom 

proizvodnom planu je: 

 ∑
=

==
n

j
iji mixa

1
,....2,1,..        (54) 

Matemati~ki model problema se sada mo`e formulisati kao: 

Funkcija cilja: 

i

m

i
ij

n

j
j apbcXF •−•= ∑∑

== 11
)(max       (55) 

Kada se izvr{e gore navedene zamene, dobija se kona~ni oblik funkcije cilja, kao: 

ij

m

i

n

j
iij

m

i

n

j
j xpxcXmaF •−•= ∑∑∑∑

= == = 1 11 1
)(      (56) 

Ograni~enja: 

Prva grupa ograni~enja- raspolo`ive koli~ine sirovina: 

 
∑
=
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niwx

wb

1
,....2,1,..

       (57) 

Druga grupa ograni~enja – mogu}nost plasmana na tr`i{tu: 

 
∑
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Tre}a grupa ograni~enja – strukturna ograni~enja, odnosno ograni~enja koja odedjuju 

u~e{}e i-te sirovine u j-tom proizvodu: 

 

njoxqxq

njxqx

njsirovinatassibqx

ij

m
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sjsjsj

ij
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   (59) 
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2.10.4. Upravljanje zalihama 

Slede}i model se mo`e primeniti kod preduze}a sa sezonskom potra`njom proizvoda. 

Sigurno je da se kapacitet preduze}a (proizvodnih linija) ne mo`e uvek 

prilagodjavati sezonskim varijacijama u tra`nji, pa se javlja potreba za 

odredjivanjem optimalnih re{enja za kra}e periode od godinu dana, pri ~emu se 

moraju izmiriti suprotni zahtevi. Prilagodavanje obimna proizvodnje tra`nji nije 

uvek mogu}e, zbog instalisanih kapaciteti ma{ina, a u slu~aju izbora ve}ih 

kapaciteta, postavlja se pitanje nejednakog kori{}enje kapaciteta preduze}a u 

pojedinim periodima (odnosno, malo iskori{}enje u vansezoni). Sve ovo utice na 

stvaranje zaliha gotovih proizvoda. Matemati~ki model treba da na osnovu poznatih 

kapaciteta ma{ina i tra`nje za gotovim proizvodima u pojedinim periodima, odredi 

takav program proizvodnje po periodima, koji }e obezbediti najni`e tro{kove 

skladi{tenja gotovih proizvoda. 

Neka razmatrano preduze}e mo`e da proizvodi n proizvoda, za ~iju proizvodnju 

koristi m  razli~itih ma{ina, za koje je  poznat kapacitet po periodima, i da }e se 

razmatrati  s vremenskih perioda. 

U modelu }e se koristiti slede}i simboli: 

xj
k- -   obim proizvodnje ./-tog proizvoda u k:-tom periodu, 

tj   -   troskovi skladi{tenja jedinice j-tog proizvoda, 

aij -    vreme potrebno da se na i-toj ma{ini proizvede jedinica j—tog proizvoda, 

ak
i0 -   kapacitet i'-te ma{ine u k-tom periodu,  

wk
j  -    potra`nja za j-tim proizvodom u k-tom periodu, 

Matemati~ki model problema je: 

Funkcija cilja – minimalni tro{kovi skladi{tenja: 

 )()(min
1 1

k
j

s

k

n

j

k
jj wxtXF −•= ∑∑

= =

      (60) 

Ograni~enja: 
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2.10.5. Optimalno pro{irenje kapaciteta 

U proizvodnim postrojenjima se ~esto javljaju takozvana “uska grla”, koja mogu biti 

posledica gre{aka pri projektovanju ili kao posledica promene uslova tokom 

eksploatacije (promena zahteva sa tr`i{ta). Uska grla mogu biti pojedine ma{ine, 

pogoni, faze i sli~no. Ma{ine koje predstavljaju usko grlo su potpuno iskori{}ene, 

ali one svojim ograni~enim kapacitetima obaraju iskori{}enje ma{ina ispred i iza. U 

ovakvim slu~ajeviina naj~ce{} je potrebno dodatnim ulaganjima ukloniti “uska 

grla”, odnosno,  uskladiti proizvodne kapacitete. 

Pretpostavka je  da se i posle pro{irenja kapaciteta ne menja tehnologija 

proizvodnje.  To zna~i da se pro{irenje kapaciteta vr{i nabavkom izvesnog 

broja istih (ili veoma sli~nih) ma{ina. Problem se sastoji u odredjivanju 

broja ma{ina za optimalno pro{irenje kapaciteta, odnosno, za pro{irenje 

kojim se obezbedjuje optimalni proizvodni program. 

U modelu se ponovo javljaju dve vrste nepoznatih i to:  

 broj ma{ina koje treba nabaviti za pro{irenje kapaciteta, i  

 koli~ine gotovih proizvoda koje }e se proizvoditi prema optimalnom 

resenju.  

Ograni~enja su data kao: 

 kapaciteti ma{ina,  

 raspolo`iva investiciona sredstva, i  

 raspolo`ivi gradjevinski objekti (odnosno raspolo`ive radne povr{ine za 

monta`u novih ma{ina). 

Za konkretne probleme, model se mo`e pro{iriti i drugim ograni~enjima. 

U modelu }e se koristiti slede}i simboli: 

xj   - kolicina j-tog proizvoda koju treba proizvesti; 

yi - broj ma{ina i-te vrste koji treba nabaviti radi pro{irenja kapaciteta; 

cj   - dohodak (ili dobit) po jedinici j-tog proizvoda; 

bi   - godisnja amortizacija jedne i-te ma{ine; 

ai 0 — vreme koje je potrebno da se na i-toj ma{ini proizvede jedinica 

j-tog proizvoda; 

ai   - godi{nji kapacitet jedne ma{ine i-te vrste; 
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pi   - potrebna radna povr{ina za jednu ma{inu i-te vrste; 

P   - raspoloziva radna. povrsina za prosirenje kapaciteta; 

vi  - nabavna vrednost jedne ma{ine i-te vrste; 

K  - raspolo`iva investiciona sredstva. 

Matematicki model problema se sasstoji od funkcije cilja i ograni~enja. 

Funkcija cilja, ~ija se maksimalna vrednost tra`i: 

∑∑
==

•−•=
m

i
iij

n

j
j ybxcXF

11
)(max       (62) 

Funkcija kriterijuma ozna~ava maksimalni dohodak od realizacije proizvoda 

(proizvedenih pomo}u postoje}eg i pro{irenog kapaciteta) umanjen za tro{kove 

amortizacije novih masina.  

Ograni~enja: 

- nedostatak proizvodnih kapaciteta: 

mizaayaxa iiij

n

j
ij ,...2,1...,..0

1
=≤•−•∑

=

      (63) 

- ograni~ena investiciona sredstva: 

∑ ≤•
m

i
ii Kyv          (64) 

- ograni~en prostor za instalaciju ma{ina: 

∑ ≤•
m

i
ii Pyp          (65) 

Dodatni uslovi su: 

vrednostcelobrojnay
mizay

njzax

i

i

j

..
,...,2,1...,..0

,,...,2,1..,..0

−
=≥

=≥

        (66) 

Zahtev da promenljive yi,  budu celobrojne proizilazi iz prirode samih 

promenljivih, tako da je ovaj problem spada u grupu problema celobrojnog 

programiranja. 
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2.10.6. Problemi ishrane 

 

Problemi se odnose na izbor `ivotnih namirnica za ljudsku ishranu (definisanje 

obroka), odnosno na izbor sto~ne hrane za ishranu stoke. Ovi problemi spadaju 

medju prve koji su re{avani metodama linearnog programiranja. Problemi su sli~ni, 

pa se za njihovo resavanje koriste isti matemati~ki modeli. Primena ovih modela u 

sto~arstvu je daleko razvijenija,  naro~ito u industrijskoj proizvodnji krmih sme{a, 

da se i problem izdvaja i re{ava kao problem krmnih sme{a.  

 Problem se sastoji u slede}em: kako sa~initi program ishrane ve}eg broja 

istorodne stoke (iste vrste i iste starosne grupe) tako da izabrana hrana sadr`i 

u dovoljnoj koli~ini sve vrste neophodnih hranljivih sastojaka, a da izdaci za 

hranu budu minimalni. Savremena sto~arska proizvodnja toliko je napredovala 

da mo`e precizno formulisati brojne zahteve proizvodja~ima sto~ne hrane, koji 

se svode na:  

 Sastavljanje obroka je specifi~no za svaku vrstu stoke, s tim {to 

obrok mora odgovarati biolo{kim potrebama organizma i mogu}nostima 

iskori{}avanja hrane. 

 Pri sastavljanju obroka poznate su kvantitativne potrebe stoke 

za pojedinirn hranljivim sastojcima. Kod odredivanja ovih potreba 

veoma je va`no da jedan broj hranljivih sastojaka organizarn `ivotinja 

ne mo`e sam izgraditi, ve} ih mora dobiti isklju~ivo preko hrane. 

 hranljivi sastojci imaju razlicite funkcije: slu`e za proizvodnju energije, za 

stvaranje novih telesnih materija, za obavljanje bioloskih funkcija u 

organizmu, itd.Pored toga, neki dodaci hrani mogu da obezbede postizanje 

naro~itih u~inaka u ishrani stoke time sto ce pobolj{ati hranljivu vrednost 

hrane, pobolj{ati iskori{}avanje drugih sastojaka hrane, sto }e za{titno 

delovati protiv bolesti  stoke,  {to }e produ`iti  trajnost hrane itd. 

 Moraju se poznavati sastavi pojedinih elemenata hrane koja }e 

se koristiti u obroku. Jedino tako je mogu}e u~initi takav izbor i 

kombinaciju hraniva koji ce obezbediti sve ove zahteve. 

Ovaj problem predstavlja zapravo tipi~an problem tra`enja minimuma.  
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Matemati~ki model se formira pod slede}im pretpostavkama:  

 za pripremu krmne sme{e mogu se koristiti n vrsta hraniva,  

 poznate su koli~ine m vrsta hranljivih sastojaka koje dnevni obrok mora da 

sadr`i, 

 poznate su koli~ine pojedinih hranljivih sastojaka sadr`ane u jedinici svakog 

hraniva,  

 tr`i{na cena jedinice hraniva. 

 

U modelu se koriste slede}i simboli: 

xj – koli~ina j-tog hraniva koja }e se upotrebiti za dnevni obrok jednog grla 

stoke; 

pj   - nabavna cena jedinice j-tog hraniva; 

aij-   kolicina i-tog hranljivog sastojka u jedinici j-tog hraniva; 

ai0 - propisana kolicina i - tog hranljivog sastojka koju jedno grlo stoke mora da 

unese u organizam za jedan dan;  

qj   -   dozvoljena kolicina j-tog hraniva u jednom obroku za jedno grlo stoke. 

 

Matemati~ko model iznala`enja minimuma se sastiji od funkcije cilja i ograni~enja. 

Funkcija cilja: 

 ∑
=

•=
n

j
jj xpXF

1
)(min        (67) 

Ograni~enja: 

- minimalna propisana kolicina i - tog hranljivog sastojka koju jedno grlo stoke mora 

da unese u organizam za jedan dan:  

 ∑
=

≥•
n

j
ijij axa

1
0         (68) 

- maksimalno dozvoljena kolicina j-tog hraniva u jednom obroku za jedno grlo 

stoke: 

jj qx ≤≤0          (69) 
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2.10.7. Primena linearnog programiranja u poljoprivredi 

Metode i modeli LP se mogu primeniti u industriji koja preradjuje poljoprivredne 

proizvode, u sto~arskoj proizvodnji, kod problema regionalnog razme{taja i 

specijalizacije poljoprivredne proizvodnje.  

Ovde }e se obraditi model za programiranje poljoprivredne proizvodnje sa 

stanovi{ta raspodele obradive povr{ine na pojedine kulture, a  radi ostvarenja 

maksimalne dobiti. 

Model je po strukturi sli~an modelu za odredivanje optimalnog proizvodnog 

programa, sa slede}im karakteristi~nostima: 

- izrazito sezonski karakter poljoprivredne proizvodnje, koji se mora izraziti u 

modelu,  

- drugacije zna~enje promenljivih u modelu, gde se kao ograni~enja javljaju 

kapaciteti slede}ih resursa:  

 zemlja (raspoloziva obradiva povrsina),  

 poljoprivredne masine,  

 radna snaga,  

 seme, ve{ta~ko djubrivo i za{titna sredstva. 

Za formiranje matemati~kog modela polazi se od slede}ih pretpostavki: 

 poljoprivredno dobro raspolaze sa h hektara obradive povr{ine,  

 na toj povr{ini se mo`e zasejati n vrsta poljoprivrednih kultura,  

 raspolaze sa m vrsta poljoprivrednih ma{ina,  

 za proizvodnju koristi g vrsta semena, zastitnih sredstava i dubriva, 

 poznati su prose~ni prinosi svih poljoprivrednih kultura po jednom hektaru,  

 poznate su prodajne cene po jedinici svake kulture, i  

 direktni tro{kovi obrade jednog hektara pod odredenom kulturom. 

Zadatak modela je da odredi na kojoj povr{ini treba zasejati svaku od 

poljoprivrednih kultura da bi se ostvario maksimalni dobit. 

U modelu se koriste slede}i simboli: 

xj   -   broj hektara na kojima ce biti zasejana j-ta poljoprivredna kultura; 

qj   -   prosecni prinos j-te kulture po jednom hektaru; 

pj   -   prodajna cena po jedinici j-te kulture; 

tj   -   direktni troskovi obrade jednog hektara pod j-tom kulturom; 
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aij -   vreme potrebno i-toj poljoprivrednoj ma{ini za obradu jednog hektara pod j-

tom kulturom; 

ai0
k -   raspolozivo vreme rada i-te poljoprivredne ma{ine u k—toj sezoni;  

bkj -   broj radnika koje treba angazovati u k-toj sezoni po jednom hektaru pod j-

tom kulturom: 

bk
o -    broj radnika sa kojima raspola`e poljoprivredno dobro za k-tu sezonu; 

svj -   koli~ina v-tog materijala (semena, zastitnog sredstva, vestackog dubriva) 

potrebna po jednom hektaru pod j-torn kulturom; 

SV0 -  raspoloziva kolicina v-tog materijala;  

h   -   raspolo`iva obradiva povr{ina u hektarima; 

hj  -   minimalna povr{ina pod j-tom kulturom; 

hj   -   maksimalna povrsina pod j-tom kulturom. 

Funkcija cilja modela, koja obezbedjuje maksimizaciju dobiti je: 

 jj
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j
jj xtpqXF •−•= ∑

=
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      (70) 

Ograni~enja: 

- raspolo`ivost mehanizacije u svakoj k-toj sezoni: 

rkmiaxa
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k
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- raspolo`iv broj radnika u svakoj k-toj sezoni: 

rkbxb
n
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k
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k
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1
0 =≤•∑
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- raspolo`iva koli~ina potrebnog materijala (seme, djubrivo): 

gvsxs
n

j
vjvj ,...,2,1;..

1
0 =≤•∑

=

       (73) 

- raspolo`iva povr{ina i zahtevi za min., odnosno max. povr{inama: 

∑
=

=
n

j
j hx

1
          (74) 

jjj hxh ≤≤          (75) 
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3.0. NELINEARNO PROGRAMIRANJE 

Nelinearno programiranje spada u grupu deterministi~kih metoda re{avanja jedne 

velike klase stati~kih upravlja~kih zadataka. Svaki upravlja~ki zadatak kod koga je 

funkcija cilja F(X) i/ili skup ograni~enja L definisan nelinearnim zavisnostima (funkcija 

cilja nelinearnom funkcijom, a ograni~enja nelinearnim algebarskim jedna~inama ili 

nejedna~inama), svodi se na zadatak nelinearnog programiranja, ~ije se optimalno 

rje{enje pronalazi nekom od pogodnih metoda, a koja je najadekvatnija za 

pronala`enje konkretnog re{enja.  

Zadaci NP se ne mogu re{avati primenom neke univerzalne metode, kao {to je 

Simplex metoda LP, ve} se za svaki konkretni problem, u zavisnosti od njegovog 

matemati~kog modela i stepena i vrste nelinearnosti defini{e nova metoda ili 

prilagodjava neka od postoje}ih.  Tako na primer postoje specijalne metode za 

zadatke NP sa linearnim ograni~enjima, za zadatke sa kvadratnim oblikom funkcije 

cilja, za celobrojne vrenosti promenljivih itd.  

Nelinearno programiranje (NP) pokriva znatno {ire podru~je  od linearnog 

programiranja, pa se mo`e re}i i da je LP specijalni slu~aj NP. Valja ista}i da mnogi 

zadaci NP nisu jo{ re{eni. 

3.1. Postavka zadatka  

Op{ta formulacija zadatka NP se iskazuje na slede}i na~in: 

Na}i vrednost n-dimenzionalnog vektora 

),....,( 21 nxxxX =                                (76) 

za koju funkcija cilja F(X) dobija ekstremnu vrednost (minimum ili maksimum), pri 

zadatim kriterijumima 

0;..0)( ≥≤ XXG         (77) 
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Te{ko}e koje se javljaju u problemima NP upravo poti~u od prisustva nelinearnosti. 

Dve osnovne grupe problema su: problemi sa nelinearnim ograni~enjima i linearnom 

funkcijom cilja, i problemi sa linearnim ograni~enjima i nelinearnom funkcijom cilja. 

3.2. Grafi~ka prezentacija  

Grafi~ka predstava problema NP sa linearnom funkcijom cilja i nelinearnim 

ograni~enjima je data na slici 58. Osen~ena oblast predstavlja mogu}a re{enja.  

 

a) 

 

b) 

 Slika 58. NP sa lineranom funkcijom cilja i nelinearnim ograni~enjima 

O~igledno je da funkcija ograni~enja sa slike 6.b nije konveksna, odnosno nije 

ispunjen uslov da linija koja spaja bilo koje dve ta~ke iz skupa mogu}ih re{enja 

takodje pripada ovom skupu.  

Primer problema NP sa nelinearnom funkcijom cilja i linearnim ograni~enjima je dat na 

slici 59. 
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 Slika 59. NP sa nelineranom funkcijom cilja i linearnim ograni~enjima 

3.3. Klasifikacija re{ivih zadataka NP 

Slede}a klasifikacija isti~e re{ive probleme NP i njihovu op{tu formulaciju. 

a) NP sa linearnim skupom ograni~enja 

Op{ti oblik funkcije cilja i ograni~enja je: 
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b) NP sa separabilnom funkcijom cilja F(X) 

Funkcija cilja je definisana zbirom n-funkcija, koje su zavisne od samo jedne 

promenljive. Oblik separabilne funkcije cilja je: 
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=

=         (79) 
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c) Kvadratno programiranje 

U ovom slu~aju ograni~enja gi(x) su linearne funkcije, dok je funkcija cilja kvadratna, to 

jest: 

 ji

m

i

n

j
ij yxcXF ∗= ∑∑

= =1 1
)(        (80) 

d) Celobrojno programiranje 

Ovu klasu sa~injavaju zadaci, koji pored ostalih uslova zadovoljavaju i poseban uslov 

da promenljive mogu imati samo celobrojne vrednosti.  

3.4. Metode re{avanja 

3.4.1. Kuhn - Tuckerova metoda 

Kuhn - Tuckerova metoda zasniva se na teoremi Kuhn-Tucker-a koja se u literaturi 

~esto pominje i pod imenom teorema o sedlastoj tacki. Ona zauzima centralno mesto 

u teoriji konveksnog programiranja i predstavlja uopstenje klasi~ne metode 

Langrange-ovih multiplikatora. Ova teorema omogucava pronala`enje ekstremne 

vrednosti funkcije vise promjenljivih, pri skupu ograni~enja koja su zadana linearnim 

jedna~nama. Kuhn-Tucker-ova teorema pro{iruje predhodni metod na pronala`enje 

ekstremne vrednosti funcije vi{ promjenljivih, pri ograni~ejima koja mogu biti i 

nejedna~ine. 

Teorema Kuhn-Tucker-a daje potreban i dovoljan uslov koji mora ispunjavati vektor 

X=X* koji predstavlja re{enje zadatka. Kriterijumi se postavljaju i proveravaju na bazi 

uop{tene Lagrange-ove funkcije Φ(X, Λ). Da bi se formirala ova funkcija uvode se m 

novih promenljivih, koji se ina~e nazivaju Lagrange-ovi mno`itelji (multiplikatori), i koji 

se ozna~avaju sa λ1, λ2, . . ,λm. Sada se Lagrange-ova funkcija, koja je zavisna od 

n+m promenljivih mo`e napisati kao:  

 )()(),(
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i
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=

+=ΛΦ λ       (81) 
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Kuhn-Tucker-ova teorema se mo`e definisati kao: 

Vektor X=X* predstavlja re{enje zadatka NP, tada i samo tada kada postoji vektor 

Λ=Λ* takav da je: 

 0;...0 ** ≥Λ≥X         (82) 

 
0,..0..

),(),(),( ****

≥Λ≥∀
ΛΦ≤ΛΦ≤ΛΦ

Xza
XXX

      (83) 

Pod ovim uslovima funkcija Φ u ta~ki (X*, Λ*) mora imati globalni minimum u oblasti 

X>=0 u odnosu na X i globalni maksimum u oblasti Λ>=0 u odnosu na Λ. Drugim 

re~ima, ta~ka sa koordinatama (X*, Λ*)predstavlja nenegativnu sedlastu ta~ku za 

funkciju Φ. Kao i za ostale probleme matemati~kog programiranja i optimizacije, 

razvijen je ~itav niz ra~unarskih algoritama i programa za probleme nelinearnog 

programiranja Kuhn-Tucker-ovom metodom.  

3.4.2. Gradijentna metoda 

U cilju lak{eg razumevanja, koncepcija gradijentne metode je izlo`ena na primeru 

odredjivanja minimuma funkcije sa dve nezavisno promenljive. Da bi procedura bila 

{to jednostavnija, pretpostavlja se da se minimizacija funkcije F(X) = F(x1, x2) vr{i u 

odsustvu skupa ograni~nja (L), odnosno, da je funkcija za bilo koje veli~ine x1 i x2 u 

oblasti ograni~enja. Zadana funkcija F = F(x1, x2) je prikazana na slici 11, a u ravni (x1, 

x2). Minimum funkcije F(x1, x2) odredi}e se nekom vrstom pretra`ivanja po domenu 

njene definisanosti u ravni (x1, x2), kao {to je prikazano na slici 60. 
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  Slika 60. Grafi~ka interpretacija gradijentne metode 

 

Ako se zna da su funcija F(x1, x2) i njeni parcijalni izvodi po x1, x2 neprekidne funkcije, 

postavljeni problem mo`e se re{iti pretra`ivanjem re{enja du` neke linije, du` koje je 

totalni prira{taj funkcije stalno negativan. Na sl. 4.2 nacrtane su tri takve linije P – A1 – 

A2 – A3 – M, P-B-M i P – M. Algoritam za pretra`ivanje re{enja du` linije P-A1-A2-A3-M 

sastoji se u slede}em: 

Najpre se u polaznoj ta~ki P odredjuje parcijalni izvod funkcije F(x1, x2) po promenljivoj 

x1 i kada se konstatuje da je negativan, onda se pretra`ivanje (kontinualni ili diskretno) 

vr{i du` prave P – A1, pri ~emu je x2 = const., a x1 raste sve dok funkcija F(x1, x2p) 

opada, tj. do ta~ke A1. Zatim se u ta~ki A1 odredjuje parcijalni izvod funkcije F(x1, x2) 

po x2, pa po{to je negativan, pretra`ivanje se nastavlja du` prave A1 – A2 sve dok 

funkcija F(x1 A1 x2) opada, tj. do ta~ke A2, itd. Ova pretra`ivanja du` prave paralelne osi 

x1, a zatim du` prave paralelne osi x2 nastavljaju se naizmeni~no, sve dok se 

kooridnate minimuma funkcije F(x1, x2) ne odrede sa proizvoljnom ta~no{}u. 

Druga mogu}nost sastoji se u pretra`ivanju minimuma (maksimuma) funkcije F(x1, x2) 

du` linije najve}eg pada (uspona). Za posmatrani primer minimizacije funkcije F(x1, 

x2), linija najve}eg pada je P – M (slika 9). Algoritam za takvo pretra`ivanje polazi od 

odredjivanja smera najve}eg pada funkcije F(x1, x2) u ta~ku P koji je suprotan pravcu 

gradijenta funkcije, a zatim se vr{i elementarni pomeraj u tom smeru do susedne 

ta~ke P1, u kojoj se takodje odredjuje smer najve}eg pada kao u ta~ki P. 
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Dalji postupak se nastavlja vr{e}i elementarni pomeraj iz ta~ke P1 u P2, i sve tako dok 

se ne dobije minimum funkcije F(x1, x2). Drugim re~ima, ovaj postupak ponavlja se sve 

dok funkcija F(x1, x2) ne prestane da opada. Izra~unavanje gradijentne funkcije F(X) 

predstavlja obiman i zametan posao, pa je sa ra~unaskog aspekta jednostavnije da se 

to izra~unavanje vr{i povremeno, {to se efikasno koristi u modifikovanim metodama 

gradijenta. Pretra`ivanje vrednosti funkcije F(x1, x2) kori{}enjem ove metode 

pokazano je na slici 9 linijom P-B-M. U tom slu~aju algoritam se sastoji u slede}em: 

Prvo se odredjuje smer najve}eg pada u polaznoj ta~ki P, a zatim se pretra`uju 

vrednosti du` prave P -–B koja je kolinearna sa pravcem gradijenta funkcije u ta~ki P i 

to sve dok funkcija F(x1, x2) opada, tj. do ta~ke B. Posle toga odredjuje se smer 

najve}eg pada funkcije u ta~ki B i pretra`ivanje se nastavlja du` prave koja polazi iz 

ta~ke B, a kolinearna je sa pravcem gradijenta funkcije F(x1, x2) u ta~ki B. Proces se 

dalje nastavlja na isti na~in. Sve ove mo`e se uop{titi i na funkcije F(X), koje zavise od 

n-nezavisno promenljivih. 

 

3.4.3. Kvadratno programiranje 

 

Metode re{avanja zadataka NP najpotpunije su razvijene za jednu specijalnu klasu 

zadataka, koji se karakteri{u kvadratnom funkcijom cilja (slika 10) i linearnim skupom 

ograni~enja. Zadaci NP ove vrste s enaj~e{}e javljaju kod analize korisnog efekta 

(proizvodnje, dobiti, itd.), {to se mo`e prikazati konkavnom funkcijom sli~moj krivi  5, ili 

kada su u pitanju analize tro{kova, funkcija cilja prikazuje se konveksnom krivom 

oblika 1, 2 ili 3, kao {to je dato na slici 61.  

 

Slika 61. Primeri mogu}ih oblika kvadratnih funkcija cilja 
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Formulacija odgovaraju}eg matemati~kog modela zadataka kvadratnog programiranja 

mo`e se iskazati  funkcijom cilja kojoj treba odrediti minimum ili maksimum, kao:  

 ij

n

1i

n

1j
ij xxcXF ∑ ∑

= =
=)(         (84) 

uz skup ograni~enja: 

 ),.....,,;..(),.....,( n21i0xxxg n21i =≤  

Kvadratna funkcija dve promenljive je oblika: 
2
2222112

2
111 xcxxcxcXF ++=)(        (85) 

Neki od koeficijenata u funkciji cilja (85) mogu biti jednaki nuli. Kvadratna funkcija cilja  

je konveksna, ako su koeficijenti cij takvi da za bilo koji par nenegativnih vrednosti 

promenljivih xi i xj imamo ispunjene uslove 

0xxc ij

n

1i

n

1j
ij ≥∑ ∑

= =
        (86) 

U suprotnom slu~aju, funkcija F(X) je konkavna, a  funkcija – F(X) je konveksna. 

 

Zadaci NP koji se odnose na maksimizaciju odredjenog korisnog efekta ili na 

minimizaciju tro{kova, u najve}em broju slu~ajeva imaju funkciju cilja konveksnu ili 

konkavnu. Ako su u matemati~ki model uklju~ene promenljive xj(j=1,2,…,n), koje 

predstavljaju, na primer, koli~ine razli~itih artikala proizvodnje, onda funkcija cilja koja 

odr`ava proizvodnju u najve}em broju slu~ajeva nije konveksna ve} konkavna.  

 

3.4.4. Separabilno programiranje 

 

Osnovna karakteristika separabilnog programiranja se sastoji se u tome da je uvek 

mogu}e funkciju cilja prikazati zbirom n funkcija (jedna~ina 19) koje su u op{tem 

slu~aju nelinearne, pri ~emu svaka od tih funkcija zavisi samo od jedne promenljive, tj. 

 

 ∑
=

=
n

1j
j xjfXF ).()(         (87) 
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Zadatak separabilnog programiranja mo`e se  formulisati na slede}i na~in: 

 

Potrebno je odrediti nenegativne vrednosti xj ≥ 0, (j=1,2,…,n) za koje funkcija cilja 

dobija maksimalnu (minimalnu) vrednost, a da pri tome bude zadovoljen skup 

ograni~enja oblika 

 ∑
=

≥=
n

j
xjGijXgi

1
,0)()(  (i=1,2,…, m)     (88) 

 

gde je X = (x1, x2, …, xn). 

 

Skup ograni~enja oblika (36), mora takodje biti definisan separabilnim funkcijama gi 

(X), koje se prikazuju zbirom funkcije gi (xj), od kojih svaka zavisi samo od jedne 

promeljive xj. 

Ekvivalentan matemati~ki model zadatka je: 

 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=
∂∂

∂

=
∂∂

∂

.
)(

..)(

0
Xjx
Xg

0
Xjx
XF

k

i
2

k

2

 za sve vrednosti k ± j, (i = 1,2, …, m), (j=1,2,…, n) (89) 

 

Svi zadaci linearnog programiranja spadaju u klasu zadataka separabilnog 

programiranja, kao i jedan veliki broj zadataka kvadratnog programiranja.  

 

3.4.5. Celobrojno programiranje 

 

Ovde }e se posebna pa`nja obratiti na zadatke celobrojnog programiranja kod kojih 

promenljive xj uzimaju samo dve vrednosti i to 0 i 1. Ovakvo programiranje se i zove 0-

1 programiranje.  

Kod re{avanja zadataka 0-1 programiranja, zbog kona~nog broja mogu}ih alternativa, 

ne koriste se kontinualne metode o kojima je bilo re~i. Za njihovo re{avanje razvijene 

su posebne metode, od kojih se neke zasnivaju na kombinatorici, pa se ~esto i ove 

metode zovu – kombinatorno programiranje.  
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Postoji vi{e metoda za re{avanje zadataka 0-1 programiranja. Jedna od najstarijih 

metoda zasniva se na ispitivanju svih mogu}ih varijanti dopustivog plana i odabiranju 

one varijante koja predstavlja optimalni plan. Polaze}i od pretpostavke da matemati~ki 

model odredjenog zadatka 0-1 programiranja sadr`i n-promenljivih xj(j=1,2,…,n) od 

kojih svaka promenljiva mo`e da uzima vrednost 0 ili 1, lako se dolazi do zaklju~ka da 

je broj mogu}ih varijanti re{enja jednak 2. Obzirom da je broj promenljivih 

xj(j=1,2,…,n) koje se pojavljuju u realnim matemati~kim modelima veoma veliki, ova 

metoda odabiranja re{enja, kroz pretra`ivanje svih mogu}ih varijanti, postaje u praksi 

neupotrebljiva. 

Druge metode za re{avanje zadataka 0-1 programiranja sastoje se u odbacivanju 

nekih varijanti mogu}ih re{enja, za koje se pouzdano zna da ne mogu predstavljati 

optimalni plan.  

Matemati~ka formulacija zadataka 0-1 programiranja je: 

Potrebno je odrediti vrednost xj(j=1,2,…,n) za koje funkcije cilja F = F (x1,x2,…, xn) 

posti`e maksimalnu (minimalnu) vrednost, a da pri tome bude zadovoljen skup 

ograni~enja  gi (x1,x2,…, xn) ≤ 0, (i = 1,2,…, m), pri ~emu sve promeljive xj uzimaju 

vrednosti: 

),....,,...( m21j
1
0xj =

⎩
⎨
⎧=        (90) 

 

Ovako formulisani model predstavlja op{ti matemati~ki model 0-1 programiranja.  
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3.5. Primeri re{enih zadataka 
 
Primer 1: Grafi~ka metoda 
 

Na}i ekstremne vrednosti nelinearne funkcije cilja: 

  22 )8()4(),( −+−= yxyxF  

  uz linearna ograni~enja: 

  
142:
3052:

2

1

≤+
≤+

yxP
yxP

 

Grafi~ka prezentacija problema NP je data na slede}oj slici 62. 

 

Slika 62. Grafi~ka prezentacija Primera 1 NP 

Kao {to se vidi, funkcija cilja predstavlja kru`nicu sa centrom u ta~ki (4,8). Minimum }e 

biti u ta~ki u kojoj funkcija cilja dodiruje oblast ograni~enja, a maksimum }e biti u 

jednom od temena oblasti ograni~enja. Za odredjivanje koordinate ta~ke E, u kojoj 

funkcija cilja ima minimum, koristi se uslov jednakosti koeficijenta (nagiba) prave P1 i 

tangente na njoj. Re{avanjem dobijenog sistema jedna~ina, dobijaju se koordinate 

ta~ke minimuma i minimalna vrednost funkcije cilja, i to: 

E(2,7586; 4,8965) i min.F(x,y)=11,1724 
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Maksimum funkcije cilja }e biti u nekom od temena oblasti mogu}ih re{enja A(0,6), 

B(7,0), C(5,4) i O(0,0), u kojima je vrednost funkcije cilja: 

80)(
17)(
73)(

20)86()40()( 22

=
=
=

=−+−=

OF
CF
BF
AF

 

Funkcija cilja ima maksimum u ta~ki O(0,0) i ima vrednost maxF(0,0)=80. 

 
Primer 2. Nala`enje ekstrema funkcije tro{kova 

 

Funkcija tro{kova proizvodnje tri artikla x1, x2 i x3 je nelinearna i data kao:  

 

Odrediti stacionarne ta~ke funkcije i definisati njihovu prirodu. 

Re{enje:  

Potrebni uslovi za odredjivanje stacionarnih ta~aka se nalaze u definisanju parcijalnih 

izvoda po svakoj promenljivoj i njihovim izjedna~avanjem sa nulom.  

 

Na osnovu ovoga ledi da postoje dve stacionarne ta~ke funcije, i to: 

  и   
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Karakter stacionarnih ta~aka (min ili  max) se utvrjuje drugim izvodima po 

promenljivima i me{ovitim izvodima funkcije tro{kova, i to: 

     

Posle razvoja, dobijaju se slede}i parcijalni i vi{i izvodi: 

 

 

Determinante stacionarne ta~ke su: 

 

 det 3= 112 

Po{to su vrednosti determinanti ve}e od nule, proizilazi da nelinearna funkcija 

tro{kova u ta~ki A (1/4, 2, - 1/4) ima relativni minimum, koji iznosi: 

 

Primenom istog postupka, za ta~ku B (1/4, -2, -1/4), dolazi se do zaklju~ka da funkcija 

ima lokalni minimum i u ta~ki B. NJena vrednost u ovoj ta~ci je: 
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Po{to je  T(A) = 4,98 < T(B) = 7,65 dolazi se do zaklju~ka da je ta~ka A globalni 

minimum funkcije tro{kova T(X).  

 

3.5.1  Re{avanje problema nelinearnog programiranja kori{}enjem programskog  

paketa LINGO 

 

Savremen na~in re{avanja problema NP je kori{}enjem razvijenih programskih 

paketa. Jedan od vrlo mo}nih programa je LINGO. Kori{}enje ovog programskog 

paketa je poja{njeno kroz slede}e primere u slu~aju nelinerane funkcije cilja. 

 

Primer  1. Definisanje optimalnog prizvodnog programa  

 

Fabrika opreme i delova iz Bora proizvodi 3 vrste muljnih pumpi, tip I, tip II i tip III. 

Od strane kupaca je vec naru~eno 25 komada  pumpi tipa I, 20 komada tipa II i 10 

komada tipa III. 

Potrebna ulaganja za proizvodnju jedne pumpe iznose: za tip I - 1000 EUR-a, za tip II 

- 1400 EUR-a i za tip III - 1800 EUR-a. 

Menad`ment fabrike je napravio analizu i zaklju~io da je opravdano proizvesti i ve}i 

broj pumpi, da ce se za njih prona}i kupci, ali da je raspolo`ivi fond za ulaganje do 

95.000 EUR-a. 

Dobit koji se ostvaruje prodajom jedne pumpe nije linearna, ve} zavisi i od broja 

proizvedenih pumpi (zbog odnosa fiksnih i promenljivih tro{kova), i iznosi: 

Za tip I: 1
2
14 xx −   

Za tip II: 2
2
2 58 xx +  

Za tip III:  3
2
3 2xx +  

Potrebno je odrediti takav proizvodni program, koji }e u uslovima zadatih ograni~enja 

obezbediti maksimalnu dobit. 
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Matemati~ki model problema:  

 

Funkcija cilja:  

Max F(x)= 1
2
14 xx − + 2

2
2 58 xx + + 3

2
3 2xx +  

 
Ograni~enja: 
 
1000*X1+1400*X2+1800*X3<=95000; 
X1>=25 
X2>=20 
X3>=10 
 

Dodatno ograni~enje je da se tra`i da re{enje bude celobrojno, po{to je za pola 

pumpe te{ko na}i kupca. 

 

Izgled ekrana sa tekstom zadatka i postavljenim matemati~kim modelom je dat na slici    

63, sa koje se mogu videti i osnovna pravila sintakse programa LINGO.  

 

 Slika 63. Izgled ekrana sa postavljenim matemati~kim modelom 
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Izgled ekrana sa rezultatima prora~una je dat na slici 64. 

 

 

Slika 64. Izgled ekrana sa rezultatima prora~una 

 

Vidi se da je optimalni proizvodni program u datim uslovima: 

 [ ]
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1

x
x
x

X  

Pri ovom proizvodnom programu, dobit }e iznositi F(X*)= 13346 EUR-a. 

 

Primer 2:  

Mlekara raspola`e sa  15 hl mleka dnevno i proizvodi: jogurt, pavlaku i kiselo mleko. 

Za proizvodnju jednog hl jogurta potrebno je 2 hl mleka, za 1 hl pavlake potrebno je 4 

hl mleka i  za 1 hl  kiselog mleka potrebno je 2.5  hl mleka. 

Troškovi proizvodnje po hl proizvoda  iznose: 4x2-1 za  jogurt,  y²-3y za pavlaku i  5z2 

za kiselo mleko.  

Formulisati matematicki model plana proizvodnje Borske Mlekare koja obezbedjuje 

minimalne ukupne troškove.  
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Definisanje promenljivih:  

x – jogurt 

y – pavlaka 

z – kiselo mleko; 

Funkcija cilja: F (x,y,z)  =  t1· x + t2 · y + t3 · z  = ( 4 x2- 1 ) x  +  ( y2 - 3y ) y  + 5 z2  

Ograni~enje:  2 x + 4 y + 2.5 z = 15 

Izgled ekrana sa postavljenim matemati~kim modelom je dat na slici 65, dok je izgled 

ekrana sa rezultatima prora~una dat na slici 66. 

 

  Slika 65. Izgled ekrana sa postavkom zadatka 

 

  Slika 66. Izgled ekrana sa re{enjem zadatka 
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4.0. DINAMI^KO PROGRAMIRANJE 

 

Dinami~ko programiranje je poseban matemati~ki aparat, koji omogu}uje optimalno 

planiranje vi{eetapnih procesa upravljanja. Mnogi zadaci upravljanja procesima u 

tehnici, ekonomiji, vojsci, fizici, biologiji, itd., mogu se predstaviti u vidu vi{eetapnih 

procesa, na koje se mo`e primeniti metoda dinami~kog programiranja, a sa ciljem  

dobijanje optimalnog plana upravljanja. Kao optimalno upravljanje se podrazumeva 

ono upravljanje, koje daje najbolje re{enje, odnosno re{enje kojim se posti`e 

maksimalni cilj operacije, pri ~emu se u razmatranje uzimaju sve faze procesa. 

  

Za prakti~nu primenu metode DP potrebno je da svaki razmatrani proces ima svoj 

jasno postavljen matemati~ki model, sa precizno definisanim ciljem (funkcija cilja), koji 

treba maksimizirati (minimizirati) i ograni~enjima koja se moraju uzeti u obzir u toku 

procesa. Za ovako postavljen zadatak, ukoliko su zadovoljeni uslovi koje zahteva 

primena metode DP, treba na}i funkcionalne relacije primenom principa optimalnosti. 

U izvesnim slu~ajevima mogu}e je na}i analiti~ko re{enje, ali naj~e{}e re{enje se 

nalazi  numeri~kom analizom, uz primenu razvijenim programa. 

 

4.1. Osnovni pojmovi i termini 

 

Pod terminom sistem podrasumeva se fizi~ki sistem (tehni~ki, ekonomski, biolo{ki, 

itd.), koji se  mo`e definisati kao vektor stanja: 

 

 r(t) = r1(t), r2(t),…,rN(t)       (91) 

 

Komponente vektora r(t) odredjuju osobine sistema, a broj N naziva se dimenzijom 

sistema. 

Ako  p ozna~ava po~etno stanje sistema (p ta~ka koja pripada M-dimenzionalnom 

prostoru R) , a p1, p2,…pn  stanje sistema u uzastopnim vremenskim trenucima i ako 

postoji relacija 

 

 Po = p, pn+1 = W(Pn),  n = 0,1,2,…,     (92) 

 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

136 

koja predstavlja skup vektora 

 

  (po,p1,p2,…,)        (93) 

 

kao reprezentaciju pona{anja sistema u diskretnim trenucima vremena n=0,1,2,…, 

tada se mo`e re}i da  skup vektora (91) defini{e proces, tj. jednu specijalnu vrstu 

procesa koja se naziva vi{eetapni proces.  

 

Relacija (92) mo`e se na drugi na~in napisati kao 

 

  Pn = Wn(p),        (94) 

 

{to ozna~ava da je n – puta primenjen operator W. 

 

Jasno je da je ovakva vrsta procesa definisana po~etnim stanjem sistema p i 

trasformacijom W(p), {to se simboli~no mo`e predstaviti sa: 

 

  [p, W(p)].        (95) 

 

Proces se re~ima mo`e opisati kao pona{anje sistema u toku vremena. 

 

4.2. Funkcije procesa 

 

U op{tem obliku, skalarne funkcije koje zavise od procesa mogu se iskazati kao: 

  G(po,p1,p2,… pn).       (96) 

 

Kod vi{eetapnih procesa, naj~e{}e se razmatraju funkcije slede}eg tipa: 

 

 ),(
0

i

N

i
pG∑

=

         (97) 
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4.3. Vrste procesa 

 

Diskretni i neprekidni procesi 

 

Diskretni procesi su oni procesi u kojima se stanje sistema menja samo u diskretnim 

trenucima vremena. Ako se posmatra promena stanja sistema neprekidno po 

vremenu, dolazi se do neprekidnih vi{eetapnih procesa. Za izu~avanje ovakvih 

procesa mogu se koristiti rezultati dobijeni za diskretne  procese, pustiv{i da du`ina 

intervala vremena izmedju dva posmatranja te`i nuli. U slu~aju neprekidnih procesa 

mora se dokazati postojanje i jedinstvenost re{enja, {to nije slu~aj sa diskretnim, tako 

da se naj~e{}e izu~avaju diskretni vi{eetapni procesi. 

 

Stacionarni i nestacionarni procesi 

 

Oblik transformacije W (p) do sada je bio takav da nije zavisio od vremena. Procesi 

ovakvog tipa nazivaju se stacionarnim. Ako se pretpostavi da se posmatra slo`eniji 

slu~aj: 

 pn+1 = Wn(pn),         (98) 

 

gde indeks n ozna~ava da transformacija W zavisi od vremena, dolazi se do procesa 

koji se naziva nestacionarni proces. Mogu}e je, takodje, da i odgovaraju}e funkcije 

zavise od vremena. 

 

Determinirani i stohasti~ki procesi 

 

U svim procesima koji su do sada razmatrani, stanje sistema pm+1 bilo je jedinstveno 

odredjeno na osnovu stanja sistema pm, putem transformacije W 

 

 pm+1 = W (pm)         (99) 

 

To su bili tzv. determinirani procesi. 
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Medjutim, mogu}e je da W ne bude potpuno poznato, nego je to stohasti~ka 

transformacija, koja daje slu~ajni vektor stanja p1, ~ija je raspodela verovatno}a 

odredjena sa p. Niz takvih vektora  [p,p1,p2,…,] odredjuje diskretni vi{eetapni proces 

stohasti~kog tipa. Jasno je da }e i odgovaraju}e funkcije biti takodje slu~ajne veli~ine. 

Da bi se dobili numeri~ki rezultati, uzimaju se matemati~ka o~ekivanja funkcija ovih 

slu~ajnih promenljivih. 

4.4. Op{te karakteristike i primena  

Op{te karakterisitke modela DP su:  

- Globalni model (problem) se ras~lanjuje na etape i u okviru svake etape se vr{i 

optimizacija (maksimizacija dobiti, minimizacija tro{kova i sl.) 

- Etapa (faza) se defini{e kao uredjen skup stanja. 

- Prilikom izbora procesa upravljanja (ili dejstva) transformacija vakog stanja teku}e 

etape (faze) je povezana sa slede}om etapom. Ako se problem DP interpretira kao 

mre`ni model, svaki ~vor u mre`i odgovara jednom stanju. 

- U analizi trenutnog stanja, najbolje upravljanje u narednoj etapi je nezavisno od 

upravljanja (akcija) koje je realizovano u prethodnoj etapi. 

- Optimalno upravljanje po~inje sa prvom ili poslednjom etapom, u zavisnosti od 

prirode modela  

Prakti~na primena modela DP se mo`e pokazati na primerima jednodimenzionalne ili 

vi{edimenzionalne optimalne raspodele resursa, pri ~emu resurs mo`e biti materijal, 

radna snaga, ma{ine ili investicije.  

4.4.1. Prosta raspodela jednorodnog resursa 

Problem se sastoji u raspodeli jednorodnog resursa na n mesta tro{enja, pri ~emu ta 

mesta mogu biti razli~iti proizvodni procesi prerade (utro{ka) razmatranog resursa, ili 

razli~ite linije, odnosno ma{ine, pri ~emu je koli~ina resursa ograni~ena. Svako mesto 

tro{enja (ma{ina, linija i sl.) ima razli~itu efikasnost, koja mo`e da se ogleda kroz dobit 

koja se ostvaruje utro{kom (preradom, tretmanom) odredjene koli~ine resursa na 

odredjenom mestu (ma{ini, liniji, pogonu). Kapacitet svakog mesta tro{enja je takodje 

ograni~en.  
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Ako funkcija cilja predstavlja dobit, onda se ona mo`e napisati kao: 

 )(........)()()()(max 332211
1

xgxgxgxgXF j

n

j
j +++== ∑

=
 (100) 

U prethodnoj jedna~ini je: 

xj – koli~ina resursa dodeljena j-tom procesu (ma{ini, liniji), 

gj (xj) – funkcija dobiti koja se ostvari kada se koli~ina xj dodeli j-tom procesu (ma{ini, 

liniji), 

Po{to je koli~ina resursa ograni~ena, sledi da je: 

 Sxxx n =+++ .........21        (101) 

U slu~aju da su kapaciteti procesa ograni~eni, slede i slede}a ograni~enja: 

 jj Qx ≤≤0          (102) 

Slede}a ograni~enja mogu biti zahtevi da promenljive xj budu celobrojne.  

Metod DP se bazira na principu optimalnosti, koji se mo`e interpretirati kao: Optimalna 

politika ima to svojstvo, da bez obzira na po~etno stanje  i re{enje u po~etnom 

trenutku, naredna re{enja moraju biti optimalna u odnosu na stanje koje je dobijeno 

prvobitnim re{enjem. 

Interpretacija gore navedenog se mo`e interpretirati na slede}i na~in: Ako odredjenu 

koli~inu ograni~enog resursa S, koju }emo ozna~iti sa  xn dodelimo n-tom procesu, 

koli~inu koja preostaje (S-xn) treba raspodeliti na ostale procese (ma{ine, linije, 

pogone), tako da ostvarena dobit bude maksimalna. 
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Maksimalna dobit, koja se ostvaruje raspodelom ograni~ene koli~ine resursa S na n 

procesa se mo`e iskazati kao: 

{ }nnnn
Sx

n xSfxgSf
n

−+= −
≤≤

()()( 1
0
max     (103) 

Dobit na osnovu prvobitnog re{enja, dodele koli~ine x1 procesu 1 (prvom procesu, 

prvoj liniji, prvoj ma{ini) je: 

 { })(max 11
110

1 )( xg
Qx

Sf
≤≤

= , uz 0)(0 =Sf ; {to sledi iz same definicije funkcije.  

Ako se sa 
*
ix ozna~e one vrednosti resursa pri kojima se u i-tom procesu posti`e 

maksimalna vrednost efikasnosti, odna proisti~e: 

 { })()()( *
1

*

0
max

*
nnnn

Sx
n xSfxgSf

n

−+= −
≤≤

;    (104) 

 [ ]{ }1
*

211
0

*
1 )()()( max

*
1

−−−−
−≤≤

− −−+=−
−

nnnnn
xSx

nn xxSfxgxSf
nn

 (105) 

Na sli~an na~in se sra~unavaju i ostale vrednosti 
*
1

*
2

*
1 ,,........ xxxn− , imaju}i u vidu da 

su to sve delovi ograni~enog resursa S koji se dodeljuju odgovaraju}im procesima 

(ma{inama, linijama i sli~no. Posebno, za vrednost 
*
1x maksimalna dobit u prvom 

procesu je: 

)...()()...( *
2

*
1

*
111

...0

*
2

*
1

*
1 max

*
2

*
1

xxxSgxgxxxSf nn
xxSx

nn
n

−−−−==−−−− −
−−−≤≤

−
(106) 
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4.4.1.1. Primeri re{enih zadataka 

Primer 1: Prosta raspodela jednorodnog resursa sa lineranom funkcijom cilja 

U pekari je potrebno rasporediti jednorodni resurs, vre}e bra{na na liniju za 

proizvodnju peciva, kola~a i hleba. Ostvarena dobit linearno zavisi od koli~ine 

dodeljenog resursa i iznosi: 

- za pecivo (x1): d1=4 n.j./jedinici resursa (vre}e bra{na); 

- za kola~e (x2): d2=5 n.j./jedinici resursa; 

- za hleb (x3): d3=2 n.j./jedinici resursa. 

U razmatranom periodu, pekara }e imati na raspolaganju do 8 vre}i bra{na, dok su 

kapaciteti svake linije prerada do 5 vre}i bra{na. Zbog higijensko-tehni~kih uslova nije 

dozvoljeno presipanje bra{na, odnosno deljenje jedinice resursa. 

Re{enje: 

Matemati~ki model se sastoji od funkcije cilja i ograni~enja. 

Funkcija cilja: 

 321 254)(max xxxxF •+•+•=  

Ograni~enja: 

 
3,2,1__50

8321

=≤≤
≤++

izax
xxx

i
 

Dodatno ograni~enje je zahtev da promenljive budu celobrojne (sadr`aj vre}a 

se ne moze deliti i presipati. 

Neposredne dobiti od raspodele resursa linijama  su date u slede}oj tabeli: 
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S x1 f1(S) x2 f2(S) x3 f3(S) 

0 0 0 0 0 0 0 

1 1 4 1 5 0 5 

2 2 8 2 10 0 10 

3 3 12 3 15 0 15 

4 4 16 4 20 0 20 

5 5 20 5 25 0 25 

6 5 20 5 29 0 29 

7 5 20 5 33 0 33 

8 5 20 5 37 0 37 

Vrednosti dobiti u koloni f1(S) se izra~unavaju na osnovu izraza za funkciju cilja, u 

lu~aju da se resurs dodeljuje samo prvoj liniji (pravljenje peciva): 

 1
50

1 4)( max
1

xSf
x

•=
≤≤

 

U slu~aju da se resurs dodeljuje liniji 1 i 2 (za proizvodnju proizvoda x1 i x2), optimalna 

dobit je prikazana u koloni f2(S), koja se ra~una po slede}em izrazu: 

 
{ })(5max 212

520)(2
xSfx

xSf −+•
≤≤

=  na osnovu ~ega sledi: 

 { } 000)00(05max)0( 102
2

=+=−+•=
=

ff
x

 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=+=−+•
=+=−+•

=
=
= 505)11(15

440)01(05
max)1(

1

1

1
02

2
2 f

f
f

x
x

=5 

 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=−+•
=+=−+•
=+=−+•

=

=
=
=

10010)22(25
945)12(15
880)02(05

max)2(

1

1

1

2
1
02

2
2
2

f
f
f

f

x
x
x

=10 
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 .......................................................................................... 

 37

371225)58(55
361620)48(45
352015)38(35
302010)28(25

25205)18(15
20200)08(05

max)8(

1

1

1

1

1

1
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2
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=
=≤

f
f
f
f
f
f

f
x

 

Ako se u razmatranje uvrsti i raspodela resursa na tre}u liniju, optimalna dobit se 

ra~una po slede}oj formuli: 

 
{ })(2max 322

530)(3
xSfx

xSf −+•
≤≤

=  

 { } 000)00(02max)0( 203
3

=+=−+•=
=

ff
x  

 
5

202)11(12
550)01(02

max)1(
2

2

1
03

3
3

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=+=−+•
=+=−+•

=
=
= f

f
f

x
x
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752)12(12
10100)02(02

max)2(

2

2

2

2
1
03

3
3
3

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=−+•
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=

=
=
=

f
f
f

f

x
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37

251510)58(52
28208)48(42
31256)38(32
33294)28(22
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37370)08(02

max)8(

2

2

2

2
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2
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2

=
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⎪
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Optimalno re{enje je isto, i glasi:  

   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
∗

∗

∗

∗

0
5
3

3

2

1

x
x
x

X  

Vrednost funkcije cilja je: 

 37025534254)( 321 =•+•+•=•+•+•=∗ xxxXF  

Po{to je u pitanju jednostavni slu~aj distribucije jednorodnog resursa, problem se 

mo`e re{iti direktnim poredjenjem vrednosti funkcije dobiti, a u zavisnosti od mogu}ih 

stanja distribucije resursa, kao {to je dato u slede}oj tabeli. 

x1 0 1 2 3 4 5 5 5 5 

(S-x1) 8 7 6 5 4 3 3 3 3 

x2 5 5 5 5 4 3 3 3 3 

(S-x2) 3 3 3 3 4 5 5 5 5 

x3 3 2 1 0 0 0 0 0 0 

g1(x1) 0 4 8 13 16 20 20 20 20 

g2(x2) 25 25 25 25 20 15 15 15 15 

g3(x3) 6 4 2 0 0 0 0 0 0 

Σg1(x1) 31 33 35 37 36 35 35 35 35 

I ovom metodom su dobijeni isti rezultati, to jest, optimalno re{enje: 

   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
∗

∗

∗

∗

0
5
3

3

2

1

x
x
x

X ; 

pri ~emu je vrednost funkcije cilja: 

 37025534254)( 321 =•+•+•=•+•+•=∗ xxxXF  
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Primer 2. Prosta raspodela jednorodnog resursa sa nelinearnom funkcijom cilja 

Za potrebe rada proizvodnog sistema, potrebno je pamu~no platno (jednorodni resurs) 

raspodeliti na tri mogu}e proizvodne linije, pri  ~emu je kapacitet proizvodnih linija 

limitiran na koli~inu platna (resursa) 40 ≤≤ ix  za i =1 – 3. Koli~ina platna je takodje 

u razmatranom periodu ograni~ena i iznosi R=7 jedinica. Ostvarena dobit na linijama 

zavisi od kvadrata koli~ine preradjenog platna, i to: 

 za liniju 1: 
2
11 3 xd •=  

 za liniju 2: 
2

2 2
4 xd •=  

 za liniju 3: 
2

3 3
2 xd •=  

Ograni~enu koli~inu platna treba tako distribuirati proizvodnim linijama da ostvarena 

dobit od njegove prerade, u razmatranom periodu bude maksimalna. 

Re{enje: 

Funkcija kriterijuma (cilja): 

 

Ograni~enja poti~u od  ograni~enene koli~ine resursa (u ovom slu~aju pamu~nog 

platna) i od kapaciteta linija i glase: 

 7321 ≤++ xxx  i 

 40 ≤≤ ix  

Projekcija dobiti u f-ji raspolo`ivog resursa je data u slede}oj tabeli: 
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Kolona D1(R) u tabeli je sra~unata pomo}u izraza:     

 

Ako se u razmatranje uvede prvi i drugi proces, vrednosti u  koloni D2(R) se dobijaju 
pomo}u izraza:  

 ~ijim sra~unavanjem slede rezultati: 

 

U kolonu D2(R) su uvr{tene maksimalne vrednosti (podvu~ene). 
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Kada se uzme u obzir mogu}nost raspodele resursa na sva tri procesa, izraz za 

maksimalnu dobit, u funkciji raspolo`ivofg resursa je: 

  

Na osnovu ovog izraza su sra~unate vrednosti u koloni D3(R), pri ~emu su u tabelu 

uvr{tene maksimalne vrednosti. U ovom slu~aju su dobijene maksimalne vrednosti 

dobiti, pri ~emu je uzeta u obzir optimalna dobit drugog i tre}eg procesa. 

 

 

Maksimalna vrednost dobijena na osnovu tre}e funkcije predstavlja i re}enje 

problema, tako da je:  

max D(X)= D3(7)=91 (n.j.). 

Optimalna vrednost za tre}u promenljivu je x3=0 (D3(7)=91. Vrednosti ostale dve 

promenljive se odredjuju is table, tako  da je x2=4, dok iz ograni~enja sledi da je x1=3.  
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Po{to je u pitanju jednostavni slu~aj distribucije jednorodnog resursa, problem se 

mo`e re{iti direktnim poredjenjem vrednosti funkcije dobiti, a u zavisnosti od mogu}ih 

stanja distribucije resursa, kao {to je dato uslede}oj tabeli: 

 

Optimalno re{enje je isto, i glasi:  

     

Vrednost funkcije cilja je sada:  

 
 
4.4.2. Raspodela poslova na ma{ine 

 

Problem raspodele razli~itih poslova na odredjen broj ma{ina (koje mogu d realizuju te 

razli~ite poslove se mo`e definisati na slede}i na~in: 

- neka u pogonu postoji n jednorodnih ma{ina koje mogu da obavljaju operacije 

(ili poslove) 1 i 2; 

- ako x ma{ina u toku prvog razmatranog perioda izvr{ava operaciju 1, to }e 

kompaniji doneti dobit g (x), 

- na kraju prvog perioda jedan deo ma{ina }e biti amortizovan, odnosno, ne}e 

biti za dalju upotrebu, tako da se u na=rednom periodu (drugom) mo`e ra~unati 

sa a(x) ma{ina; 

- ako y ma{ina u toku prvog razmatranog perioda izvr{ava operaciju 2, to }e 

kompaniji doneti dobit h (y), 
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- na kraju prvog perioda jedan deo ma{ina }e biti amortizovan, odnosno, ne}e 

biti za dalju upotrebu, tako da se u narednom periodu (drugom) mo`e ra~unati 

sa b(y) ma{ina; 

Za prvi period va`e slede}e jedna~ine: 

- za operaciju 1 se odredjuje broj ma{ina x1, dok za obavljanje operacije 2 

preostaje 111 xny −=  (n1=n =ukupan broj raspolo`ivih ma{ina na po~etku); 

-  ukupna dobit u prvom periodu iznosi: )()( 11 yhxg + ; 

- broj upotrebljivih ma{ina na kraju prvog perioda (upotrebljivih za rad u drugom 

periodu) je: )()( 112 ybxan +=  

Za drugi period va`i:  

- broj upotrebljivih ma{ina je: )()( 112 ybxan += ; 

- za operaciju 2 se odredjuje broj ma{ina x1 (od raspolo`ivih n2, dok za obavljanje 

operacije 2 preostaje 222 xny −=  (n1=n =ukupan broj raspolo`ivih ma{ina na 

po~etku); 

-  ukupna dobit u drugom periodu iznosi: )()( 22 yhxg + ; 

- broj upotrebljivih ma{ina na kraju drugog perioda (upotrebljivih za rad u tre}em 

periodu) je: )()( 223 ybxan += . 

Na isti na~in se mogu napisati izrazi do N-tog perioda. 

Zadatak optimizacije se astoji u tome da se odredi broj ma{ina koje se odredjuju za 

obavljanje operacije 1 i operacije 2 u svakom periodu,  a da je ostvarena dobit posle N 

perioda maksimalna. 

 

Matemati~ki model zadatka se mo`e iskazati preko funkcije cilja i ograni~enja, kao: 

F-ja cilja: [ ]∑
=

+=
N

i
ii yhxgYXF

1
)()(),(max     (107) 

Ograni~enja proisti~u od broja raspolo`ivih ma{ina u svakom periodu: 

  

).,....3,2,1;...(0
)1,....2,1);..(()(1

Ninx
Niybxan

nyx

ii

iii

iii

=≤≤
−=+=

=+

+    (108) 
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U slu~aju da su funkcija cilja i ograni~enja linearna, problem se svodi na LP. U 

drugom slu~aju (nelinearnost) problem se mo`e re{iti metodom dinami~kog 

programiranja. 

 

Funkcionalne relacije 

 

Ako se za fN(n)obele`i maksimalna dobit u N perioda, pri ~emu je n broj 

raspolo`ivih ma{ina na po~etku prvog perioda, tada se rekurentne jedna~ine 

dinami~kog programiranja mogu napisati kao: 

- do kraja planskog perioda prestoji samo jedan period (ili se razmatra problem 

koji ima samo jedan period): 

{ }xnhxgnf
nx

−+=
≤≤

()(max)(
01      (109) 

- do kraja planskog perioda je preostalo k perioda: 

[ ]{ } 1..;))()()()(max)( 10
fkzaxnbxafxnhxgnf knxk −++−+= −

≤≤
(110) 

 

 

4.4.2.1. Primeri re{enih zadataka 

 

Preduze}e raspola`e sa 100 visokoproduktivnih presa. U naredne tri godine (N=3) 

preduze}e treba da izradjuje otpreske tipa A i tipa B, koji se mogu izradjivati na 

presama (uz zamenu alata). U zavisnosti od raspodele ma{ina, u i-tom periodu se 

mo`e ostvariti dobit: 

 iiii yxyhxg 5.09.0)()( +=+  

Amortizacija zavisi od dela koji se izradjuje na ma{ini (te`ina, potrebna sila i sl.) i 

iznosi 70 % za ma{ine koje izradjuju otpresak A i 20 % za ma{ine koje izradjuju 

otpresak B, tako da  broj raspolo`ivih ma{ina za naredni period iznosi: 

 iii yxn 8.03.01 +=+  
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Matemati~ki model problema je: 

F-ja cilja: 

)5.09.0()(max
3

1
i

i
i yxXF += ∑

=
 

Ograni~enja: 

 

nnnx
yxn

nyx

ii

iii

iii

=≤≤
+=

=+

+

1

1

;..0
8.03.0  

 

- Ako se razmatra samo tre}i period (period u kome je do kraja planskog period 

ostao samo jedan, taj tre}i), maksimalna dobit }e iznositi: 

 

 { })(9,0max)( 33301
33

xnxnf
nx

−+=
≤≤

 

ili 

          { } 33301 9,05,04,0max)(
33

nnxnf
nx

=+=
≤≤

 

          

          za x3 = 0 

 

- U drugom koraku (k=2) posmatra se maksimalna dobit za tre}i i drugi period, 

pa rekurentna jedna~ina glasi: 

 

  [ ]{ })(8,03,0)(5,09,0max)( 222122202
22

xnxfxnxnf
nx

−++−+=
≤≤

 

ili 

[ ]{ })(8,03,09,05,04,0max)( 2222202
22

xnxnxnf
nx

−+++=
≤≤

 

{ } 22202 22,105,022,1max)(
22

nxnnf
nx

=−=
≤≤

 

,22,1)( 22 nnf =      za  x2 = 0. 
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Uzimaju}i u obzir sva tri perioda, maksimalna dobit }e iznositi: 

 

[ ]{ })(8,03,0)(5,09,0max)( 111211103
11

xnxfxnxnf
nx

−++−+=
≤≤

 

odavde proizilazi da je  

[ ]{ })(8,03,022,1)(5,09,0max)( 11111103
11

xnxxnxnf
nx

−++−+=
≤≤

 

ili 

{ },)5,08,0(22,15,04,0max)( 111103
11

xnnxnf
nx

−++=
≤≤

 

 

{ } 6.147476,121,0476,1max)( 11103
11

==−=
≤≤

nxnnf
nx

 

za   x1= 0. 

Re{enje problema je: 

                         max F(X) = f3(100) = 147,6 

                         x1 = 0,         y1=100 

                         n2= 0,3x1 + 0,8y1 = 80,  

                         x2 = 0,         y2 = 80 

                         n3 = 0,3x2 + 0,8y2 = 64 

                         x3 = 64 i      y3 = 0. 

 

4.4.3. Optimalna politika zamene opreme 

 

Jedan od principa kod zamene opreme mo`e biti u skladu sa produktivno{}u opreme, 

tro{kovima kori{}enja, kao i preostalom vredno{}u opreme. 

Neka je: 

 D(t) – dobit koja se ostvaruje upotrebom opreme stare t godina; 

 C(t) – godi{nji tro{kovi odr`avanja opreme; 

 V(t) – preostala vrednost opreme stare t godina 

 C – nabavna cena nove opreme. 

U razmatranom periodu od N godina (gde je N razmatrani period, `ivot projekta, `ivot 

proizvoda koji se izradjuju na razmatranoj opremi) treba odrediti optimalni ciklus 

zamene opreme. 
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Funkcija cilja fN(t) predstavlja dobit u razmatranom periodu od N godina koja se 

ostvaruje eksploatacijom opreme stare t godina. 

Da bi se postavila funkcionalna relacija, potrebno je na}i vezu medju karakteristi~nim 

veli~inama u toku dva susedna perioda. 

Periodi na koje se ukupni period N ras~lanjuje se ra~unaju od kraja. Na po~etku 

svakog (bilo kog k-tog perioda) raspola`e se sa opremom starom t godina i mogu}a 

su dva alternativna re{enja: 

- zadr`ati staru opremu (staru t godina) i ostvariti dobit: 

)1()()( 1 ++− − tftCtD k       (111) 

- nabaviti novu opremu i ostvariti dobit: 

)1()0()0()( 1−+−+− kfCDCtV      (112) 

Optimalna dobit od eksploatacije opreme u preostalih k perioda fk(t) je: 

 
⎩
⎨
⎧

+−+−
++−

=
−

−

)1()0()0()(
)1()()(

max)(
1

1

k

k
k fCDCtV

tftCtD
tf   (113) 

Za k=1, odnosno, maksimalna dobit koja se ostvaruje u slu~aju da je preostao samo 

jedan period, kori{}enjem opreme stare t godina, pri ~emu je t=1,2...N, jedna~ina 

glasi: 

 
⎩
⎨
⎧

−+−
−

=
)0()0()(

)()(
max)(1 CDCtV

tCtD
tf     (114) 
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5.0. OPTIMALNO REZERVIRANJE 

 

Re{avanje slo`enih zadataka koji se pojavljuju u praksi zahteva projektovanje 

slo`enih tehni~kih i organizacionih sistema. Od takvih sistema zahteva se visok 

stepen pouzdanosti. Ovaj zahtev je kontradiktoran sa prirodom slo`enih sistema, kod 

kojih, sa pove}anjem slo`enosti i broja komponenata pouzdanost opada. 

Zadaci optimalnog rezerviranja se sastoje  u iznala`enju ekstremne vrednosti `eljenog 

parametra sistema (pozdanost, otkazi, efikasnost), pri odredjenim ograni~enjima u 

odnosu na tro{kove ili  druge ograni~avaju}e faktore (brzina, te`ina, zapremina, itd.). 

Za ovako formulisan primarni zadatak, mo`e se postaviti i dualni problem, kada se 

zahteva dostizanje vrednosti nekog od pokazatelja kvaliteta funkcionisanja sistema, 

pri minimalnim tro{kovima. I u jednom i u drugom slu~aju problem se svodi na izbor 

najboljeg puta, iz mno{tva puteva, za postizanje `eljenog cilja – najracionalnije 

raspodele nov~anih sredstava potrebnih za realizaciju sistema, uz postizanje 

odredjenog kvaliteta njegovog funkcionisanja.  

U okviru ovako definisanog zadatka, spadaju problemi optimalne organizacije 

odr`avanja, optimalni re`im eksploatacije, odredjivanje optimalnog nivoa rezervnih 

delova itd. 

Pri razmatranju optimalnog rezerviranja sistema, treba imati na umu da je svaki sistem 

sastavljen od podsistema u hijerarhijsku strukturu, do elementarnih podsistema, koje 

sa~injavaju skupovi  medjusobno povezanih elemenata. O ovome }e biti vi{e re~i u 

predmetu “Teorija Sistema”. 

Pove}anje pouzdanosti sistema zahteva ili pove}anje pouzdanosti pojedinih 

elemenata, odnosno podsistema ili, ako to tehnolo{ki nije izvodljivo, izlaz se tra`i u 

dupliranju, tripliranju, (takozvana “vru}a rezerva” ili stand-by elementi)  ili u 

odredjivanju optimalne koli~ine rezervnih elemenata (“hladna rezerva”, magacinska 

rezerva) svih tipova koji ulaze u sastav podsistema i sistema kao celine.  
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5.1. Pojmovi i oznake 

 

 

Pod pojmom “Sistem” podrazumeva se objekat koji je sastavljen od n-nezavisnih (u 

smislu pouzdanosti) podsistema, pri ~emu otkaz bilo kog  od n-podsistema dovodi do 

otkaza celog sistema. Na ovom mestu pod pojmom podsistem pogodno je definisati 

takav deo sistema koji, sem {to njegov otkaz dovodi do otkaza celog sistema, ima 

nezavisno od ostalih podsistema svoje rezervne elemente. U principu, svaki 

podsistem mo`e biti sastavljen od jednog ili vi{e elemenata (po pravilu istog tipa) koji 

mogu biti povezani paralelno i redno, kao {to je prikazano na slici 67.  

 

                            Slika 67. Predstava slo`enog sistema i podsistema 

 

 Po pravilu, podsistem sa~injavaju grupe elemenata istog tipa nezavisno od toga gde 

su oni ugradjeni u sistem. Svaki podsistem okarakterisan je nekom odredjenom 

karakteristikom pouzdanosti koja zavisi od uloge podsistema u sklopu celog sistema. 

Brojna vrednost tog pokazatelja pouzdanosti zavisi od broja rezervnih elemenata 

datog podsistema.  

Da bi se moglo preciznije operisati sa ovim pojmovima, uve{}e se slede}e oznake: 

ci     cena jednog elementa i-tog tipa 

C0  zadano ograni~enje u odnosu na ukupne tro{kove sistema,  pri  

re{avanju dualnog zadatka optimalnog rezerviranja; 

Ci (xi )  tro{kovi i-tog podsistema kada je on sastavljen od xi  -  rezervnih 

elemenata 

C(X)  tro{kovi celog sistema, pri ~emu i-ti podsistem ima   xi  - rezervnih 

elemenata, 
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)()(
1

i

n

i
i xCXC ∑

=

=           (115) 

ci
(J)  tro{kovi j-og tipa jednog elementa i-og podsistema 

CO
( j )    zadata ograni~enja u odnosu na j-ti tip tro{kova sistema kod  

re{avanja zadataka optimalnog rezerviranja pri nekoliko  ograni~enja; 

C 
i
( j ) ( xi )    tro{kovi j-og tipa na i-tom podsistemu, koji je sastavljen od  xi  - 

rezervnih elemenata 

C(j) (X)  tro{kovi j-og tipa koji nastaju na celom sistemu, kada njegov  i-ti 

podsistem ima xi – rezervnih elemenata,  

                                                                  n 

                                                C(j) (X)  =  ∑  Ci
(j) ( xi )               (116)               

                                                               i = 1 

pi  pokazatelj pouzdanosti jednog elementa i-tog podsistema                      

(verovatno}a bezotkazanog rada u funkciji vremena ili                           

koeficijent gotovosti); 

PO  potrebna vrednost pokazatekja pouzdanosti sistema kod  re{avanja 

primarnog (ishodnog) zadatka; 

P i ( xi )       pokazatelj pozdanosti i-tog podsistema koji ima xi – rezervnih 

elemenata; 

P ( X )        pokazatelj pouzdanosti sistema u celini, kada i-ti podsistem ima xi – 

rezervnih elemenata, tj.: 

                                                              n 

                                           P ( X )  =   Π  P i  ( xi )     (117) 

                                                            i = 1 

 qi    pokazatelj nepouzdanosti (verovatno}a otkaza) jednog  elementa i-

tog podsistema:    qi   =   1   -   pi     

QO  vrednost pokazatelja nepouzdanosti (verovatno}e otkaza)  sistema 

kod re{avanja primarnog (ishodnog) zadatka  optimalnog 

rezerviranja; 

Qi ( xi )        pokazatelj nepouzdanosti (verovatno}a otkaza) i-tog podsistema koji 

sadr`i  xi rezervnih elemenata; 

Q ( X )        pokazatelj nepouzdanosti (verovatno}a otkaza) celog sistema, kada i-

ti podsistem ima  xi –rezervnih elemenata; 
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gi  te`ina jednog elementa i-tog podsistema; 

G0  ograni~enje te`ine sistema u celini; 

Gi  ( xi )  te`ina i-tog podsistema koji sadr`i  xi –rezervnih elemenata; 

G ( X )        te`ina celokupnog sistema, kada i-ti podsistem ima xi re zervnih 

elemenata; 

vi  zapremina jednog elementa i-tog podsistema; 

V0  ograni~enje zapremine u celini; 

Vi ( xi )        zapremina i-tog podsistema koji sadr`i xi –rezervnih elemenata; 

V ( X )        zapremina celog sistema kada i-ti podsistem ima xi –rezervnih  

elemenata; 

R ( X )        vektor koji determini{e sastav sistema: R ( X )  =  R ( x!, x2, . . . ., xn  ); 

R ( P, X )    vektor pokazatelj sastava i pouzdanosti: R ( P; C )  =  {P ( X ) ;  C ( X ) }   

xi    broj rezervnih elemenata i-tog podsistema; 

xi
(N  broj rezervnih elemenata i-tog podsistema na N-tom  koraku procesa 

iznala`enja re{enja; 

X  vektor ~ije su komponente broj rezervnih elemenata svih   

podsistema, tj. X  =  ( x1, x2, . . . , xn  ) ; 

 X(N)            vektor X dobijen na N-tom koraku procesa iznala`enja re{enja; 

Xi
(N)                vektor koji se dobija iz  X(N) , kada se isklju~i komponenta 

xi
(N) , tj. Xi

(N  =  (  x1
(N), x2

(N), . . . , xi-l
(N), xi+1

(N), . . . , x(n)
(N) )           

 Pokazatelj pouzdanosti sistema u celini predstavlja odredjenu funkciju, koja zavisi od 

vrednosti pokazatelja pouzdanosti podsistema, odnosno broja rezervnih elemenata u 

svakom od podsistema. Zato se mo`e napisati da je: 

                          P ( x1, x2, . . . , xn )  =  P {P1(x1),  P2(x2), . . . , Pn (xn) }  (118)  

Skup brojeva x1, x2, . . . , xn  karakteri{e sastav rezervnih elemenata u sistemu (broj 

rezervnih elemenata podsistema) i naziva se vektor sastava, koji se ozna~ava sa  X  =  

( x1, x2, . . . , xn ).  

U najve}em broju slu~ajeva, obzirom na razvijenost odgovaraju}e metodologije i 

izu~avanja {irih mogu}nosti njene primene, pouzdanost sistema P ( X ) mo`e da se 
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odredi za sve sisteme, kod kojih otkaz bilo kog podsistema dovodi do otkaza celog 

sistema. Kao posledica toga proisti~e da je 

                                                                                n 

               P ( X )  = P1 (x1)  P2 (x2) . . .  Pn (xn)  =  Π  P1 (xi)   (119) 

                                                                               i = 1 

Kod razmatranja podsistema jednog slo`enog sistema, podrazumeva}e se da je 

zavisnost Pi  od  xi  poznata, tako da sve potrebne vrednosti  Pi ( xi ) mogu biti 

izra~unate. 

Otkaz ili kvar sistema u nekim procesima mo`e da dovede do velikih ekonomskih 

gubitaka. To postaje naro~ito izra`eno u automatizovanim procesima, gde se u 

pogledu pouzdanosti rada odgovaraju}e tehnike svakim danom postavljaju sve o{triji 

zahtevi. Smanjivanje otkaza (nepouzdanosti) nije u ve}ini slu~ajeva mogu}e posti}i na 

ra~un smanjivanja nepouzdanosti pojedinih elemenata. Ograni~enja za to su u prvom 

redu tehni~ko-tehnolo{ke mogu}nosti, zatim tro{kovi izrade elemenata, njihova te`ina, 

zapremina, itd. Metod “vru}eg” rezerviranja primenjuje se sa ciljem postizanja visokog 

stepena pouzdanosti sistema kad su njegovi elementi relativno niske pouzdanosti i 

kada nije mogu}e isterati visoku pouzdanost sistema kroz pove}anje pouzdanosti 

pojedinih njegovih elemenata. Metoda “vru}eg” rezerviranja je sa gledi{ta pove}anja 

pouzdanosti sistema ili uredjaja veoma prikladna, ali s druge strane, ona vodi 

slo`enijim sistemima ili uredjajima, pove}anju njihove zapremine, te`ine i tro{kova 

realizacije. 

Otuda proisti~e problem optimalnog projektovanja sistema ili uredjaja odredjene 

pouzdanosti, pri ograni~enjima u odnosu na neke klju~ne parametre, kao {to su: 

te`ina, zapremina i tro{kovi realizacije. Ovakvi zadaci za koje se mo`e konstruisati 

odgovaraju}i matemati~ki model, sa precizno definisanom funkcijom cilja i 

odgovaraju}im skupom ograni~enja, spadaju u klasu upravlja~kih zadataka za ~ije se 

re{avanje mogu primeniti poznate metode optimizacije i tim putem izna}i optimalna ili 

njima bliska re{enja. Cilj je da se na ovom mestu uka`e na mogu}nost primene 

kvantitativnih metoda optimizacije, kao i na razli~ite aspekte te primene, iz ~ega }e se 

mo}i videti razli~ite mogu}nosti, te{ko}e i ograni~enja kako u odnosu na konstrukciju 

matemati~kih modela, tako i u odnosu na mogu}nost iznala`enja re{enja i njegovu 

konkretizaciju. Na kraju, da}e se osvrt na neka pitanja i probleme re{avanja zadataka 

koji imaju za cilj obezbedjenje sistema ili uredjaja sa optimalnim koli~inama rezervnih 
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delova (elemenata). Ovi problemi, kao {to je napomenuto, spadaju u domen teorije i 

prakse rezerviranja, kao metodepove}anja pouzdanosti i ~esto se izu~avaju pod 

nazivom  “hladno rezerviranje”.  

Obzirom da je metodologija pove}anja pouzdanosti posredstvom rezerviranja novijeg 

porekla i stara svega nekoliko godina, treba ukazati da svi aspekti njene primene nisu 

u dovoljnoj meri razradjeni. Naravno da }e se to osetiti i u ovom delu teksta. No, bez 

obzira na sve to, cilj je bio da se uka`e na jednu novu metodologiju koja je u punom 

zamahu svog razvoja i od koje se u bliskoj budu}nosti o~ekuju zna~ajni rezultati, tim 

pre {to se zna da mnogi zadaci iz teorije upravljanja zalihama omogu}uju, samo posle 

neznatne preformulacije, da se formuli{u kao zadaci optimalnog rezerviranja. Tipi~ni 

zadaci te vrste su zadaci periodi~ne popune (obezbedjenja) sistema (uredjaja) 

rezervnim delovima (elementima), uz uva`avanje ekonomskih faktora, vremena 

popune kompleta rezervnih delova, brzine opravke sistema, itd., {to se mo`e tretirati  

kao zadatak optimalnog upravljama zalihama, odnosno obezbedjenja optimalnih 

koli~ina rezervnih delova. Sem toga, u poslednje vreme po~ela se razvijati 

interesantna metodologija vezana za izu~avanje dinami~kih procesa uklju~ivanja 

(zamene) pojedinih rezervnih elemenata u odredjenom regularnom vremenu, kada je 

ta zamena   optimalna sa stanovi{ta eksploatacije sistema. Isti~u se i druge 

mogu}nosti primene nekih poznatih metodologija optimizacije, na ~emu se i danas 

veoma intenzivno radi. Medjutim, ovde }e se izneti samo neki rezultati koji imaju 

neposredniju prakti~nu primenu. 

 

 

5.2. Postava zadataka 

 

U praksi postoji interes za re{avanjem odredjenih zadataka rezerviranja, ~ija se 

postavka mo`e tipizarati i svesti na oblik takozvanih standardnih zadataka. Postavka 

ovih zadataka najbolje se mo`e razumeti na jednostavnim primerima, koji }e poslu`iti 

kao ilustracija, pri ~emu je pouzdanost sistema (podsistema) koji ima xi rezervnih 

delova (uz jedan radni): 

                                                     xi + 1 

                         Pi  ( xi )  =  1 - qi            ,     (i = 1,2,  . .  n)   (120) 
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 Uzimaju}i u obzir da su karakteristike elemenata sistema poznate ( p1 =  0,7;  c1 =  1; 

p2 =  0,5;  c2 =  3), treba odrediti vrednosti  x1 i  x2 koje }e obezbediti da verovatno}a 

bezotkaznog rada sistema ne bude manja od zadane vrednosti (na primer 0,98), a da 

tro{kovi izrade datog sistema budu minimalni. Isti zadatak mo`e se formulisati sa 

drugom funkcijom cilja i drugim ograni~enjem, pa bi njegova postavka bila: na}i 

vrednosti x1 i  x2  koje }e obezbediti da verovatno}a bezotkaznog rada sistema bude 

maksimalna, a da tro{kovi njegove realizacije ne prema{uju jednu unapred zadanu 

sumu (na primer, 10 nov~anih jedinica). 

Sli~na je postavka zadatka za sisteme sastavljene od tri  elementa u radnoj vezi, za 

koje imamo, sbog rezerviranja, da je  

                                                 xi  +  1 

                       Pi ( xi )  =  1 -  qi            ,       ( i  =  1, 2 3 )   (121) 

Polaze}i od zadanih karakteristika pojedinih elemenata ( p1 = 0,7; c1 =  1;  p2 =  0,5;  c2 

= 3; p3 =  0,5; c3 =  1 ), potrebno je na}i takve vrednosti x1 , x2 ,  x3 za koje }e sistem 

imati verovatno}u bezotkaznog rada ne manju od neke unapred zadane vrednosti  (na 

primer 0,9), a da pri tome tro{kovi njegove realizacije budu minimalni, odnosno obrnut 

zadatak glasio bi: na}i one vrednosti  x1, x2, x3 za koje }e verovatno}a bezotkaznog 

rada sistema biti maksimalna, pri ograni~enim tro{kovima njegove realizacije (na 

primer, 15 nov~anih jedinica).  

U op{tem slu~aju, zadaci optimalnog rezerviranja, za slu~aj jednog ograni~avaju}eg 

faktora, mogu biti formulisani na slede}i na~in: potrebno je na}i takav broj rezervnih 

elemenata za svaki podsistem sa ciljem obezbedjenja odredjene vrednosti 

verovatno}e bezotkaznog rada sistema, ali sa minimalnim tro{kovima njegove 

realizacije.  

Matemati~ki model treba da odredi  vektora  X  =  (  x1,  x2, . . . , xn ) kao: 

Funkcija cilja:  

 ∑ ∑
= =

•==
n

i

n

i
iiii xcxCXC

1 1

)()(min       (122) 

Ograni~enje: 

 0
1

)()( PxPXP ii

n

i
≥∏=

=
                            (123) 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

161 

Na sli~an na~in, u odnosu na postavljeni zadatak, mo`e se formulisati i obrnuti 

zadatak, za koji su tro{kovi realizacije sistema ograni~eni, a tra`i se maksimalna 

vrednost verovatno}e bezotkaznog rada.  

Njegov matemati~ki model glasi:  

Funkcija cilja: 

 max )()(
1

ii

n

i
xPXP

=
∏=         (124) 

Ograni~enje: 

           C ( X )  ≤  C0 .        (125) 

Za slu~aj kada kod postavke i re{avanja zadataka, o kojima je bilo re~i, postoji vi{e 

razli~itih ograni~enja (ne samo jedno ograni~enje), onda se neki od tih zadataka mogu 

formulisati na slede}i na~in: potrebno je na}i optimalni broj rezervnih elemenata za 

svaki podsistem, kada su tro{kovi realizacije sistema ograni~eni, kao i neki resursi od 

kojih zavisi njegova realizacija, pri ~emu funkcija cilja koja se maksimizira odra`ava 

pouzdanost sistema.  

Matemati~ki model problema je:  

Funkcija cilja: 

 max )()(
1

ii

n

i
xPXP

=
∏=         (126) 

Ograni~enja:        

                    n 

                    ∑  Ci ( xi ) ≤ C0  ,(ograni~ena nov~ana sredstva)    

                  i = 1 

                    n 

∑ Gi ( xi )  ≤ Go , (ograni~ena te`ina),    (127)             

i = 1 

                    n 

∑ Vi ( xi ) ≤  V0  , (ograni~ena zapremina 

                   i = 1 

gde su vrednosti  

                      xi ≥  0,     i = 1, 2, . . . , n. 
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5.3. Metode re{avanja 

 

Sem metoda linearnog programiranja ~esto se koriste i druge metode (naro~ito kada 

je u pitanju jedno ograni~enje), kao {to su: 

a) metoda Lagrange-ovih mno`itelja, 

b) gradijantna metoda, i  

c) metoda dinami~nog programiranja. 

 

5.4. Primeri re{enih zadataka 

 

Primer 1: Modeliranje sistema sa tra`enom pouzdano{}u 

 

Razmatrani sistem se sastoji od dva podsistema, kao {to je dato na slici 68, ~iji 

elementi imaju ~ije su verovatno}e pouzdanog rada p1 =  0,7  i  p2  = 0,5. 

P2

P2

P2

P2

P1

P1

P1

P1

 

   Slika 68. Slo`eni sistem 

Zadatak je na}i takvu strukturu sistema da ukupna pouzdanost bude 98.0≥P  . 
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Verovatno}a pouzdanosti rada celog sistema je: 

P (X)  = P1 (x1)  P2 (x2)  =[ 1  -  ( 1 – p1) 
x1 + 1 ] [ 1 – ( 1 – p2 ) 

x2 + 1 ]                  

Za konkretni primer, u zavisnosti od broja rezervnih elemenata (podsistema), mogu se 

tabelarno prikazati verovatno}e bezotkaznog rada svakog  od podsistema ponaosob, 

kao {to je to uradjeno u slede}oj tabeli: 

                              xi                            P1 ( x1 )                               P2 ( x2 ) 

 

                               0                           0,7                                        0,5 

                               1                           0,91                                      0,75 

                               2                           0,973                                    0,875 

                               3                           0,9919                                  0,9375 

                               4                           0,99757                                0,96875 

                               5                           0,999271                              0,984375 

                               6                           0,9997813                            0,9921875 

                               7                           0,99993439                          0,99609375 

                              . . .                                . . .                                        . . . 

 

 Pretpostavimo da nas interesuje koliko prvom, a koliko drugom podsistemu treba 

dodati rezervnih elemenata da bi pouzdanost rada celog sistema bila ve}a od 0,98. 

Obzirom da pouzdanost sistema mora biti ve}a od 0,98 jasno je da pouzdanost bilo 

kog podsistema posmatranog sistema mora takodje biti ve}a od 0,98. Za prvi 

podsistem, kao {to se vidi iz tabele, za  x1 = 2, sledi 

                       P1 ( x1 = 2 ) = 0,973 < 0,98 ≤ P ( X ) 

{to ne zadovoljava postavljeni uslov. Medjutim za  x1 = 3 

                       P1 ( x1 = 3 ) = 0,9919 > 0,98 , 

zadovoljen je postavljeni uslov, tako da se mo`e napisati: 

                       P ( X )  =  P1 ( x1 )  P2 ( x 2 )  = 0,9919  P2 ( x2 ) ≥ 0,98; 

odakle sledi : 

 

                       0,98                                           

P2 ( x2 ) ≥   -----------------  ≈ 0,9881 

                       0,9919 
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Poredjenjem vrednosti za P2 ( x2 ) ≈ 0,9881  sa odgovaraju}im vrednostima u tabeli, 

mo`e se zaklju~iti da je x2 = 6. To zna~i da je jedno od mogu}ih re{enja   x1 = 3,  x2 = 

6,  za koje je 

                         P ( X )  = P1 (x1 = 3 )  P2 ( x2 = 6 )  > 0,98. 

 

Na isti na~in, kao {to je pokazano da je mogu}e re{enje postavljenog zadatka 

                                         X = ( x1, x2 )  =  (3,6), 

mo`e se pokazati da tu osobinu ima i re{enje 

                                         X  =  ( 4, 5 ),  

koje, ako se komparira sa prvim re{enjem, ima sa stanovi{ta pouzdanosti sistema 

nepovoljnije uslove, jer je 

P1(3) P2(6)  =  0,9919  .  0,9921875  > P1(4) P2(5)  =  0,99757 . 0,984375. 

Sem toga, mo`e se zaklju~iti da prva varijanta ima manje rezervnih elemenata za prvi 

podsistem nego {to ima druga, ali i u prvoj i u drugoj varijanti ukupan zbir rezervnih 

elemenata prvog i drugog podsistema iznosi 9. Na izbor varijante mo`e da uti~e cena, 

te`ina ili zapremina pojedinih elemenata, ili njihov ukupan iznos svakog pojedina~no, 

ali za ceo sistem.  

Ako bi se uzela u obzir cena pojedinih elemenata (na pr.: c1 = 1; c2 =3), imali bi za 

prvu varijantu da je 

                    C ( X ) = c1 x1 + c2 x2 = 1 ⋅ 3 + 3 ⋅ 6  = 21, 

a za drugu  

                    C ( X ) = C ( 4, 5 ) = 1 ⋅ 4  +  3 ⋅  5 = 19, 

{to bi zna~ilo da je druga varijanta re{enja X = ( x1 ; x2 )  =  ( 4; 5 )  jeftinija. 

Kao {to se vidi, jednostavniji primeri mogu se re{avati prostim odabiranjem re{enja. 

Medjutim, za slo`enije slu~ajeve neophodna je primena savremenih metoda 

optimizacije.  
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6.0. TEORIJA IGARA 

 

6.1. Op{te 

 

Svuda gde postoje konfiktne situacije, u dru{tvu, industriji, pri projektovanju novih 

proizvodnih sistema, teorija igara mo`e dati doprinos u njihovom re{avanju. Logi~ke 

osnove ove matemati~ke discipline imaju veliku ulogu naro~ito kod istra`ivanja 

operacija, kod dono{enja odluka kada se zna da }e se realizacija nekog poduhvata, 

neke mere, sprovoditi u uslovima aktivnog suprotstavljanja konkurenta, {to je redovna 

pojava na tr`i{tu usluga i proizvoda. Ovakva situacija mo`e se pojaviti ~ak i unutar 

jedne kompanije, gde kod njenih pojedinih delova postoje suprotni pojedina~ni 

interesi.  Teorija igara se mo`e predstaviti kao matemati~ka teorija konflktnih situacija,  

sa primenom u onim situacijama, kada ishod “igre” (poduhvata) ne zavisi samo od 

jedne strane, ve} i od reakcije protivnika (konkurenta). 

Nastanak teorije igara se vezuje za rad ameri~kog matemati~ara von Naumann 

“Theory of games and economic behaviour” iz 1944. godine. 

Dosada{nja razmatranja, kod kojih je tra`en optimum, mo`e se izraziti na slede}i 

na~in:  

Igra~ (kompanija) A razmatra vi{e alternativnih planova, strategija, pri ~emu svakoj 

strategiji odgovara odredjen ishod, pri ~emu se vr{i optimizacija, odnosno, bira se 

minimum ili maksimum u zavisnosti od prirode problema. 

Igra~ (kompanija) A razmatra strategije ⇒ A (a1,     a2, . . . . .  . . an) 

               ⇓       ⇓                 ⇓ 

Mogu}i ishodi igre (poduhvata): ⇒          C (C(a1), C(a2) . .  . . C(an)) 

Tra`i se optimum (u slu~aju maksimuma): C(a*)≥C(ai) 

 

Situacija se uslo`njava ukoliko postoji i drugi igra~, koji mo`e da uti~e na ishod igre 

prvog igra~a izborom neke od svojih strategija, {to se mo`e prikazati kao: 

Igra~ (kompanija) A razmatra strategije ⇒ A (a1,     a2, . . . . .  . . am) 

Igra~ (kompanija) B razmatra strategije ⇒ B (b1,     b2, . . . . .  . .bn) 

               ⇓       ⇓                 ⇓ 

Mogu}i ishodi igre sada zavisi od dve promenljive:⇒  C = (C(ai, bj)  
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U daljem izlaganju koristi}e se slede}i pojmovi: 

 igra: model realnog pona{anja dva igra~a na tr`i{tu, 

 strategija: plan razvoja igre, 

 igra sa nultum sumom: slu~aj kada jedna strana dobina onoliko koliko druga 

strana gubi, 

 Optimalna strategija  je takva strategija, koja pri vi{estrukom ponavljanju igre 

obezbedjuje igra~u maksimalno mogu}i srednji dobitak, odnosno minimalno 

mogu}i srednji gubitak. Polaze}i od ovoga, formuli{e se slede}i princip: 

• igra~ bira svoje pona{anje tako da mu dobitak u igri bude maksimalan uz 

najnepovoljnije pretpostavljeno pona{anje protivnika. Ovakav postupak 

predstavlja zapravo izbor najopreznije strategije, a sam princip se naziva 

principom maximin-a. 

• igra~ mo`e da bira svoje pona{anje da mu gubici budu minimalni pri, po njemu 

najnepovoljnijem delovanju protivnika, pri ~emu se ovakav princip naziva 

minimax. 

• ovo zapravo predstavlja oprezan pristup i {to razlikuje teoriju igara od kocke. 

Najjednostavniji model je “parna igri” sa nultom sumom (rezultatom), {to zna~i da u 

igri u~estvuju samo dva protivnika, sa uslovom nulte sume - dobitak jednog protivnika 

je gubitak drugog. 

Matri~na  formulacija izbora odluke o strategiji dva protivnika, od kojih je jedan “Alfa”, 

a drugi “Beta” je data u tabeli 5. 

        Tabela 5.            

Beta  

 C1 C2   C3 

S1 -1 0 +1 

S2 -2 -3 +3 

 

Alfa   

S3 -1 +1 -3 

 

Konkurentske strategije razlikuju se od onih u stihijskim uslovima time {to njih svesno 

projektuje protivnik. 

U navedenoj matrici se pretpostavlja da dobici prikazani “Alfi” , predstavljaju gubitke, 

odnosno sume koje “Beta” treba da isplati “Alfi” pri svim mogu}im kombinacijama 
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strategije jedne i druge strane. Negativne zabele{ke odgovaraju gubitku “Alfe” i 

dobitku “Bete”. Na primer, ako “Alfa” izabere za svoju strategiju S2, a “Beta” strategiju 

C3, onda }e prva dobiti 3 poena, a druga }e izgubiti 3 poena.  

U konkurenciji izmedju dve firme, ako se gubici i dobici mere udelom plasmana robe 

(ili usluga) u ukupnom plasmanu na doti~nom tr`i{tu, onda }e, svakako, dobitak jedne 

firme ozna~avati i gubitak konkurenta. Ali ako se dobitak meri obimom plasmana, 

onda uslov nulte sume ne va`i, izuzev ako se ukupan kapacitet tr`i{ta ne menja u toku 

du`eg perioda. Medjutim, takvi slu~ajevi su veoma retki.  

U vezi gornje napomene valja re}i da, iako teorija igara predstavlja matemati~ki 

model, ipak se za utvrdjivanje optimalne strategije mogu primenjivati i ~isto kvalitativni 

faktori. Ovo tim pre, {to se radi o sistemima sa aktivnim u~e{}em ljudi.  

Primena metode }e se pojasniti jednim hipoteti~kim primerom. Dve firme “Alfa” i “Beta” 

proizvode laserske {tampa~e. “Alfa” je razradila novi model {tampa~a, gde su 

primenjeni novi principi, sa pobolj{anim kvalitetom {tampe, uz manju potro{nju tonera. 

Za novi princip”Alfa” je dobila patent. Rukovodstvo firme prou~ava pitanje o tome kako 

treba postupiti sa novim modelom i razmatraju slede}e tri mogu}nost: 

S1 – planirati proizvodnju ve}eg broja novih proizvoda i izuzeti iz proizvodnje stari 

model da bi se oslobodili proizvodni kapaciteti; 

S2– pustiti u proizvodnju najve}u partiju novog modela odr`avaju}i rad postoje}ih  

linija  {tampa~a na predja{njem niivou; 

S3 – ne pu{tati u proizvodnju novi model do uvodjenja dopunskih proizvodnih 

kapaciteta.  

Rukovodstvo kompanije “Alfa” misli da kompanija “Beta”, u slu~aju njene pune 

informisanosti o novom patentu, mo`e izabrati samo jednu od tri razumne strategije: 

C1 – modernizovati {tampa~e koje sada proizvodi; 

C2 – zadr`ati tip {tampa~a koji proizvodi bez izmene,  

C3 – poku{ati da na brzinu stvori svoj radikalno novi model {tampa~a.  

Primenjivo na ovaj konkretni zadatak rukovodioci kompanije “Alfa” sastavljaju novu 

plate`nu matricu. Oni treba da utvrde veli~ine za svako ukr{tanje redova i kolona 

matrice. Ova intuitivna rasudjivanja su odgovor na pitanje o tome na koji na~in uslovi, 

koji odgovaraju razli~itim ukr{tanjima redova i kolona u matrici (to jest razli~itim 

parovima strategija, na primer S1 i C3 ili S2 i C1), mogu uticati na udeo kompanije 

“Alfa” u plasmanu {tampa~a u toku du`eg perioda. 
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Neka je, posle izvesne diskusije bila razradjena dole navedena matrica pla}anja i da 

je medju rukovode}im saradnicima postignuta saglasnost o procenama kako je dato u 

tabeli 6.  

         Tabela 6. 

Beta  

 C1 C2   C3 

S1 dobro srednje dobro 

S2 srednje odli~no lo{e 

 

Alfa   

S3 katastrofalno dobro srednje 

Gore navedeno ocenjivanje je “kvalitativno”. Da bi se sa~inila matrica sa 

kvanntitativnim ocenama, mora se primeniti skala za prevodjenje kvalitativnih ocena u 

kvantitativne. U tabeli 7  je data linearna skala sa opsegom 0 do 6, za prevodjenje 

kvalitativnih ocena u kvantitativne.  

       Tabela 7. 

Kvalitativna 

ocena 

Kvantitativna 

ocena 

katastrofalno 0 

veoma lo{e 1 

lo{e 2 

srednje 3 

dobro 4 

veoma dobro 5 

 odli~no 6 

 

Posle kvantifikacije, matrica izgleda kako je dato u tabeli 8. 

        Tabela 8. 

β1 β2 β3  

 C1 C2 C3 

α1 S1 4 3 4 

α2 S2 3 6 2 

α3 S3 0 4 3 
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Primenjuju}i princip nala`enja optimalne strategije za  kompaniju “Alfa” (maximin), 

nalazi se donja granica vrednosti igre α, kao garantovani dobitak, pri ~emu je: 

 ijji
c.min.max=α         (128) 

Optimalna strategija za kompaniju β se odredjuje pomo}u kriterijuma minimax, kojim 

se odredjuje donja granica vrednosti igre, ili nivo bezbednosti za kompaniju β kao: 

 ijij
c.max.min=β         (129) 

 

Primenjuju}i gore navedene principe, dobija se se matrica igre, kao {to je dato u tabeli 

9. 

         Tabela 9. 

β 
Minimalni    

Strategija
C1 C2 C3 dobici 

S1 4 3 4 3 

S2 3 6 2 2 

   

α 

 S3 0 4 3 3 

Maksimalni gubici 4 6 4  

 

           Minimax vrednost 

 

Kao {to se vidi, ≠ijji
c.min.max  ijij

c.max.min , , {to zna~i da protivnici ne primenjuju ~iste 

strategije, odnosno, optimalne strategije se nalaze u domenu me{ovitih strategija.  

 

6.2. ^iste matri~ne igre 

 

^ista matri~na igra je u slu~aju kada je cena igre za obe strane identi~na, odnosno, 

kada va`i: 

  =ijji
c.min.max  ijij

c.max.min        (130) 

Kombinacija strategija u ovom slu~aju daje ta~ku sedla. Za konkurentske kompanije je 

najbolje da  iskoriste rezultat koji odgovara ta~ki sedla i da izabrane strategije 

sistematski  i dosledno primenjuju. 

Maximin 
vrednost 
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6.2. 1. Primeri re{enih zadataka  

 

Primer 1.  

Za datu matricu pla}anja odrediti optimalne strategije, ta~ku sedla i vrednost igre. 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

5213
9687
4352

A  

Re{enje zadatka je dato kroz slede}u matricu: 

  

Igra~ I2   

Strategije I2-1 I2-2 I2-3 I2-4 

Minimalni  

dobici 

I1-1 2 5 3 4 2 

I1-2 7 8 6 9 6 

 

Igra~ I1 

I1-3 3 1 2 5 1 

Maksimalni  gubici 7 8 6 9  

 

      Minimax vrednost 

Biraju}i strategiju I1-2, igra~  I1 }e ostvariti garantovanu dobit od 6 jedinica, bez obzira 

na strategiju igra~a I2. Takodje, biraju}i strategiju I2-3, igra~ I2 }e ostvariti minimalni 

gubitak od 6, bez obzira na strategiju igra~a I1.  

Po{to su maximin i minimax vrednosti iste, strategije su optimalne. 

Vrednost igre je: ν=6 

Igra ima sedlastu ta~ku: ST (2,3).        

  

Primer 2. 

U jednoj epidemiji je otkriveno prisustvo tri vrste mikroba (M1, M2 i M3). Na 

raspolaganju su nam dve vrste antibiotika (A1 i A2). Antibiotik A1 ima verovatno}u 

uni{tavanja mikroba   M1, M2 i M3: 0,3, 0,4 i 0,5, respektivno. Sa druge strane, 

antibiotik  A2 uni{tava mikrobe M1, M2 i M3 sa verovatno}om:  0,2, 0,3 i  0,6, 

respektivno. 

Formirati matricu igre i odrediti njenu vrednost. 

 

Maximin 
vrednost 
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Re{enje: 

Mikrobi Minimalni    
Strategija

M1 M2 M3 dobici 

A1 0.3 0.4 0.5 0.3    

Antibiotici A2 0.2 0.3 0.6 0.2 

Maksimalni gubici 0.3 0.4 0.6  

 

           Minimax vrednost 

Vrednost igre je ν=α=β=0.3. 

Igra ima sedlastu ta~ku T(1,1) 

 
Primer 3. 
 

Dva proizvodja~a bezalkoholnih pi}a “LAV” i “TIGAR” su direktni konkurenti u svojoj 

klasi pi}a na lokalnom tr`i{tu i svoje reklamne kampanje provode putem lokalne 

televizije ili lokalnih novina, pri ~emu svakog meseca preduze}a donose odluku o 

na~inu reklamiranja. Menad`ment preduse}a “LAV” je uspeo da sa~ini slede}e 

predvidjanje: 

- ako reklamira svoje sokove preko TV-a ima}e: 

o dobit od 150.000 dinara ako se preduze}e “TIGAR” reklamira preko novina, 

o dobit od 100.000 dinara ako se preduze}e “TIGAR” reklamira preko TV-a 

- ako reklamira svoje sokove preko novima ima}e: 

o dobit od 50.000 dinara ako se preduze}e “TIGAR” reklamira preko TV-a, 

o dobit od 200.000 dinara ako se preduze}e “TIGAR” reklamira preko novina 

Formirati matricu igre i odrediti njenu vrednost 

Re{enje: 

DENI Minimalni    
Strategija 

TV Novine dobici 

TV 100.000 150.000 100.000  

LAV Novine 50.000 200.000 50.000 

Maksimalni gubici 100.000 200.000  

 

           Minimax vrednost 

Vrednost igre je: ν= α=β=100.000. 

Igra ima sedlastu ta~ku T(1,1) 

Maximin 
vrednost

Maximin 
vrednost 
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Primer 4: 

Dva proizvodja~a de~je obu}e ”TRI PRASETA” i ”STRA[NI VUK” su direktni 

konkurenti na lokalnom tr`i{tu. Preduze}e ” TRI PRASETA ” je za sezonu jesen – 

zima 2005. pripremilo potpuno nov model de~je obu}e, pobolj{an pro{logodi{nji 

model, uz naravno postoje}i pro{logodi{nji model. Zbog ograni~enih proizvodnih 

kapaciteta i potrebe da lansira zadovoljavaju}u veli~inu serije, preduze}e treba da se 

opredeli za jedan model. Rukovodstvo  preduze}a ” TRI PRASETA ” zna da direktni 

konkurent nije razvio novi model obu}e, ve} da je samo pobolj{ao pro{logodi{nji, pa je 

na osnovu ovoga sa~inilo slede}e pretpostavke o obimu prodaje, kao merilu 

uspe{nosti izabrane strategije: 

- ako ” STRA[NI VUK ” plasira na tr`i{te  pobolj{ani model, procenjeni obim prodaje 

}e biti: 

 oko 100 pari, ako se plasira nov model, 

 oko 80 pari ako se plasira stari pobolj{ani model, i  

 oko 50 pari ako se plasira stari model bez pobolj{anja, ii  

- ako ” STRA[NI VUK ” plasira na tr`i{te  stari model, procenjeni obim prodaje je: 

 oko 150 pari, ako se plasira nov model, 

 oko 100 pari ako se plasira stari pobolj{ani model, i  

 oko 75 pari ako se plasira stari model bez pobolj{anja. 

a. Formulisati matricu igre i odrediti sedlastu ta~ku,  

b. Odrediti optimalnu strategiju preduze}a ”TRI PRASETA”, obzirom na ostvarenje 

planiranog obima prodaje. 

Re{enje: 

STRA[NI VUK  
Strategija 

Pob. model Stari model 

Minimalni  

dobici 

Novi model 100 150 100 

Pob. model. 80 100 80 

TRI 

PRASETA 

Stari model 50 75 50 

Maksimalni gubici 100 150  

 Minimax vrednost 

a) Vrednost igre je ν=α=β=100.000. Igra ima sedlastu ta~ku T(1,1) 

b) Optimalna strategija preduze}a “TRI PRASETA” je T1, odnosno, da na tr`i{te izbaci 

novi model de~je obu}e. 

 

Maximin 
vrednost 
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6.3 Me{ovite matri~ne igre 

 
Za razliku od ~iste matri~ne igre, postoje slu~ajevi kada cene igre nisu identi~ne za 

oba u~esnika. Optimalna strategija vi{e nije u sistematskoj promeni jedne strategije 

(alternative), ve} se ona dobija kombinacijom primene strategija (alternativa) sa 

odgovaraju}om verovatno}om, odnosno sa odgovaraju}om u~estano{}u. Vektori 

me{ovitih strategija igra~a A i B se mogu predstaviti kao: 

Igra~ A:  ∑
=

==
m

i
im ppppPP

1
21 1);...,.....,(       (131) 

Igra~ B: ∑ ==
n

ij
in qqqqQQ

1
21 1);...,.....,(  

Vrednost matri~ne igre }e u ovom slu~aju biti:  

 ∑∑
= =

••==
m

i

n

j
jiij qpaQPC

1 1
),( ν       (132) 

Pri ovome je: 

 pi: verovatno}a da je igra~ A izabrao i-tu strategiju, 

 qj: verovatno}u da je igra~ B izabrao j-tu strategiju, 

 aij: dobit u slu~aju da je igra~ A izabrao i-tu strategiju, a igra~ B j-tu strategiju. 

 

Re{anje me{ovitih matri~nih igara je sloe`enije, i naj~e{}i metodi re{avanja su: 

 analiti~ki, 

 grafi~ki, 

 tehnikom linearnog programiranja. 

 

6.3.1. Analiti~ki metod re{avanja  

 

Vrednost igre, odnosno polo`aj ta~ke sedla se nalazi izjedna~avanjem parcijalnih 

izvoda po p i q sa nulom, kao: 

 
0),(

0),(

=
∂

∂

=
∂

∂

p
qpC

p
qpC

         (133) 

i kori{}enjem uslova da je: ∑∑
==

==
n

j
i

m

i
i qip

11

1....;..1  
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Primena analiti~kog metoda }e biti poja{njena kroz slede}e primere: 

Primer 1.  

Na}i vrednost igre i optimalne strategija, za matri~nu igru koja je zadata slede}om 

matricom pla}anja: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
41

. 

Re{enje: 

Igra~ B  
Strategija 

B1 B2 

Minimalni  

dobici 

A1 1 4 1 
Igra~ A 

A2 3 2 2 

Maksimalni gubici 3 4  

 

           

 

Igra nema jednozna~no odredjenu vrednost. Po{to je 32 =<= βα , vrednost igre je 

izmedju 2 i 3 i iznosi:  

 ∑∑
= =

••==
2

1

2

1
),(

i j
jiij qpaQPC ν  

 22122111 234 qpqpqpqp +++=ν  

 
1221

1221

11
11

qqqq
pppp

−=⇒=+
−=⇒=+
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5

=⇒ν  

Vrednost igre je: 
2
5

=ν , odnosno, 5,2=ν . 

Igra~ A treba da primenjuje strategiju A1 u 50 % slu~ajeva i strategiju A2 u takodje 

50% slu~ajeva. 

Igra~ B treba da primenjuje strategiju B1 u 25 % slu~ajeva a strategiju B2 u 75 % 

slu~ajeva.  

maxmin 
α=2 minmax 

β=3 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

175 

6.3.2. Grafi~ka metoda re{avanja 

 

Grafi~ka metoda }e biti poja{njena kroz  primer re{avanja matri~ne igre zadate preko 

slede}e matrice pla}anja: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0614
5132

C . 

Re{enje: 

Igra~ B  
Strategija 

B1 B2 B3 B4 

Minimalni  

dobici 

A1 2 3 1 5 1 
Igra~ A 

A2 4 1 6 0 1 

Maksimalni gubici 4 3 6 5  

 

           

 

Igra nema jednozna~no odredjenu vrednost. Po{to je 31 =<= βα , vrednost igre je 

izmedju 1 i 3, odnosno, igra~i }e primenjivati pe{ovite strategije, pri ~emu su vektori 

verovatno}a izbora strategija: 

za igra~a A: ∑
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

12

1 1;...
i

ip
p
p

P ; i       

za igra~a B: ∑
=

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
4

1

4

3

2

1

1;...
j

jq

q
q
q
q

Q  

Vrednost igre za igra~a A se mo`e predstaviti grafi~ki, preko linearnih funkcija 

verovatno}e p1. 

Ako igra~ B izabere strategiju B1, B2, B3 ili B4 o~ekivani rezultat, odnosno vrednost 

igre za igra~a A }e biti respektivno: 

 L1: )1(4242 1121 pppp −+=+  

 L2: )1(33 1121 pppp −+=+  

 L3: )1(66 1121 pppp −+=+  

 L4: 15 p  

  10 1 ≤≤ p  

minmax 
β=3 

maxmin 
α=1 
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Grafi~ka predstava vrednosti igre za igra~a A, u zavisnosti od verovatno}e izvora 

strategije A1 (p1) je data na slici 69. 

 

  Slika 69. Vrednost igre za igra~a A 

 

Minimalne vrednosti za igra~a A, odnosno, vrednosti igre pri najnepovoljnijem 

delovanju protivnika su prikazane na podebljanoj izlomljenoj liniji – envelopi. Po{to 

igra~ A te`i maksimizaciji vrednosti igre, on primenjuje princip maxmin, i bira onu 

vrednost verovatno}e p1 koja to obezbedjuje. U ovom slu~aju je to p1=5/7. Ovo zna~i 

da je optimalna strategija igra~a A ako u p1=5/7 slu~ajeva bira strategiju A1, a u p2=2/7 

bira stretegiju A2, pri ~emu je vrednost igre ν=17/7.  Ova vrednost igre se nalazi u 

preseku linearnih funkcija koje predstavljaju strategije B2 i B3 igra~a B, {to zna~i da 

se po~etna matrica pla}anja redukuje na matricu koja ima samo drugu i tre}u kolonu.  

Redukovana matrica pla}anja je: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
61
13

.  

Ako igra~ A izabere strategiju A1 ili A2 o~ekivani rezultat, odnosno vrednost igre za 

igra~a B }e biti respektivno: 

 L1: )1(313 1121 qqqq −+=+  

 L2: )1(66 1121 qqqq −+=+ ;    10 1 ≤≤ q  
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Grafi~ka predstava vrednosti igre za igra~a B je data na slici 70. 

 

Slika 7-. Grafi~ka predstava vrednosti igre za igra~a B 

Rezultat igre sa me{ovitom strategijom je: ν=17/7, sa optimalnim me{ovitim 

strategijama igra~a  A: .

7
2
7
5

2

1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∗

p
p

P  i igra~a B: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=∗

0
7
2
7
5
0

4

3

2

1

q
q
q
q

Q . 

6.3.3. Re{avanje metodama LP 

 

Neka je zadata matri~na igra u kojoj, u op{tem slu~aju igra~ A ima na raspolaganju m 

strategija, koje mo`e primenjivati sa verovatno}ama p1, p2, . . . pm. Pri ovome igra~ A 

naravno te`i najboljem rezultatu, odnosno, najve}oj vrednosti igre, po principu 

maxmin, odnosno bez obzira na strategiju koju izabere igra~ B.  

Matemati~ki model ovakve situacije je: 

Funkcija cilja: ∑
=

•
m

i
ijiji

cp
1

minmax        (134) 

Ograni~enja: 0;...1
1

≥=∑
=

i

m

i
i pp        (135) 
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U model se uvodi nova promenljiva, vrednost igre, koja je: 

 ∑
=

•≤
m

i
ijij

cp
1

minν         (136) 

Matemati~ki model sada postaje: 

Funkcija cilja: 

 maxν 

Ograni~enja: 

 

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

=

•≤

•
•

•≤

•≤

m

i
i

m

i
imi

m

i
ii

m

i
ii

p

cp

cp

cp

1

1

1
2

1
1

1

ν

ν

ν

        (137) 

Isti na~in rezonovanja va`i i za igra~a B, pri ~emu on primenjuje strategiju minmax, 

odnosno nastoji da smanji gubitak. Vrednost igre za igra~a B je: 

  ∑
=

•≥
n

j
ijji

cqw
1

max        (138) 

Matemati~ki model sada postaje: 

Funkcija cilja: 

 min w 

Ograni~enja: 

 

∑

∑

∑

=

=

=

=

•≥

•

•≥

m

i
i

n

j
mjj

n

j
jj

p

cqw

cqw

1

1

1
1

1

        (139) 

Mo`e se videti da modeli koji odgovaraju igra~u A i igra~u B su zapravo dualni, pa 

sledi da je: ∗∗ = wν . 
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6.3.4. Re{avanje matri~nih igara redukcijom – dominacija strategija 

 

Igre sa velikim dimenzijama matrica pla}anja je ponekad mogu}e smaniti – redukovati 

kioriste}i princip dominacije strategija.  

Strategija igra~a A u i-tom redu (Ai) je dominantna nad strategijom u k-tom redu (Ak), 

ako va`i: 

 jzacc kjij ∀≥ ....         (140) 

Strategija u i-tom redu je dominiraju}a, dok je strategija u k-tom redu dominirana. 

Igra~ A nema nikakvog interesa da primenjuje dominiranu strategiju (AK), pa se k-ti red 

mo`e ukloniti iz matrice pla}anja, pri ~emu se vrednost igre ne menja.  

Isto va`i i za igra~a B, pri ~emu strategija u j-toj koloni (Bj) dominira nad strategijom u 

k-toj koloni (Bk) ako va`i: 

 izacc ikij ∀≤ ....         (141) 

Igra~ B takodje nema nikakvog interesa da primenjuje dominiranu strategiju (BK), pa 

se k-ta kolona  mo`e ukloniti iz matrice pla}anja, pri ~emu se vrednost igre ne menja.  

Princip redukcije je poja{njen kroz slede}i primer: 

Primer 1: 

Za igru koja je zadata matricom pla}anja 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

313
479
526

C odrediti vrednost igre i 

optimalne strategije igra~a. 

Re{enje: 

Igra~ B  
Strategija 

B1 B2 B3 

Minimalni  

dobici 

A1 6 2 5 2 

A2 9 7 4 4 Igra~ A 

A3 3 1 3 1 

Maksimalni gubici 9 7 5  

 

           

 

Igra nema jednozna~no odredjenu vrednost. Po{to je 54 =<= βα , vrednost igre je 

izmedju 4 i 5, odnosno, igra~i }e primenjivati pe{ovite strategije. 

minmax 
β=5 

maxmin 
α=4 
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Pre daljeg re{avanja, izvr{i}e se redukcija matrice pla}anja. Sa stanovi{ta igra~a A, 

va`i jzacc jj ∀≥ ....31 , odnosno, da je strategija A1 dominantna nad strategijom A3, pa 

se tre}i red mo`e brisati iz matrice pla}anja. 

Takodje, za igra~a B va`i da je izacc ii ∀≤ ....12 , odnosno, da je strategija B2 

dominantna u odnosu na strategiju B1, pa se prva kolona mo`e brisati iz matrice 

pla}anja, ~ime se dobija redukovana matrica pla}anja: 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

47
52

C  

Matri~na igra se re{ava analiti~kom metodom: 

 ∑∑
= =

••==
2

1

2

1
),(

i j
jiij qpaQPC ν  

 22122111 4752 qpqpqpqp +++=ν  

 
1221

1221

11
11

qqqq
pppp

−=⇒=+
−=⇒=+

 

 )1)(1(4)1(7)1(52 11111111 qpqpqpqp −−+−+−+=ν  

 436 1111 +++−= qpqpν  
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1;.
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1036

6
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6
1016
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1
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1

==⇒=+−=
∂
∂

==⇒=+−=
∂
∂

ppp
q

qqq
p
ν

ν

5,4
2
9
==⇒ν  

Vrednost igre je: 
2
9

=ν , odnosno, 5,4=ν . 

Igra~ A treba da primenjuje strategiju A1 u 50 % slu~ajeva i strategiju A2 u takodje 

50% slu~ajeva. 

Igra~ B treba da primenjuje strategiju B1 u 16,666 slu~ajeva a strategiju B2 u 83,333% 

slu~ajeva.  
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7.0. TEHNIKA MRE@NOG PLANIRANJA (TMP) 

 

Za racionalno poslovanje i vodjenje projekata, neophodno je primenjivati razvijene 

metode planiranja i upravljanja. Najpre treba definisati {ta se podrazumeva pod 

pojmom “projekat”.  

Projekat je zapravo poduhvat, odnosno grupa zadataka koje treba izvr{iti u 

odredjenom vremenskom periodu, koji imaju definisan cilj, a sa ograni~enim 

resursima. 

Projekat ima: 

- definisan cilj, 

- trajanje sa definisanim po~etkom i krajem,  

- definisan obuhvat radova, 

- bud`et i odobreno kori{}enje odredjenih resursa, 

- zahteva primenu posebne organizacije za njegovo izvr{enje. 

 

 Jedna od osnovnih tehnika upravljanja slo`enim projektima je Tehnika Mre`nog 

Planiranja (TMP). Osnovne metode, koje datiraju od pedesetih godina pro{log veka 

su: 

- Prva razvijena metoda – CPM ( Critical Path Method) – Metod kriti~nog puta (1957. 

g.); 

o u slu~ajevima kada je vreme trajanja pojedinih aktivnosti poznato i 

jednozna~no odredjeno (nije ga mogu}e normirati), 

o najdu`i put  u mre`nom dijagramu (vremenski) i bez vremenskih zazora je 

kriti~ni put i odredjuje ukupno vreme trajanja projekta. 

- PERT (Program Evaluation and Review Technique) - Metoda ocene i revizije 

programa aktivnosti – 1958. g.; 

o vreme trajanja pojedinih aktivnosti nije jednozna~no odredjeno, 

o vr{i se procena trajanja aktivnosti i to: optimisti~ka, normalno i pesimisti~a 

procena vremena trajanja 

- PDM  (Precendenc Diagramming Method) – Metod prvenstva, 

o koristi specifi~ni blok mre`ni dijagram. 
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7.1. Metod kriti~nog puta- CPM ( Critical Path Method) 

 

7.1.1. Osnovna struktura i  elementi mre`nog dijagrama 

 

Struktura Mre`nog Dijagrama (MD) predstavlja uspostavljanje logi~nog redosleda i 

medjusobnih zavisnosti pojedinih aktivnosti koje treba realizovati u toku posmatranog 

projekta. Rezultat rada je mre`ni model ili mre`ni dijagram projekta, {to predstavlja i 

najte`i posao u mre`nom planiranju i upravljanju.  Primer  mre`nog dijagrama sa 

hijerarhijski postavljenim nivoima planova je dat na slici 71. 

 

   Slika71. Primer mre`nog dijagrama 

 

Osnovni elementi mre`nog dijagrama (MD) su: 

- aktivnosti, 

- dogadjaji. 

Aktivnosti su vremenski intervali koji mogu imati slede}a zna~enja: 

- stvarna aktivnost, radni proces, koji zahteva vreme za realizaciju i utro{ak nekih 

resursa (materijal, energija, norma ~asova rada i sli~no), 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

183 

- ~ekanje, koje ne zahteva utro{ak resursa, ali zahteva vreme (hladjenje 

materijala, hladjenje pe}i pre reparacije ozida i sli~no), 

- fiktivna aktivnost, koja ne zahteva ni utro{ak vremena ni resursa, ali ukazuje na 

logi~ku vezu izmedju operacija, odnosno, pokazuje koja operacija ne mo`e 

otpo~eti pre zavr{etka neke odredjene operacije. Ovakve aktivnosti se u MD 

prikazuju isprekidanim linijama. 

Dogadjaj predstavlja po~etak ili zavr{etak jedne ili ve}eg broja aktivnosti, ili celog 

projekta. Dogadjaj ne tro{i vreme i sredstva i odigrava se trenutno. 

 

7.1.2. Grafi~ka predstava mre`nog dijagrama 

 

Osnovna struktura dela mre`nog dijagrama je grafi~ki prikazana na slici 72, i to za 

CPM metod (slika 72.a) i  za PDM metod (slika 72.b). 

a)  

b)  

Slika 72. Grafi~ka predstava osnovne strukture mre`nog dijagrama 

 

Skup komponenti u mre`i kod kojih se zavr{ni dogadjaj svake aktivnosti poklapa sa 

po~etnim dogadjajem naredne aktivnosti naziva se put ili tok. Niz takvih aktivnosti, koji 

povezuje po~etni i zavr{ni dogadjaj sa najdu`im vremenom trajanja  i bez vremenskih 

rezervi naziva se kriti~ni put.  

Analiza strukture sadr`i slede}e etape: 

- sastavljanje liste aktivnosti – pravljenje strukturalne tabele, 

- oblikovanje mre`nog dijagrama, 

- kontrola mre`nog dijagrama. 
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7.1.3.  Formiranje mre`nog dijagrama  i analiza strukture 

 

Osnovna pravila za konstruisanje mre`nog dijagrama su data na slici 73. 

 
Osnovna veza 
Aktivnost A mora da se 
završi pre početka aktivnosti 
B 

 
 

Nepravilno 
 

Aktivnost se mora završiti 
dogadjajem 

 
Pravilno

Pravilo spajanja 
Aktivnost C može da počne pošto se završe 
aktivnosti A i B 
 
 
 
 
 
Pravilo granjanja 
Aktivnosti B i C mogu da započnu tek pošto se 
završi aktivnost A 
 
 
 

 

 
Ako dve aktivnosti imaju zajednički početni i 
završni dogadjaj, uvodi se fiktivna aktivnost  
 

 

Nepravilno, 
postoji 
neodredjenost, 
odnosno, 
dvoznačnost. 
 
 
 
Pravilno, sa 
uvodjenjem 
fiktivne aktivnosti 

 

  Slika 73. Osnovna pravila za konstruisanje MD 

 

Formiranje mre`nog dijagrama nekog zami{ljenog projekta bi}e prikazano kroz 

slede}i primer. Strukturalna tabela je data tabelom 10. 

Tabela 10. 

Aktivnost  A B C D E F G H I J 

Prethodna 

aktivnost 

- - B A,C B B D,E D,E,F D,E,F G,H 

Trajanje (h) 6 7 2 3 4 3 5 8 9 4 
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Medjuzavisnost aktivnosti se mo`e prikazati i matricom medjuzavisnosti, kao u tabeli 

11. 

Tabela 11.  

POSMATRANA AKTIVNOST  

A B C D E F G H I J 

A    X       

B   X  X X     

C    X       

D       X X X  

E       X X X  

F        X X  

G          X 

H          X 

I           

P 

R 

E 

T. 

A 

K 

T 

I 

V 

N. J           

 

Pri konstrukciji mre`nog dijagrama, numerisanje dogadjaja se mo`e vr{iti  proizvoljno i 

po rangu. Prednost se zbog unifikacije daje numerisanju po rangu, odnosno po 

rastu}oj numeraciji. Po~etni dogadjaj se obele`ava sa 1, a zavr{ni sa n. Numeracija 

ostalih dogadjaja treba da ispunjava uslov i<j. Jednozna~na numeracija se mo`e 

izvesti koriste}i pravilo Fulkersona, koje se sastoji u slede}em: 

- po~etni dogadjaj se obele`i sa 1, a sve strelice (aktivnosti) koje izlaze iz njega 

se precrtaju u blizini njihovog kraja, 

-  dogadjaji na krajevima ovih aktivnosti se numeri{u narednim celim brojevima, 

idu}i od gore prema dole i sleva na desno, 

- za slede}e dogadjaje postupak se ponavlja.  

Koriste}i ova pravila, moze se formirati mre`ni dijagram zami{ljenog projekta kao na 

slici 74: 

 

Slika 74 Mre`ni dijagram  
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7.1.4. Analiza vremena 

 

Ovde }e biti data analiza vremena za mre`no planiranje po metodi CPM. Vreme 

trajanja aktivnosti izmedju dogadjaja (i – j) je tij, {to predstavlja procenjeno ili 

normirano vreme.  

Najraniji po~etak aktivnosti (i-j) se ozna~ava kao ti
(0), a, a najraniji zavr{etak aktivnosti 

(i-j) se ozna~ava sa sa tj
(0). Ovo vreme se dobija kao:  

 

 ij
0

i
0
j ttt += )()(          (142) 

 

U slu~aju da do j-tog dogadjaja vodi vi{e puteva, bi}e kori{}ena uop{tena relacija: 

 

 { }ij
0

ii

0
j ttt += )()( max         (143) 

 

Najkasniji po~etak aktivnosti se odredjuje polaze}i od zavr{nog dogadjaja idu}i ka 

po~etnom. U ovom slu~aju operativna formula za retrogradni prora~un “kasnih” 

po~etaka aktivnosti glasi: 

 { }ij
1

ij

1
i ttt −= )()( min         (144) 

 

Kriti~ni put je put koji se prote`e od prvog dogadjaja (1) do zadnjeg dogadjaja (n), to je 

put koji ima najdu`e vreme trajanja i sadr`i samo kriti~ne aktivnosti, odnosno 

aktivnosti koje nemaju vremensku rezervu.  

Ostali parametri se odredjuju na osnovu slede}ih izraza: 

- ukupna vremenska rezerva aktivnosti (i-j): ijijij tttu −−=∆ 01  

- slobodna vremenska rezerva aktivnosti (i-j): ijijij ttts −−=∆ 00  

- nezavisna vremenska  rezerva aktivnosti (i-j): ijijij tttn −−=∆ 10  

- ukupna vremenska rezerva aktivnosti (i-j): ijijij tttu −−=∆ 01  

- vremenska rezerva u dogadjaju(i): 01
iii tt −=∆  

Za potrebe analize u planiranju i upravljanju najva`nije su ukupne vremenske rezerve i 

vremenske rezerve u dogadjajima. 
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Blok dijagram toka formiranja i prora~unavanja mre`nog dijagrama po metodi CPM je 

dat na slici 75. 

 

 

 

  Slika 75. Blok dijagram formiranja MD po metodi CPM  

 

 

7.1.5. Analiza resursa 

 

Analiza resursa predstavlja integralnu fazu u primeni metode CPM. Resursi, odnosno 

ograni~enja mogu biti broj anga`ovanih radnika, raspolo`iva nov~ana sredstva u datim 

vremenskim intervalima i sli~no. Analiza resursa }e biti poja{njena kroz slede}i primer, 

gde je broj radnika za realizaciju datog projekta ograni~en. 

Osnovni elementi projekta su dati u tabeli - matrici medjuzavisnosti (tabela 12). 
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          Tabela 12. 

Posmatrana aktivnost  
A B C D E F G H 

A    X     
B     X    
C      X   
D       X  
E         
F       X  
G        X 

 
 

Prethodna 
aktivnost 

H         
Trajanje (dan) 5 4 4 9 5 5 4 4 

Resurs (radnika/dan) 4 5 2 6 2 3 7 8 
  

Mre`ni dijagram sa upisanim resursom je prikazan na slici 76. 

 

 

 

  

  Slika 76. Mre`ni dijagram projekta sa resursom 

 

Kao {to se vidi sa slike, kriti~ni put se sastoji od aktivnosti A-D-G-H, sa ukupnim 

trajanjem realizacije projekta 22 dana.  

Gantogram aktivnosti, napravljen prema najranijim po~ecima aktivnosti je dat na slici 

77. 
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 tij Rij   

A 5 4                        

B 4 5                        

C 4 2                        

D 9 6                        

E 5 2                        

F 5 3                        

G 4 7                        

H 4 8                        

Dani  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

Potreban 

resurs 

(radnika/dan) 

 11 11 11 11 9 11 11 11 11 6 6 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8 8 

 Slika 77. Gantogram najranijih po~etaka aktivnosti 

Histogram raspodele resursa pri najranijim po~ecima aktivnosti je dat na slici 78. 
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Slika 78. Histogram raspodele potrebnih resursa (radnika) po danima 

Kao {to se sa histograma vidi, uz ograni~ene resurse, nije mogu}e realizovati 

zami{ljeni projekat na ovakav na~in, odnosno, u danima 1- 9  se ne raspola`e 

dovoljnim brojem radnika, dok u periodu of 10 do 22 dana resurs nije potpuno 

iskori{}en. Slede}i korak je napraviti gantogram aktivnosti sa najkasnijim po~ecima 

pojedinih aktivnostima i odgovaraju}i histogram raspodele resursa, kao {to je dato na 

slikama 79 i80. 
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 tij Rij   

A 5 4                        

B 4 5                        

C 4 2                        

D 9 6                        

E 5 2                        

F 5 3                        

G 4 7                        

H 4 8                        

Dani  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

Potr. resurs 

(radnika/dan) 

 4 4 4 4 4 8 8 8 8 9 9 9 9 14 12 12 12 9 10 10 10 10 

 Slika 79. Gantogram najkasnijih po~etaka aktivnosti 
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 Slika 80. Histogram raspodele potrebnih resursa (radnika) po danima 

 

Kao {to se iz histograma vidi, problem i dalje nije re{en, ve} je samo potreba za ve}im 

brojem radnika od raspolo`ivog pomerena ka kraju projekta, od 13 do 22 dana trajanja 

projekta.  
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Koriste}i heuristi~ke metode uravnote`enja, dobija se re{enje sa optimalnim 

po~ecima/zavr{ecima aktivnosti i  uravnote`enom raspodelom ograni~enog resursa, 

kao {to je dato na slikama 81 i 82. 

 tij Rij   

A 5 4                        

B 4 5                        

C 4 2                        

D 9 6                        

E 5 2                        

F 5 3                        

G 4 7                        

H 4 8                        

Dani  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

Potr. resurs 

(radnika/dan) 

 9 9 9 9 6 8 8 8 9 9 9 9 9 8 9 9 9 9 8 8 8 8 

  

Slika 81. Gantogram sa uravnoteženim po~ecima  aktivnosti 
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Slika 82. Uravnote`eni histogram raspodele potrebnih resursa (radnika) po danima 

 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

192 

7.1.6. Primeri re{enih zadataka 

 

Primer 1. 

Analizom projekta, rukovodilac projekta je sa~inio slede}u matricu medjuzavisnosti 
aktivnosti.  

Posmatrana aktivnost  
A B C D E F G H 

A   X  X    
B    X     
C    X     
D      X   
E       X  
F        X 
G        X Pr

et
ho

dn
a 

ak
tiv

no
st

 

H         
Trajanje aktivnosti 

(dani) 
8 10 10 15 12 4 8 7 

 
Uraditi:  
a. projektovati mre`ni dijagram; 
b. odrediti najranija i najksanija vremena po~etka aktivnosti; 
c. odrediti kriti~ni put. 
 
Re{enje je dato na slici 83. 
 

 
 

Slika 83. Mre`ni dijagram 
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Primer 2.  

Realizacija projekta je zadata slede}om strukturalnom tabelom:  

Aktivnost  A B C D E F G H I J K L 

Prethodna 

aktivnost 

- - - A B B C E D,H E F,G J 

Trajanje (h) 8 6 5 9 4 7 10 5 7 3 4 2 

Uraditi: 

a. konstruisati mre`ni dijagram; 
b. odrediti kriti~ni put i vreme zavr{etka projekta; 
c. odrediti vremenske rezerve u sistemu dogadjaja. 

Re{enje: 

a. Konstrukcija mre`nog dijagrama je data na slici 84.  

 

Slika 85. Konstrukcija mre`nog dijagrama 

b. Najraniji i zavr{eci i  najkasniji po~eci aktivnosti i kriti~ni put su dati na slci 85. 
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Slika 85. Najraniji i zavr{eci i  najkasniji po~eci aktivnosti i kriti~ni put 

 
c. Vremenske rezerve 

 
- Najraniji zavr{etak aktivnosti:   (dan) 

 
-  Najkasniji po~etak aktivnosti:  (dan) 
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Kriti~ni put u mre`i  (dan)  

 

Kriti~ni put u mre`i je najdu`i put, koji sa~injavaju aktivnosti koje nemaju vremenskih 
rezervi i iznosi: 

  (dan) 

Vremenske rezerve:  

 
 

Primer  3. 

Za uop{teni investicioni projekat, ~ija je realiazija definisana slede}om matricom 

medjuzavisnosti aktivnosti konstruisati MD i odrediti kriti~ni put. 
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Re{enje: 

Konstrukcija mre`nog dijagrama: 

 
Slika 86. Konstrukcija mre`nog dijagrama 

 
Prora~un najranijeg zavr{etka i najkasnijeg po~etka aktivnosti i kriti~ni put su dati 
na slici 87. 
 

 
 

Slika 87. MD sa prora~unatim vremenima 

 

Kriti~ni put: A-B-C-D-F-G-I-J-Q-M-N-O-P 
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7.2. PERT metoda 

Kod nekih projekata jednostavno nije moguće egzaktno, na osnovu proračuna, ili na 

osnovu iskustva odrediti, odnosno normirati vreme trajanja pojedinih aktivnosti. Ovo 

se prvenstveno odnosi na istraživačke i razvojne projekte. Za ovakve projekte  se 

odredjuju tri vremenske veličine (scenarija) i to: 

• aij – optimističko vreme izvršenja pojedinih aktivnosti (i – j), kao najkraće 

predviđeno vreme realizacije određene aktivnosti. Ovo vreme je procenjeno 

vreme za koje se smatra da je moguće završiti datu aktivnost, uz idealno 

ispunjene sve uslove, sto je malo verovatno. 

• mij – najverovatnije (modalno) vreme izvršenja aktivnosti (i – j). Verovatnoća 

realizacije određene aktivnosti za ovo vreme veća je od verovatnoće izvršenja  

aktivnosti u odnosu na vrednost optimističke procene vremena, ali manja od 

najvećeg tzv. pesimističkog vremena. U statističkom smislu to je vreme sa 

najvećom frekvencijom pojavljivanja. 

• bij – pesimističko vreme izvršenja aktivnosti (i – j) je najduži procenjeni interval 

izvršenja određene aktivnosti. Ono pokazuje koliko dugo može do traje jedna 

aktivnost i da se konačno završi. 

Za vremensku analizu po metodi PERT od posebnog su interesa sledeće algebarske 

(matematičke) vrednosti: 

• teij- očekivano vreme, kao matemetička sredina,  i 

• Dij+= σ2
ij – disperzija, odnosno varijansa vremena trajanja aktivnosti i-j,  

Ove vrednosti se dobijaju  za svaku aktivnost (i – j) na osnovu prethodno definisanih 

vrednosti parametara aij, mij, bij.  Pri proračunu ovih vremenskih veličina, polazi se od 

toga da važe sledeće pretpostavke: 

• trajanje svih aktivnosti (i – j), se kao slučajna promenljiva pokorava  zakonu 

beta β – raspodele, 

• trenutak završetka sumarnih aktivnosti (npr. kritičnog puta) odigrava se po 

zakonu normalne N – raspodele. 
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Grafik funkcije gustine β – raspodele je dat na slici 88. 

 

Slika 88. Funkcija funkcije gustine β – raspodele e  

Očekivano vreme realizacije aktivnosti i-j, se dobija kao matematičko očekivanje za 

slučajnu promenjlivu koja se pokorava β – raspodeli kao: 

 
6

4
)( ijijij

ij

bma
tMTe

+•+
==       (145) 

Disperzija slučajne veličine, odnosno srednje kvadratno odstupane se dobijaju kao: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
==

6
;..

6
)(

2
2 ijij

ij
ijij

ijij

abab
tD σσ      (146) 

Proračun najranijih i najkasnijih početaka aktivnosti je u principu isti kao kod CPM 

metode, stim što se kod PERT metode računa sa očekivanim vrednostima. Najraniji 

počeci aktivnosti se odredjuju proračunom unapred, od prve aktivnosti, kao:i najranij 

 

 { }ijiij tetete += )0()0( max        (147) 
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Najkasniji početak aktivnosti se odredjuje polazeći od završnog dogadjaja idući ka 

početnom. U ovom slučaju operativna formula za retrogradni proračun “kasnih” 

početaka aktivnosti glasi: 

 { }ijjji tetete −= )1()1( min         (148) 

Vremenska rezerva odredjenog dogadjaja ∆ei, predstavlja vremensku razliku između 

očekivanog najkasnijeg i najranijeg vremena nastupanja posmatranog i-tog (ili j-tog) 

dogadjaja i izračunava se kao: 

 1,1..;..0)1( −=−=∆ nizatetee iii       (149) 

Očekivana vremenska rezerva u dogadja može biti pozitivna ili jednaka nuli, pri čemu 

pozitivna vremenska rezerva inicira mogućnost završetka neke aktivnosti pre 

planiranog roka (imamo višak kapaciteta), dok vremenska rezerva koja je jednaka nuli  

pokazuje da su  kapaciteti procenjeni kao adekvatni, ali istovremeno i kritični. 

U projektu je od posebnog interesa odredjivanje verovatnoće ispunjavanja planiranih 

rokova. Ako se sa Tp ozbači planirani rok odigravanja nekog dogadjaja, pri čemu to 

može biti i završni dogadjaj, odnosno, kraj projekta,  a sa z odgovarajući faktor 

verovatnoće, koji se može izračunati kao standardizovana (centrirana) vrednost sume 

aktivnosti na kritičnom putu, kao 

2σ
ep tT

z
−

=
        (150)

 

gde su:  

∑= 22
ijσσ   - zbir disperzija svih trajanja aktivnosti na kritičnom putu (put sa najdužim 

vremenom) do razmatranog dogadjaja. 

∑= ije tet - zbir  očekivanih vremena trajanja aktivnosti (i – j) do razmatranog 

dogadjaja. 

Ako se traži verovatnoća okončanja projekta, razmatrani dogadjaj je kraj prokjekta. 
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Verovatnoća  odigravanja dogadjaja u funkciji faktora verovatnoće z se nalazi iz 

zakona standardizovane normalne raspodele kao: 

 dxxzP
t

)
2

exp(
2
1)(

2

∫
∞−

−•=
π

       (151) 

Grafička predstava funkcije raspodele verovatnoće P(z) je data na slici 89.  

 

Slika 89.  Funkcije raspodele verovatnoće P(z) 

Vrednosti funkcije P(z) najčešće se predstavljaju tabelarno, kao što je i dato u tabeli 

27, iz koje se za izračunatu vrednost  faktora verovatnoće z direktno može odrediti 

verovatnoća odigravanja razmatranog dogadjaja.  

          Tabela 10. 
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7.2.1. Primeri re{enih zadataka po PERT metode 

Primer 1.  

Realizacija projekta osvajanja novog proizvoda je zadata preko sledeće matrice 
medjuzavisnosti.  

Posmatrana aktivnost  
 A B C D E F G H I J K M N O 

A    x           
B     x x         
C       x x       
D     x x         
E         x      
F          x x    
G          x x    
H            x   
I             x  
J             x  
K              x
M               
N               

P 
r 
e 
t 
h 
o 
d. 
 
a 
k 
t 
i 
v 
n. 

O               
Opt. aij  1,5 2 2 1 3 3 2 4 1 2 5 2 3,5 2
Modal. 

mij  
3 3 2,5 1,5 5 6 2,5 5 2 3 5,5 4 4 3

Vreme 
(dan) 

Pesim. bij 3,5 4 3 2,5 7 7 3,5 5 4 6 6,5 7 5,5 5
 
Odrediti 

a. Projektovati mrežni dijagram.  

b. Odrediti očekivano vreme teij (dan) i disperziju Dij (dan2), za svaku aktivnost.  

c. Odrediti očekivani kritičan put πc.  

d. Izračunati verovatnoću nastupanja završnog događaja, ako je planirano vreme 

završetka kritičnih aktivnosti Tp =20 (dan)  
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Rešenje: 

a) Mrežni dijagram je dat na slici 90. 

J 

I

C

G 

4 H

A

1

E

3B 

2

D

F 6

5

7

M

K 9

8

N

O 10

 

Slika 90. Konstrukcija MD 

a. Očekivano vreme teij (dan) i disperzija Dij (dan2) aktivnosti 

Očekivano vreme trajanja aktivnosto se računa po formuli: 

6
4

)( ijijij
ij

bma
tMTe

+•+
== . 

Disperzija vremena se računa po formuli: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
==

6
;..

6
)(

2
2 ijij

ij
ijij

ijij

abab
tD σσ . 

Sredjeni podaci su dati u sledećoj tabeli: 

Aktivnost (i-j) A B C D E F G H I J K M N O 
Očekivano vreme teij 

2,83 3 2.5 1.58 5 5.67 2.58 4.83 2.16 3.33 5.58 4.16 4.16 3.33 

Disperzija Dij 
1/9 1/9 1/36 1/16 4/9 4/9 1/16 1/36 ¼ 4/9 1/16 25/3

6 
1/9 4/9 

b. Odrediti očekivani kritičan put πc.  

Očekivani kritični put se može dobiti odredjivanjem najranijih i najkasnijih početaka 

aktivnosti i identifikacijom aktivnosti koje nemaju vremensku rezervu. Kritični put je 

takodje i najduži (po vremenu) put u mreži, pa se može identifikovati i na ovaj način, 

što će biti primenjeno u ovom zadatku. 
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Kritični put πc= π3 , na njemu se nalaze dogadjaji 1-2-3-6-9-10, a sačinjavaju ga 

aktivnosti A-D-E-K-O. 

c. Verovatnoću završetka projekta za Tp =20 (dan)  

 

Za  faktor verovatnoće z = 0,943 iz tabele  27, interpolacijom se dobija verovatnoća 

završetka projekta za 20 dana, koja iznosi: 

 

 

7.3. Metoda ″prvenstva″ (PDM - Precedence Diagramming Method))  

 

Jedan od nedostataka CPM i PERT metode se ogledao u nemogućnosti, ili teškom 

načinu prikazivanja preklapanja aktivnosti, što se može ilustrovati sledečim 

jednostavnim primerom.  

Neka se radi projekat vodovoda. Glavni plan se sastoji pd sledećih aktivnosti: 

 Aktivnost A: Iskop zemlje (kanala) u trajanju od lO dana, 

 Aktivnost B: Postavljanje cevi u trajanju od 8 dana, 

 Aktivnost C: Zatrpavanje kanala u trajanju od 8 dana. 

Uobičajeni mrežni dijagram sa sukcesivnim redjanjem aktivnosti je dat na slici 91. 
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Slika 91. Mrežni dijagram sa sukcesivnim odvijanjem aktivnosti. 

 

Ukupno trajanje ovako zamišljenog projekta je 26 dana. Pitanje je da li mora da 

projekat traje 26 dana, odnosno, da li mora da se završi aktivnost A kopanje kanala do 

kraja pa da počne polaganje cevi (aktivnost B), odnosno da početak aktivnosti C 

(zatrpavanje kanala) čeka da se sve cevi polože, odnosno da se završi aktivnost B.  

Naravno da ne mora. Kod CPM metode može se pristupiti formiranju stepenastog 

mrežnog dijagrama, sa uvodjenjem fiktivnih aktivnosti,  dijagrama, kao što je dato na 

slici 92.  

 

 

Slika 92. Stepenasti mrežni dijagram 

 

Kao sto se vidi iz dijagrama t B može otpoceti 3 dana nakon početka aktivnosti A, a 

aktivnost C sa 2 dana zakašnjenja u odnosu na aktivnost B. Na ovaj način je očuvana 

tehnološka zavisnost izmedju aktivnosti, obezbedjeno paralelno, istovremeno 

odvijanje više aktivnosti, a rok završetka posla je sada: T=3+2+8=13 dana.  

Kaskadni (stepenasti) dijagrami se kod većeg broja aktivnosti veoma usložnjavaju i 

postaju nepregledi, što nije slučaja kod PDM metoda, i što predstavlja jednu od 

njegovih prednosti.  
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Osnovne karakteristike  PD-metode su: 

1. Proračun vremenskih parametara 

Proračun osnovnih parametara PDM mrežnog plana vezan je za aktivnosti, a ne za 

događaje. Po PD metodi čvorovi u mreži, na osnovu analize strukture, predstavljaju 

definisane aktivnosti. U tom smislu, PD metod koristi za bazu AON tehniku (Activity 

On The Node), odnosno tehniku “aktivnost na čvoru”, za razliku od ADM tehnike 

(Arrow Diagram Method), tj. tehnike “aktivnost na strelici”, kojom je topološki 

strukturiran CPM, odnosno PERT  model. Može se reći da su mrežni dijagrami kod 

CPM i PDM metoda zapravo inverzno orijentisani grafovi aktivnosti i događaja. 

Ilustracija je data na slici 93, pri čemu je pod a. dat deo CPM mrežnog dijagrama sa 

prikazom aktivnosti i-j i j-k, a pod b prikaz istih tih aktivnosti.  

 

Slika 93. Prikaz aktivnosti kod CPM i PDM metode 

 

Kao što je i ranije rečeno, aktivnosti se kod PD metoda prikazuju pmoću 

pravougaonika, u kojima se upisuju svi relevantni podaci za posmatranu aktivnost. 

Izmedju aktivnosti su strelice, koje pokazuju samo tehnoločku uslovljenost. Najčešći 

slučaj prikazivanja aktivnosti u PDM dijagramu je dat na slici 94. 
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Slika 94. Najčešći način prikazivanja aktivnosti u PDM dijagramu 

 

Ponegde se sreće i način prikazivanja aktivnosti kao što je dato na slici 95. Ovaj način 

sadrži iste podatke kao prethodni.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Slika 95. Mogući način prikazivanja aktivnosti u PDM dijagramu 

 

2. Pravila za konstruisanje 

 

Ne postoje specijalna pravila za konstrukciju orijentisanog grafa PDM, jer se aktivnosti 

spajaju linijama i strelicama direktno, u skladu sa prethodno formiranom matricom 

uslovljenosti izvođenja aktivnosti i redosleda događaja. Karakteristika PD metode je, i, 

ta što početak i/ili završetak mrežnog plana može biti izražen sa jednim ili većim 

brojem aktivnosti, u zavisnosti sa koliko je aktivnosti potrebno projekat MD započeti, 

odnosno završiti.  

KZ - Kasni Zavr{etak
KS - Kasni Start

Tr - Trajanje Aktivnosti
Z - Vremenski Zazor

A - Oznaka Aktivnosti
RZ - Rani Zavr{etak
RS - Rani Start

Z

KS

RS

A

Tr

KZ

RZ
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U mreži nema fiktivnih aktivnosti. Formalno se može uvesti jedna fiktivna aktivnost 

ispred početnih i/ili jedna iza završnih aktivnosti, u cilju potpunijeg izražavanja 

mrežnog dijagrama kao kod klasičnog CPM.  

Preklapajuće aktivnosti i aktivnosti sa pomakom, tj. vremenskom distancom u 

realizacijama, na jednostavan način se prikazuju u mrežnom dijagramu, što 

predstavlja jednu od osnovnih prednosti  PDM.  

3. Tipovi veza kod PDM dijagrama 

U modelima oblikovanim na osnovama ADM  strukture (CPM i PERT), postojao je 

samo jedan tip veze između aktivnosti. Ta veza je konvencionalna i podrazumeva 

jasan stav da aktivnost prethodnika mora biti završena pre početka aktivnosti 

sledbenika. PDM metod raspolaze sa ukupno četri tipa veza, koje poboljšavaju 

njegove performanse. Tipovi veza su dati u tabeli 11.  

Tabela 11. 

Tip veze Grafički prikaz Objašnjenje 
Kraj na početak  

(Finiš to Start) 

Aktivnost B ne može početi 
dok ne prodje 3 v.j. od 
završetka aktivnosti A. 

Početak na početak        

(Start to Start) 

Aktivnost B može početi tek 
nakon 4 v.j. od početka 
aktivnosti A. 

Kraj na kraj 

(Finish to Finish) 

Aktivnost B se ne može 
završiti  dok ne prodjue 2 v.j. 
od završetka aktivnosti A. 

Početak na kraj 

(Start to Finish)  

Akrivnost A se ne može 
završiti dok ne prodje 1 v.j. od 
početka aktivnosti B 
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4. Transformacija dijagrama 

Transformacija PDM mrežnog dijagrama CPM je teško,  često i nemoguće  potpuno  

izvesti,  iz razloga  postojanja  četiri  tipa veza prisutnih kod  PDM-a. Obrnut postupak 

transformacije je u principu izvodljiv. Elementarni primeri su dati na slici 96. 

 

Slika 96. Transformacija CPM u PDM mrežni dijagram 

5. Analiza vremena 

Analiza vremena se izvodi na isti način kao kod CPM metode, pošto se proračunavaju 

zapravo ista vremena. Nalaženje najranijih početaka aktivnosti se vrši proračunom 

unapred, dok se nalaženje najksanijih početaka aktivnosti vrši proračunom unazad. 

Konstruisanje i analiza vremena će biti pokazana kroz primere rešenih zadataka.  
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7.3.1. Primeri re{enih zadataka 

 

Primer 1. 
  

Realizacija nekog projekta je definisana sledećom matricom medjuzavisnosti. 

Realizaciju projekta prikazati mrežnim dijagramima i to po  CP metodi  i PD metodi. 

 
Posmatrana aktivnost  

100 200 300 400 500 600 700 800 

100   X X X         

200         X       

300           X     

400             X   

500               X 

600               X 

700               X 

 
 
 
Prethodna
aktivnost 

800                 

Trajanje akt. (h)  2 3 6 2 5 7 3 1 

 
Rešenje: 

a. CPM mrežni dijagram je prikazan na slici 97. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 97. CPM mre`ni dijagram 

Za realizaciju projekta je potrebno 16 sati. Kritični put čine aktivnosti 100-300-500-800. 

  2
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1

0 0 2
100 2

2
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b. PDM mrežni dijagram je prikazan na slici 98. 

 

Napomena: Korišćeno je označavanje aktivnosti : 

 
 
 

Slika 98. PDM mre`ni dijagram 
 
Primer 2. 
 

Za projekat koji je zadat tabelom medjuzavisnosti aktivnosti identifikovati kriti~ni put: 

a. CPM metodom 

b. PDM metodom 

Posmatrana 
aktivnost 
Prethodna 
aktivnost 

Trajanje 
aktivn.(h) 

 

 
 
 
 
 
 
 

KZ - Kasni Zavr{etak
KS - Kasni Start

Tr - Trajanje Aktivnosti
Z - Vremenski Zazor

A - Oznaka Aktivnosti
RZ - Rani Zavr{etak
RS - Rani Start

Z

KS

RS

A

Tr

KZ

RZ
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a. CPM mrežni dijagram je prikazan na slici 99. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 99. CPM mre`ni dijagram 
 
Projekat se može realizovati za 23 sata. Kritični put se sastoji od sledećih aktivnosti: A-
E-I-K. 
 
b. PDM mrežni dijagram je prikazan na slici 100.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 100. PDM mre`ni dijagram 
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Primer 3. 
 
Realizacija projekta instalacije toplovodne  mreže je zamišljena prema sledećoj  

matrici medjuzavisnosti aktivnosti: 

Posmatrana aktivnost  
 A B C D E F G H 

A 
 

 FS 
+2 

 FS     

B 
 

  FF 
+2 

     

C  
 

   FS    

D  
 

    FS   

E  
 

    FS   

F  
 

     FF 
-2 
 

FS 

G 
 

        

P 
r 
e 
t 
h 
o 
d 
n 
a 
 

A 
k 
t. H 

 
        

Trajanje aktiv. 
tij (dan) 

2 4 2 2 2 3 4 2 

 
Ugovoreno je da se sa radom započne u ponedeljak i da se posao završi za 3 radne 

nedelje. Vikendom (subota i nedelja) se ne radi. 

Uraditi: 

a) Realizaciju projekta prikazati  Gantt-ovim dijagramom, odrediti najkraće vreme 

realizacije projekta i označiti kritični put. 

b) Realizaciju projekta prikazati PDM dijagramom  i označiti kritični put. 

c) Da li je po ovakvom planu moguće projekat realizovanti u ugovorenom roku? 
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Re{enje: 
 
a.  Gantt-ov dijagram realizacije projekta je prikazan na slici 101.  

13

C

41
H

32

G
F
E
D

65 87 11109 12

+2

A
B

Aktivnosti

+2

181514 1716 2019 2221

-2

Dani2423

 
Slika 101. Gantt-ov  dijagram realizacije projekta 

 
Najkraće vreme realizacije projekta je 23 kalendarska dana, odnosno, 17 radnih dana. 

Kritični put sačinjavaju aktivnosti A-B-E-F-H. 

b. PDM dijagram realizacije projekta je dat na slici 102.  

1582101 2
1 2

16

12

D

43
15

11

2

 8

15

A

B

10
10

2 C

+2
5
5

2

+2

0

4

 0  0  02322191716
16

G 2

17
41

12
0

1917

-2

22 23

Legenda

Aktivnost (j-k)

2E A 3

t
(0)

(1)
jt

j

A 2

jk

t
(0)

(1)
tk

k
u

t jk

 

Slika 102. Gantt-ov  dijagram realizacije projekta 
 

c. Po ovom planu realizacije projketa, isti nije moguće realizovati u ugovorenom roku 

od 3 radne nedelje. 
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8.0. TEORIJA REDOVA ^EKANJA 

 

Pona{anje elemenata slo`enih produkcionih sistema je naj~e{}e stohasti~ko, {to 

mo`e dovesti do velikih oscilacija izlaznih parametara. Da bi ovakvi slo`eni sistemi 

mogli da rade bez zastoja oni moraju da imaju odgovaraju}i kapacitet. Svako 

odstupanje od optimalnog kapaciteta dovodi do neefikasnog iskori{}enja, ili do 

stvaranja velikih redova ~ekanja ispred pojedinih ~vornih ta~aka transportnog 

sistema. 

Da bi se pristupilo analiti~kom prou~avanju, realni slo`eni sistem se mora 

transformisati u model, koji je imitacija stvarnog sistema, a koji verno opisuje 

pona{anje samog sistema u zadatim okolnostima i zadatom vremenu. Model mora 

da ispuni slede}e zahteve: 

- da predvidi pona{anje sistema u datoj situaciji, 

- da se njima eksperimenti{e znatno lak{e nego sa sistemom. 

Slo`eni sistem se  predstavlja kao apstraktna mre`a medjusobno povezanih dejstava, 

transporta materijala, energije i informacija. U produkcionim ili transportnim sistemima, 

poluproizvodi ili materijal se kre}u du` mre`e  sistema, stim {to se u ~vornim ta~kama 

to kretanje manje ili vi{e usporava, ili privremeno zaustavlja, odnosno stvaraju se 

redovi ~ekanja. Mogu}i primeri ~vornih ta~aka su:  

- obavljanje tehnolo{kih operacija, kao {to je na primer proces automatskog 

zavarivanja {koljke automobila, obrada delova na nekoj ma{ini itd., 

- privremeno zaustavnjanje toka materijala, kao {to su medjufazna i 

medjuoperaciona skladi{ta,   

- pretovar materijala, kao {to je utovar kamiona, postavljanje kutija na kolica u 

procesu komisioniranja, uno{enje palete u skladi{te  itd., 

- deljenje transportnih tokova, sortiranje tereta i skupljanje vi{e transportnih 

tokova u jedan, 

- promena transportno-tehni~kog stanja robe, kao {to je paletizacija, 

depaletizacija, pakovanje, itd., 

Delovi ili materijali se preko pojedinih putanja dovodi do ~vorne ta~ke i odvodi se 

preko drugih putanja. Ako se posmatra ovaj proces u jednom du`em vremenskom 

periodu ova koli~ina koja se dovedi u jednu ~vornu ta~ku (Qi ) mora da bude jednaka 

koli~ini koja se odvodi iz te ~vorne ta~ke ( Qo  ).  U op{tem slu~aju va`i izraz: 
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  ∑∑
==

=
n

j
o

m

i
i QQ

11
        (152) 

 

Karakteristike jedne ~vorne ta~ke, zavisno od funkcije koju preuzima, defini{u: vrsta  

tehnolo{ke operacije ili materijala koji se transportuje, dimenzije tereta ili delova koji 

se obradjuju, intenzitet toka i osobine tehnolo{ke opreme ili  transportnih sredstava 

koja u~estvuju u datom procesu. 

Produkcioni ili transportni ili uop{teno sistemi opslu`ivanja ~esto rade sa neregularnim 

uslovima, sa izra`enom stohastikim pona{anjem, tako da nije mogu}e ta~no planirati 

rad po obimu i vremenu. Da bi ovakav sistem mogao da radi bez zastoja, mora da ima 

odgovaraju}i kapacitet. Odstupanja od optimalnog kapaciteta dovode do neefektivnog 

iskori{}enja opreme ili do stvaranja velikih redova ~ekanja u pojedinim fazama 

procesa. 

Pri dizajniranju produkcionih (opslu`nih) sistema osnovni  problem je stvaranje redova 

~ekanja na mestima opsluge. Karakteristike ovog problema su slede}e:   

1. Dolazak materijala ili delova ili mu{terija je slu~ajan dogadjaj. Za dolazak, 

odnosno interval vremena izmedju dolaska egzistira verovatno}a, koja se mo`e 

iskazati sa odredjenom sigurno{}u, odnosno sa odredjenom verovatno}om. 

2. Proces opslu`ivanja de{ava se u jednom vremenskom intervalu, koji sledi zadatu 

statisti~ku raspodelu. 

3. Mora da se difini{e mehanizam opslu`ivanja. 

4. Sistem je ozna~en sa jednim od dva stanja: nastaju redovi ~ekanja, ili je broj 

opslu`nih mesta (broj ljudi, ma{ina, transportnih uredjaja) veliki, tako da su 

nedovoljno uposleni.  

Matemati~ki modeli redova ~ekanja daju nam uvid {ta se de{ava u slo`enim 

sistemima opslu`ivanja. Pa`nja se usmerava na izra~unavanje verovatno}e da }e se 

sistem opslu`ivanja na}i u specifi~nom stanju u ma koje slu~ajno izabrano vreme. 

Poznavanje takvog stanja vodi direktno ka parametrima koji su interesantni, kao 

prose~an broj transportnih jedinica koje ~ekaju, prose~no vreme ~ekanja, itd. Modeli 

redova ~ekanja nisu mnogo korisni za re{avanje prakti~nih problema velike slo`enosti, 

ali oni omogu}avaju stvaranje osnovnog koncepta, kao polaznog re{enja kod procesa 

simulacije. 
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Modeli redova ~ekanja detaljno su obradjeni u stranoj i doma}oj literaturi (Kendall, 

1953.;  Newell, 1971.; Kleinrock, 1976.; Tacha 1976.; Cooper, 1981.; Vukadinovi}, 

1975.; Zrni}, 1987., 1993., 1994.; Kosani}, 1999.). Modeliranje slo`enih fleksibilnih 

transportnih sistema u metalopreradjiva~koj industriji kori{}enjem  teorije redova 

~ekanja detaljno je dato u radu autora (Jovanovi}, 1990.), u kome su napisani i dati 

ra~unarski programi za jednokanalne i vi{ekanalne sisteme opsluge.  

Pri modeliranju sistema opslu`ivanja teorijom redova ~ekanja mora se raspolagati 

bazom podataka o stohasti~kom pona{anju elementarnih podsistema.  Najva`niji 

podaci se odnose na poznavanje funkcija raspodele vremena pojedinih radnih ciklusa, 

ili pojedinih operacija iz radnih ciklusa.  

 

8.1. Osnovni pojmovi i definicije 

 

U daljem tekstu bi}e kori{}eni slede}i termini i oznake : 

- stanje sistema odredjuju promenljive tog sistema, pa je stanje sistema poznato 

ako su poznate promenljive sistema, 

- tranzicija stanja je prelaz sistema iz jednog stanja u drugo u toku vremena, pri 

~emu se prelaz mo`e odvijati kontinualno, ili u ta~no odredjenim trenucima 

vremena, 

- proces nailazaka jedinica u sistem je slu~ajna promenljiva i definisan je 

intenzitetom nailaska λ (jed/min) i fukcijom raspodele parametra koji ga 

odredjuje, 

- proces opslu`ivanja  je takodje  slu~ajna veli~ina koja je definisana  intenzitetom 

opsluge µ (jed/min) i fukcijom raspodele parametra koji je  odredjuje. 

 

Grafi~ka predstava jednog sistema opslu`ivanja je data na slici 103.  
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Ulaz u sistem

Raspodela 
vremena 
nailazaka

Opsluzno 
mesto

Izlas iz 
sistema

GRANICA SISTEMA 
OPSLUZIVANJA

Raspodela 
vremena 
opsluzivanja

Red cekanja

 

   Slika 103. Sistem opslu`ivanja 

 

Razli~ita stanja sistema ili razli~ite realizacije odgovaraju}eg  procesa mogu se izraziti 

ili ilustrovati pomo}u grafa stanja, kao {to je dato na slici 104.  

 

λ µ

X0,0

X1,0 1,1X

λ

X0,1

µ

λ

µ

λ
 

    Slika 104. Graf stanja sistema 

 

Jedno od zna~enja grafa sa slike 104 mo`e biti da predstavlja benzinsku stanicu na 

kojoj rade dva prodavca. Tada sistem opslu`ivanja mo`e da se u proizvolnom trenutku 

vremena nadje u jednom od slede}ih stanja: 

X0,0 – oba prodavca (oba opslu`na mesta) su slobodna, 

X1,0 – prvi prodavac je zauzet a drugi slobodan, 

X0,1 – prvi prodavac je slobodan,  a drugi je zauzet, 

X1,1 – oba prodavca su zauzeta. 
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8.2. Slu~ajni procesi nailazaka i opslu`ivanja  

 

Ovde }e biti razmotrene slede}e raspodele parametara stohasti~kih procesa: 

 

- Puasonova (Poisson) raspodela, 

- Erlangova (Erlang) rapodela, 

- normalna raspodela 

 

8.2.1. Puasonova raspodela  

 

Puasonova rapodela, ili potok dogadjaja su zna~ajni naro~ito za modeliranje procesa 

nailazaka jedinica u sistem. Puasonov potok dogadjaja ima slede}e osbine: 

- ordinarnost, {to zna~i da klijenti, odnosno jedinice dolaze u sistem pojedina~no, i 

- odsustvo posledica, {to zna~i da broj dogadjaja X1 koji padaju u vremenski period 

t1 ne zavisi od broja dogadjaja X2 koji padaju u interval t2. 

 

U kursevima matematike – teorija verovatno}e dokazuje se da je broj dogadjaja X koji 

padaju na proizvoljan interval vremena τ ima Puasonovu raspodelu: 

 

 
[ ] ),(

, !
),()( τ

τ
τ ta

m

t e
m
tamXP −•==       (153) 

gde je a(t,τ) srednji broj dogadjaja za vreme τ, koji je kod ordinarnog potoka dogadjaja 

jednak intenzitetu λ(t). Ako intenzitet potoka dogadjaja ne zavisi od vremena, radi se o 

prostom potoku dogadjaja, koji ima posebno zna~aj u teoriji masovnog opslu`ivanja. 

Zbog uslova stacionarnosti, srednji broj dogadjaja koji se pojavljuju u intervalu 

vremena (t, t+τ) ne zavise od trenutka t, ve} samo od du`ine intervala τ, pa je: 

 

∫
+

•=•==
τ

τλλττ
t

t

dtata )(),(      (154) 

Verovatno}a, da }e se u proizvoljno izabranom intervalu vremena du`ine τ pojaviti m 

dogadjaja je: 
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  λτ
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)()(       (155) 

Verovatno}a da se na posmatranom intervalu ne pojavi ni jedan dogadjaj je: 

  λτ
τ

−== eXP )0(        (156) 

Osnovna karakteristika prostog potoka je zakon (funkcija) raspodele intervala 

vremena T izmedju pojavljivanja susednih dogadjaja, recimo pojavljivanje mu{terija, 

klijenata, jedinica koje treba obraditi i sli~no.  

  
t

t

etF
etFtTP

tTPtF

λ
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−
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=−=≥

<=

1)(
)(1)(

)()(
      (157) 

Gustina raspodele se dobija diferenciranjem funkcije raspodele: 

  
λτλ −== eFtf ')(       (158) 

Kao {to se iz gornjeg vidi, u prostom Puasonovom potoku sa intezitetom nailazaka 

jedinica λ, interval izmedju proizvoljna dva susedna dogadjaja je karakterisan 

eksponencijalnom raspodelaom sa parametrom λ. 

Jo{ jedna va`na osobina prostih potoka dogadjaja je i mogu}nost njihovog sabiranja, 

odnosno formiranje sumarnog potoka. Pretpostavka je da su  potoci pribli`no jednaki, 

odnosno da imaju gustine istog reda. Sumarni potok dogadjaja je takodje Puasonom 

potok, pri ~emu se intenzitet nailazaka sumira. U praksi je pokazano da je dovoljno 

imati 4-5 potoka dogadjaja, da bi se dobio potok sa kojim se mo`e operisati kao sa 

prostim potokom.  

 

8.2.2. Erlangova raspodela 

 

Erlangova raspodela, ili Erlangov potok dogadjaja nastaje “ prosejavanjem”  prostog 

potoka, kao {to je prikazano na slici 105 gde je zadr`ana svaka druga ta~ka i dobijen 

potok dogadjaja drugog reda.   
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 Slika 105. Erlangovi potoci dogadjaja 

 

Funkcija gustine Erlangove raspodele k-tog reda je: 

 

 0,0,0,..
)!1(

1)( 1 >>>••
−

= −− λλ λ kxet
k

tf xkk     (159) 

Matemati~ko o~ekivanje i disperzija slu~ajne promenljive je:  

 

2
2

λ
δ

λ
k

kM

=

=
         (160) 

Izgled gustine funkcije Erlangove raspodele (k=6 i k=5) je dat na slici 106. Primer je 

uzet iz studije o pona{anju ~vornih ta~aka slo`enog sistema transporta i izvoza rude 

pri podzemnoj eksploataciji. 

Erlangova raspodela je veoma fleksibilna i pogodna za modeliranje sistema 

opslu`ivanja. Parametar k, stepen slobode Erlangove raspodele mo`e imati vrednosti 

k= 1 - ∝. Specijalan slu~aj je k=1, kada je to zapravo eksponencijalna raspodela. Kada 

je  k= ∝, nema stohastike i dogadjaji imaju deterministi~ku vrednost. Erlanova 

raspodela stepena oko 30 dobro aproksimira normalnu raspodelu, kao {to je 

prikazano na slici 107. 
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a) Otkopni transport – statisti~ki uzorak I 
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b) Otkopni transport – statisti~ki uzorak II 

 
Slika 106. Izgled gustine Erlangove raspodele 

 

 

Sa Erlangovom raspodelom ni`ih stepena slobode (k=1, 2, 3 . . ) dobro se mogu 

opisati procesi gde je dominantan uticaj ljudskog faktora, a ve}e vrednosti k (na primer 

k=30) odgovaraju procesima gde je o~it uticaj automatizovanih uredjaja. 

 

 

 

 

 

 

Karakteristike statisti~kog uzorka 
Obim uzorka:  N=150 
MIN ~lan:   Xmin=2.87 min. 
MAX ~lan:  Xmax=5.57 min  
Matemat. o~ekivanje: M(X)=1.148 min. 
Disperzija:  D(X)=0.6064 
Srednje kvad. odstup.: σ=0.815 
Broj intervala:  k=10 
Du`ina intervala:  h=0.3 min 

Karakteristike statisti~kog uzorka 
Obim uzorka:  N=80 
MIN ~lan:   Xmin=2.75 min. 
MAX ~lan:  Xmax=6 min  
Matemat. o~ekivanje: M(X)=1.365 min. 
Disperzija:  D(X)=1.108 
Srednje kvad. odstup.: σ=1.053 
Broj intervala:  k=10 
Du`ina intervala:  h=0.325 min 

Rezultati testiranja hipoteze 
 
χ2=11.68 
χ2

kr=15.5 za ν=8 i α=0.05 
Prihva}ena hipoteza: 
ERLANGOVA RASPODELA 
k=5 i λ=3.663 

Rezultati testiranja hipoteze 
 
χ2=10.59 
χ2

kr=15.5 za ν=8 i α=0.05 
Prihva}ena hipoteza: 
ERLANGOVA RASPODELA 
k=6 i λ=5.2265 
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Slika 107. Izgled funkcije gustine Erlang-ove raspodele  

 

8.2.3. Normalna  raspodela 

 

Funkcija normalne raspodele  i funkcija raspodele su: 

 dtetF
t x

∫
−

=
0

2

2

2
1)(
π

, 

2
)(

2
1

2

2
1)(

Mx
etf

−−
= δ

πδ
    (161) 

^esto se koristi standardizovana normalna raspodela sa M=0 i δ2=1 u obliku: 

 2

2

2
1)(

x

etf
−

=
π

        (162) 

Izgled standardizovane funkcije normalne raspodele i funkcija njene gustine date su 

na slici 108.  

1

t0

F(t)

0 t

f(t)

 

  Slika 108. Izgled standardizovane normalne raspodele 

 

Normalna raspodela se uspe{no mo`e primeniti pri modeliranju prirodnih i dru{tvenih 

procesa.  



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

223 

8.3. Jednodimenzionalni modeli redova ~ekanja 

 

Jednodimenzionalni modeli redova ~ekanja daju dosta upro{}enu sliku pona{anja 

transportnog sistema, tako da se mogu koristiti u fazi pretprojektnih studija, kao i za 

dobijanje po~etnog, inicijalnog re{enja za dalju razradu i optimizaciju.  Modeliranje 

sistema unutra{njeg transporta metodama redova ~ekanja je detaljno obradjivao Zrni} 

(Zrni} i Savi}, 1987.; Zrni}, 1993.; Zrni} i Petrovi}, 1994.; Zrni}, 1996b.; Zrni}, 1997.) i 

drugi. Za modeliranje diskontinualnih sistema transporta i izvoza rude interesantni su 

neki od  vi{ekanalnih modela redova ~ekanja. Oznake su po Kandall-u i Lee-u, i date 

su kao (x/y/z): (u/v/w), gde je: 

x: raspodela vremena ulazaka u sistem, 

y: raspodela vremena opsluge, 

z: broj kanala opsluge, 

u: disciplina opsluge,  

v: broj mesta u sistemu, 

w: ukupan broj u populaciji. 

Kendal je predlo`io simbole za klasifikaciju redova ~ekanja koji se uglavnom 

primenjuju svuda u literaturi: 

M – ozna~ava raspodelu vremena izmedju dolaska ili vremena opslu`ivanja sa 

negativnom eksponencijalnom distribucijom, 

G -  ozna~ava raspodelu vremena opslu`ivanja op{teg tipa (u radu se uzima ista 

oznaka i za raspodelu vremena ulaznog procesa op{teg tipa),  

D – ozna~ava vremena izmedju dolazaka ili vremena opslu`ivanja koja su konstantna, 

i  

C – ozna~ava broj kanala u sistemu. 

Za Erlangov proces see uzima oznaka  Ek ( k = 1 , 2 , . . .).  

 

 Sistem ~ekanja se karakteri{e slede}im izrazom: ulazni proces / proces opslu`ivanja/ 

broj kanala. Tako na primer izraz  M/D/5 ( E1 / E ∞ / 5) , ozna~ava sistem opslu`ivanja 

u kome je dolazakopisan Poisson-ovim procesom, vreme opslu`ivanja je konstantno i 

ima pet kanala. 
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Naj~e{}e kori{}enih jednodimenzionalnih modela redova ~ekanja  su: 

Modeli Poisson-a: 

(M/M/C):(FCFS/N/∞)   (M/M(b)/C):(GDFS/∞/∞) 

(M/M/C):(FCFS/∞/∞)   (M/M/1):(FCFS/∞/∞) 

(M/M/C):(GD/N/∞)    (M/M/1):(GD/N/∞) 

(M/M/C):(GD/∞/∞)    (M/M/1):(GD/∞/∞) 

(M/M/C):(PRI/∞/∞)    (M/M/C):(HELPF/N/∞) 

(M/M/C):(GD/K/K)    (M/M/C):(HELPF/∞/∞) 

(M(B)/M/C):(GDFS/∞/∞)   (M/M/C):(HELPS/N/∞) 

      (M/M/C):(HELPS/∞/∞) 

Non-Poisson modeli: 

(M/G/1):(GD/∞/∞)    (GI/M/1):(GD/∞/∞) 

(M/Ek/1):( GD/∞/∞)    (Ek /M/1):(GD/∞/∞) 

(M/G/1):(PRI/∞/∞)    (D/M/1):(GD/∞/∞) 

Specifi~ni non-Poisson modeli 

(M/E2/2):(GD/2/∞)    (E2/M/2):(GD/N/∞) 

(M/HE2/1):( GD/∞/∞)   (HE2 /M/1):(GD/N/∞) 

(M/HE2/2):( GD/2/∞)    (HE2 /M/2):(GD/N/∞) 

(E2/ME/1):(GD/N/∞)    (HE2 / E2/1):(GD/1/∞) 

 Elementarni (jednokanalni) sistem opslu`ivanja sa nazna~enim granicama sistema je 

dat na slici 26, koga karakteri{u slede}i elementi: izvor, ulazni proces, mehanizam 

opslu`ivanja, disciplina reda ~ekanja i konfiguracija sistema ~ekanja.  

 Izvor je mesto iz koga poti~u jedinice (klijenti, delovi za obradu, materijal za transport) 

koje zahtevaju opslu`ivanje. Ukupni broj potencijalnih jedinica koje zahtevaju 

opslu`ivanje mo`e da bude kona~an ili beskona~an, tako da je izvor kona~an ili 

beskona~an. U svim stvarnim problemima izvor je kona~an, a ukoliko je populacija 

dovoljno velika, onda se iz prakti~nih razloga mo`e  uzeti da je izvor beskona~an, {to 

je veoma korisno, po{to je analiza modela sa beskona~nim izvorom bitno lak{a nego 

kod modela sa kona~nim izvorom.  

Ulazni proces se karakteri{e vremenom izmedju dolazaka jedinica iz izvora ( t di ). Ovo 

vreme se posmatra kao nezavisna i identi~no distribuirana slu~ajna promenljiva. 

Uobi~ajen oblik ovog procesa koji se upotrebljava u modelima redova ~ekanja je 



Dr. Aca Jovanovi}, dipl.ing. 
 

METODE OPERACIONIH ISTRA@IVANJA 

225 

Puasonov proces. Prose~an iznos (intenzitet) dolazaka jedinica je  λ = 1 / t d , gde je    

t d – prose~no vreme izmedju dolazaka.  

 

Mehanizam opslu`ivanja  je definisan sa  tri nezavisne promenljive, i to:  

1. Vreme  opslu`ivanja, koje je u op{tem slu~aju promenljiva slu~ajna veli~ina      

(t si) . Mo`e se uzeti da vreme opslu`ivanja formira jedan niz od nezavisnih i 

identi~no rasporedjenih slu~ajnih promenljivih. Takodje se uzima da su 

vremena izmedju dolazaka i vremena opslu`ivanja uzajamno nezavisna. 

2. Kapacitet opslu`ivanja  se obi~no daje kao broj jedinica koje mogu 

jednovremeno da se opslu`e, pa sistemi mogu da budu jednokanalni i 

vi{ekanalni.  

3. Uredjaj za opslu`ivanje, koji mo`e da bude na raspolaganju u izvesno vreme, 

ali ne i u drugo  ( radi na drugom poslu, poslu`ilac obavlja pomo}ne du`nosti).  

 

Disciplina u redu ~ekanja  je kriterijum po kome se vr{i selekcija jedinica za 

opslu`ivanje onda kada su ve} u redu, pri ~emu se  razlikuju dva slu~aja: jedinstveni 

red ~ekanja (mogu} u svim slu~ajevima, nezavisno od broja kanala) i vi{e paralelnih 

redova ~ekanja  (samo kod vi{ekanalnih sistema).  

Iz jedinstvenog reda ~ekanja jedinice  na opslu`na mesta prelaze po nekoj od slede}ih 

disciplina: 

- FIFO – (First In – First Out; prva koja dodje  - prva se opslu`uje) , 

- LIFO -  (Last In – First Out; poslednja koja dodje – prva se opslu`uje), 

- slu~ajna disciplina  - redosled opslu`ivanja  odredjuje se na slu~ajan na~in 

izmedju svih prisutnih jedinica, 

- disciplina prema prioritetu, koji mo`e da bude odredjen prema najkra}em ili 

najdu`em vremenu opslu`ivanja, tipu jedinice, odnosno klijenta itd. Kod pojave 

jedinica sa vi{im prioritetom mogu da nastupe dva slu~aja: 

a) produ`ava se ve} zapo~eti proces opslu`ivanja i po njegovom zavr{etku bira 

se jedinica sa najvi{im prioritetom,  

b) prekida se zapo~eti proces opslu`ivanja, jedinica sa mesta opslu`ivanja se 

vra}a u red ~ekanja, a prihvata se prioritetna jedinica.  
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Dva zna~ajna fenomena mogu da budu prisutna u sistemima redova ~ekanja : 

- jedinica se ne priklju~uje redu koji ima du`inu ve}u od neke odredjene  (zadate), i 

- jedinica napu{ta red, po{to mu se prethodno priklju~ila i ~ekala  izvesno vreme. 

Konfiguracija sistema za opslu`ivanje  mo`e da bude slede}a (slika 109): 

- jedan kanal i jedna faza opslu`ivanja, 

- vi{e kanala i jedna faza opslu`ivanja, 

- jedan kanal i vi{e faza opslu`ivanja (serijski jednokanalni sistem), 

- vi{e kanala i vi{e faza opslu`ivanja (serijski vi{ekanalni sistem), i 

- slo`eni sistem opslu`ivanja, koji predstavlja kombinaciju prva ~etiri navedena 

sistema. 

 

a. Jedan kanal, jedna faza b. Vise kanala, jedna faza

c. Jedan kanal, vise faza d. Vise kanala, vise faza

 

 Slika 109. Konfiguracija sistema za opslu`ivanje 

 

Zavisno od raspolo`ivog prostora za ~ekanje jedinica mo`e da se izvr{i podela na : 

- sisteme sa prostorom za ~ekanje neograni~enog kapaciteta, i  

- sisteme sa prostorom za ~ekanje ograni~enog kapaciteta. 
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8.3.1. Osnovne karakteristike i izlazni parametri sistema za opslu`ivanje 

 

Kod studiranja fenomena ~ekanja u stohasti~kim procesima, analize mogu da se vr{e 

za procese koji zavise od vremena, ili mnogo jednostavnije, za proces sa stacionarnim 

stanjem, usvajaju}i njegovo postojanje. U ovom poglavlju }e se prvenstveno 

razmatrati karakteristike stacionarnog stanja u problemu redova ~ekanja.  

Ukupan broj jedinica u sistemu za opslu`ivanje predstavlja stanje sistema. Uop{te je 

interesantno prose~no pona{anje  sistema i odatle se ne interesujemo za stanje 

sistema u funkciji vremena. Pa`nja se usmerava na izra~unavanje verovatno}e da }e 

se sistem na}i u specifi~nom stanju u ma koje slu~ajno izabrano vreme. Poznavanje 

takvog stanja vodi direktno ka parametrima koji su interesantni.  

Statisti~ko pona{anje sistema opslu`ivanja se karakteri{e uglavnom slede}im 

parametrima: 

- broj jedinica u sistemu, uklju~uju}i i onu koja se opslu`uje u datom momentu 

vremena i iznos N (t ), 

- broj jedinica u sistemu koje ~ekaju na opslu`ivanje u datom momentu je Nw (t ), 

- vreme opslu`ivanja tS , 

- vreme zadr`avanja jedinice u sistemu (proteklo vreme od trenutka kada se 

jedinica priklju~i redu do trenutka napu{tanja sistema posle zavr{enog 

opslu`ivanja) twS , i 

- vreme ~ekanja jedinice na opslu`ivanje tw . 

Prose~an broj jedinica u sistemu opslu`ivanja N je odredjen sa tri faktora: 

- raspodelom verovatno}e vremena dolaska jedinica,  

- raspodelom verovatno}e vremena opslu`ivanja, i 

- koeficijentom optere}enja sistema  
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8.3.2. Model ~ekanja M/M/1 

 

Kod ovog modela dolasci (vremena izmedju dolazaka) se pokoravaju negativnoj 

eksponencijalnoj raspodeli. Vreme opslu`ivanja se takodje pokorava negativnoj 

eksponencijalnoj raspodeli. Ova pretpostavka se za svaki konkretni slu~aj treba utvditi 

uzorkovanjem i statisti~kom obradom. Sistem je potpuno odredjen poznavanjem 

intenziteta dolazaka λ i intenzitetom opslu`ivanja µ.  

Dolasci se realizuju jedan po jedan, {to ima za posledicu pove}anje broja jedinica u 

sistemu za 1, dok se opsluga takodje realizuje na samo jednoj jedinici, {to ima uticaj 

na smanjenje broja jedinica u sistemu za po jedan. Ovakav proces se naziva i proces 

radjanja i umiranja. 

[ematski prikaz ovakvog sistema je dat na slici 110, dok je njegov tranzitivni dijagram 

dat na slici 111. 

 

Slika 110. [ematski prikaz sistema M/M/1 

 

 

Slika 111. Tranzitivni dijagram sistema M/M/1 
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Po{to se pona{anje sistema posmatra u du`em vremenskom periodu, rezultati 

stacionarnog stanja su dovoljni za interpretaciju pona{anja sistema, tako da je: 

Λ•=⇒Λ•= PtP
dt

tdP 0)()(
       (163) 

pri ~emu je [ ] P=........,, 210 πππ  vektor vrsta verovatno}a stacionarnih stanja, a Λ 

matrica tranzitivnih intenziteta. 

Na osnovu jedna~ine 99 slede jedna~ine stacionanih stanja: 

0110
'

0 0 πρππµπλ •=⇒•+•−==P   

0
2

2210
'

1 )(0 πρππµπµλπλ •=⇒•+•+−•==P   (164) 

0211
' )(0 πρππµπµλπλ •=⇒•+•+−•== +−

j
jjjjP  

Matrica tranzitivnih intenziteta je data kao: 

 

 

  (165) 

 

Vrednost za verovatno}u stacionarnog stanja se dobija iz normalizovane jedna~ine  

1=∑ jπ           (166) 

Posle matemati~kog sredjivanja, dobijaju se slede}e vrednosti verovatno}a 

stacionarnog stanja: 

)1(
.

)1(

1
1

1

0

ρρπ

ρρπ

ρπ

−=

−=

−=

j
j

         (167) 

 -λ λ     

 µ -(λ+µ) λ    

Λ=  µ -(λ+µ) λ   

   µ -(λ+µ) λ  

     .  
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Srednji broj jedinica u sistemu je: 

ρ
ρ

π

−
=

•= ∑

1
N

jN
j

j

          (168) 

Srednji broj jedinica u redu ~ekanja je: 

ρ
ρ

ρ

=−
−

=

w

W

NN

N
1

2

          (169) 

 

8.3.3. Model sa ograni~enim brojem jedinica u sistemu  M/M/1/N 

 

Ovaj model se primenjuje kada je prostor za ~ekanje ograni~en, kao {to je prikazano 

na slici 112.   

Ulaz u sistem

Raspodela 
vremena 
nailazaka

Opsluzno 
mesto

Ograni~eni red cekanja

Izlas iz 
sistema

GRANICA SISTEMA 
OPSLUZIVANJA

Raspodela 
vremena 
opsluzivanja

 

  Slika 112. Model sa ograni~enim redom ~ekanja 

 

Prethodni model mora pretrpeti izvesne izmene. Tranzitivni dijagram je dat na slici113. 
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 Slika 113. Tranzitivni dijagram modela sa ograni~enim redom ~ekanja 

Matrica tranzitivnih intenziteta je data kao: 

 

 

 

 

 

 

Raspodela stacionarnih verovatno}a je: 

1
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1
1

1
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         (170) 

Srednji broj jedinica u sistemu je: 

1
00 1

1
+

== −
−

••=•= ∑∑ N

N

j

jN

j
jWS jjN

ρ
ρρπ      (171) 

Ako je intenzitet ρ mali, a broj mesta u sistemu (u redu) N veliki, broj jedinica u 

sistemu je pribli`no: 
ρ

ρ
−

=
1WSN          

Za male vrednosti N, srednji broj jedinica u sistemu se mo`e i direktno izra~unati kao: 

5..;.5.....10 510 =•++•+•= NzaNWS πππ     (172) 

 -λ λ     

 µ -(λ+µ) λ    

Λ=       

   µ -(λ+µ) λ  

     µ. -µ 
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8.4. Vi{ekanalni sistemi opslu`ivanja 

8.4.1. Vi{ekanalni model ~ekanja M/M/C 

 

Ovakav sistem je {ematski prikazan na slici 114, dok je njegov tranzitivni dijagram dat 

na slici115. 

λ
Cµ

µ

µ

µ

 

  Slika 114. [ematski prikaz sistema M/M/C 

 

Slika 115. Tranzitivni dijagram sistema M/M/C  

Sve jedna~ine izvedene za sistem opslu`ivanja M/M/1 va`e i za sistem M/M/C, uz 

prera~unavanje optere}enja sistema kao: 

 
CC
ρ

µ
λρ =
•

='
        (173) 

pri ~emu je: 

λ- intenzitet nailazaka jedinica u sistem, 

µ- intenzitet opsluge na svakom opslu`nom mestu, 
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C- broj kanala opsule, 

ρ' – ekvivalentno optere}enje sistema. 

U literaturi postoje gotovi grafikoni na osnovu kojih se odredjuju parametri u istemu 

opsluge (broj jedinica u sistemu, broj jedinica u redu ~ekanja, verovatno}e stanja, 

vremena i sl.  

Na slici 116 je dat grafik za odredjivanje broja jedinica u redu ~ekanja (NW) u 

zavisnosti od broja optere}anja opslu`nih mesta i njihovog broja (broja kanala). 

 

  Slika 116. Odredjivanje broja jedinica u redu ~ekanja na osnovu grafika 

 

8.4.2. Vi{ekanalni model ~ekanja M/M/C/C 

 

Ovakav sitem opslu`ivanja je zapravo sistem bez reda ~ekanja. Jedinice ili ulaze 

direktno u sistem na opslugu, ili ga napu{taju. [ematski prikaz ovakvog sistema je dat 

na slici 117, dok je njegov tranzitivni dijagram dat na slici 118. 
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λ
Cµ

µ

µ

µ

 

  Slika 117. [ematski prikaz sistema M/M/C/C 

 

 

Slika 118. Tranzitivni dijagram sistema M/M/C/C 

 

Matrica tranzitivnih intenziteta je data kao: 

 

 

 

 

 

 

 

 -λ λ     

 µ -(λ+µ) λ    

Λ=  2µ -(λ+2µ) λ   

   3µ -(λ+3µ) λ  
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Raspodela stacionarnih verovatno}a je: 

∑

∑

=

=

=

•
=••=

c

j

j

C

j

j

j
j

j

j

j
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0
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!!
1

ρ
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ρ
ρπρπ

      (174) 

U slu~aju da je C>>ρ, va`e slede}e formule: 

ρ

ρ

ρπ

π

−

−

•=

≈

e
j

e
j

j !

0

         (175) 

Nato~ito je va`no znati verovatno}u da je svih C kanala zauzeto, po{to se u tom 

slu~aju jedinice (transakcije, klijenti, pozivi) gube iz istema. Ova verovatno}a se 

izra~unava po Erlang-ovoj B formuli, koja glasi: 

∑
=

•
=

C

j

j

C

C

j
C

0 !
! ρ
ρπ         (176) 

Srednji broj jedinica u sistemu (korisnika koji su uspeli da udju u sistem) je: 

 

)1( CwsN πρ −•=            (177) 
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8.4.3. Vi{ekanalni model ~ekanja M/M/C/N 

 

Ovo je slu~aj sistema opslu`ivanja sa mogu}no{}u formiranja redova ~ekanja, i to u 

slu~aju kada ce C<N. Jedna~ine stacionarnog stanja su: 

NN

jjj

jjj

C

CCjzaCC

Cjzajj

µπλπ

µππµλλπ

µππµλλπ
µπλπ

−=

+=++−−=

=+++−−=
+−=

−

+−

+−

1

11

11

10

0

.....1,......)(0

,....3,2,1....)1()(0
0

       (178) 

Verovatno}e stacionarnog stanja su: 

CC

CCjza
CC

Cjza
j

Cj

j

j

j

ρ
µ
λρ

µ
λρ

πρ

πρ

π

==

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++=

=
=

−

'

0

0

...2,..1....)
!

(

...2,1,0....)
!

(

          (179) 

Iz normalizovane jedna~ine se izra~unava verovatno}a stacionarnog stanja: 

1
1

0
0 )(!!

−
−

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+= ∑
C

j

Cj

CC
C

j ρ
ρρπ              (180) 

U literaturi postoji ~itav niz razradjenih dijagrama i programa za prora~unavanje 

veli~ina jednokanalnih i vi{ekanalnih redova ~ekanja. 
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8.4.4. Model ~ekanja sa ograni~enim izvorom  M/M/1/N/N 

 

Model ~ekanja sa ograni~enim brojem jedinica u izvoru se mo`e pojaviti u praksi, a 

kao primeri se mogu navesti: odr`avanje ma{ina u nekom pogonu (broj ma{ina je 

ograni~en), kori{}enje kopir ma{ine u jednom birou, gde je broj korisnika ograni~en i 

sli~no. 

[ematski je ovakav sistem prikazan na slici 119, dok je njegov tranzitivni  dijagram  

dat na slici 120. 

Λλλ

λ λ

λ λ

µ

 

  Slika 119. [ematski prikaz sistema M/M/1/N/N 

 

Slika 120. Tranzitivni dijagram sistema M/M/1/N/N 
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Verovatno}e stacionarnih stanja su: 

( )

1

0
0

0

!
!

)!(
!

−

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

•
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∑
N

j

j

j

j

jN
N

jN
N

µ
λπ

π
µ
λπ

        (181) 

Srednji broj jedinica u sistemu je:  

NWS NN πππ ++•+•= .....10 10        (182) 

Srednji broj jedinica u redu ~ekanja  je:  

NW NN ππππ )1(.....100 210 −+•+•+•=       (183) 

 

8.4.5. Vreme ~ekanja  

 

Sistem opslu`ivanja je definisan srednjim brojem jedinica u sistemu i raspodelom 

verovatno}a pojedinih stanja. 

Relacija, koja va`i za sve modele redova ~ekanja je: 

WW

WS

tN
tN
•=

•=
λ

λ
          (184) 

U obe relacije λ predstavlja intenzitet ulaska u sistem, ili recipro~nu vrednost srednjeg 

vremena izmedju dva dolaska u sistem. Kada je kapacitet sistema ograni~en, kao u 

modelima M/M/1/N/∝/FIFO ili M/M/C/C/FIFO, neki potencijalni dolasci se ne realizuju, 

odnosno, jedinice ili klijenti napu{taju sistem neopslu`eni. U ovim slu~ajevima, 

intenzitet dolazaka λ se mora korigovati. Na primer, za jednokanalni sistem sa 

ograni~enim redom ~ekanja, stvarni intenzitet nailazaka je: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

•=−•= +11
11 NNS ρ

ρλπλλ        (185) 
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8.5. Analiza jednokanalnih sistema ~ekanja u produkcionim procesima    

 

Za sistem redova ~ekanja oblika Ek / Ej / 1  ( za k = 1, 2, . . . i  j = 1, 2, . . . ) , zna~i 

op{ti sistem ~ekanja sa ma kojim Erlangovim raspodelama dolaska i opslu`ivanja 

jedinica, nije dato analiti~ko re{enje primenljivo u praksi. Po{to je Erlangova raspodela 

pogodna za aproksimaciju stvarnih procesa razmatra}e se posebni oblici ovog 

sistema. Treba napomenuti da se normalna raspodela dobro aproksimira Erlangovom 

raspodelom pri velikim vrednostima parametra K . 

 

S i s t e m   t i p a   E1 / E1 / 1    (M / M / 1) 

 

Ovo je prakti~no najnepovoljniji slu~aj koji se javlja u sistemima opslu`ivanja. Koristi 

se pri orijentacionom prora~unu du`ine redova, kada ne postoje podaci o srednjem 

rasejavanju i kada se ulazni tok pona{a po Poisson-ovom procesu.  Postoje potpuna 

analiti~ka re{enja. 

 

S i s t e m   t i p a   E1 / Ek / 1   (M/Ek /1) 

 

Sa porastom koeficijena K smanjuje prose~na du`ina reda ~ekanja. Ovaj efekat je 

naro~ito izra`en pri ve}im vrednostima koeficijenta optere}enja (intenziteta protoka).  

Za modeliranje ovakvog sistema se mogu koristiti jedna~ine Pola~eka i Hin~eka,  na 

osnovu kojih se izra~unavaju osnovni parametri sistema i to: 

Srednji broj jedinica u redu ~ekanja: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+•

−
= −

2
2

1
)1(*2

ops

tops
W

t
N

σ
ρ

ρ
      (186) 

 

Srednji broj jedinica u sistemu opsluge: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+•

−
+= −
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2

1
)1(*2
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tops
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t
N

σ
ρ

ρρ        (187) 
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Srednje vreme koje jedinica (klijent, transakcija) provede u redu ~ekanja (tW) i u 

sistemu opsuge (tWS) je: 

λ

λ
WS

WS

W
W

Nt

Nt =
          (188) 

Izraz 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

2

_1
ops

top

t

σ
predstavlja rasejavanje, odnosno, meru rasturanja vremena 

opslu`ivanja.  

U okviru ovog op{teg slu~aja se mogu razmatrata ekstremni slu~ajevi, i to E1/E1/1 i 

E1/D/1, odnosno slu~ajevi u kojima vreme opslu`ivanja ima najgoru raspodelu (E1), 

odnosno raspodelu sa najve}im rasejanjem i deterministi~ku vrednost (bez rasejanja). 

Saglasno jedna~inama, za neko isto srednje vreme opslu`ivanja 
−

opst , broj jedinica u 

redu ~ekanja bi bio: 

- za sistem E1/E1/1: 
ρ

ρ
−

=
1

2

WN , 

- za sistem E1/D/1: 
)1(2

2

ρ
ρ
−•

=WN  

Kao {to se iz jedna~ina vidi, za isto srednje vreme opsluge, srednji broj jedinica u redu 

~ekanja je kod sistema E1/E1/1 je dva puta ve}i nego kod sistema E1/D/1, {to je 

direktna posledica stohastike prisutne u vremenu opslu`ivanja kod prvog sistema.  
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S i s t e m   t i p a   Ek / E1 / 1     (Ek / M / 1) 

 

Odredjivanje prose~nog broja jedinica u sistemu opslu`ivanja ovog tipa  daje slede}i 

obrazac: 

               

)10,..(

),(1

1

/ ≤≤•=

−
=

∑
=

VKV

kV
N

K

i

Ki ρ

ρ
ρ

      (189) 

Ova jedna~ina nema analiti~ko re{enje kada je K>2 i u tim slu~ajevima se mora 

re{avati numeri~kim metodama. 

 

Neki autori  navode da je mogu}e odrediti prose~an broj jedinica u sistemu 

opslu`ivanja tipa  Ek /E1 / 1  pomo}u izraza za re{avanje sistema E1 / Ek / 1  i pri tome 

je gre{ka oko 15 %. 

          

 Si s t e m   t i p a   E∞ /E1 / 1  (D/M/1) 

 

Za pribli`no odredjivanje prose~nog broja jedinica u sistemu mo`e se koristiti formula 

za E1/E∞/1, gre{ka je manja od  2% . 

 

S i s t e m   t i p a   E∞ / E∞ / 1   (D/D/1) 

 

Kod ovog sistema zapravo nema stohastike i rad se odvija u tekovima, kao na primer 

na automatizovanim linijama za obradu, pakovanje, transport i sli~no.  

Pri re{avanju prakti~nih problema, teorija redova ~ekanja mo`e da se koristi na dva 

na~ina: 

• pri rekonstrukciji postoje}ih pogona; snimanjem rada stvarnog sistema, mogu}e 

je formirati histograme koji daju relativnu frekvenciju pojedinih vremena. 

Raspodela du`ine radnog ciklusa treba da se aproksimira funkcijom za koju 

postoji analiti~ko re{enje. 

• pri projektovanju novih postrojenja raspodela vremena izmedju dolazaka i 

opslu`ivanja usvajaju se na osnovu iskustva i ranijih istra`ivanja. 
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8.6. Primeri re{enih zadataka 

 

Primer 1. Upredjenje jednokanalnog i dvokanalnog sistema opslu`ivanja 

 

U advokatskoj kancelariji rade dva advokata i dve sekretarice. Snimanjem je utvrdjeno 

da svaki advokat u proseku napi{e 4 pisma (predmeta) dnevno, a da sekretarica utro{i 

0.2 dana za obradu jednog zahteva advokata (pisanje pisama, predmeta, `albi, tu`bi 

itd.).  

Pod pretpostavkom da se vremena izmedju zahteva prema sekretaricama, kao i 

vremena opsluge pokoravaju negativnoj eksponencijalnoj raspodeli, metodom redova 

~ekanja odrediti da li svaki advokat treba da ima svoju sekretaricu, ili da obe 

sekretarice opslu`uju oba advokata. 

 

Re{enje: 

 

Sistem }e biti modeliran kao jednokanlni (M/M/1) i kao dvokanalni (M/M/2). 

Osnovni parametri sistema M/M/1(pri ~emu postoje 2 sistema opsluge):  

- intenzitet nailazaka zahteva za opslugom: 
dan
jed ..4=λ  

- intenzitet opsluge: 
dan
jed

tops

.51
== −µ  

- optere}enje radnog mesta: 8.0==
µ
λρ  

- srednji broj pisama (jedinica, transakcije) u svakom od  sistema: 

4
8.01

8.0
1

=
−

=
−

=
ρ

ρ
WSN  

Ukupan srednji broj nedovr{enih pisama u kancelariji (2 sistema M/M/1) je: 8 

- srednji broj pisama (jedinica, transakcije) u svakom redu ~ekanja:  

2.38.04 =−=−= ρWSW NN  

 Ukupan srednji broj pisama koja ~ekaju na obradu je: 2*3.2=6.4 komada. 
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- srednje vreme koje svako pismo provede u sistemu opsluge je: 

hNt WS
WS _1

4
4
===

λ
 

- srednje vreme koje svako pismo provede u redu ~ekanja je: 

hNt W
W _8.0

4
2.3
===

λ
 

 

Osnovni parametri sistema M/M/2 (posmatra se kao jedan sistem, sa zajedni~kim 

redom ~ekanja):  

- intenzitet nailazaka zahteva za opslugom: 
dan
jed ..842 =•=λ  

- intenzitet opsluge: 
dan
jed

tops

.51
== −µ  

- optere}enje radnog mesta: 8.0
52

8' =
•

=
•

=
µ

λρ
C

 

- srednji broj pisama (jedinica, transakcije) u celom sistemu: 

4
8.01

8.0
1 '

'

=
−

=
−

=
ρ

ρ
WSN  

 

- srednji broj pisama (jedinica, transakcije) u jedinstvenom redu ~ekanja:  

2.38.04' =−=−= ρWSW NN  

 

- srednje vreme koje svako pismo provede u sistemu opsluge je: 

hNt WS
WS _5.0

8
4
===

λ
 

- srednje vreme koje svako pismo provede u jedinstvenom redu ~ekanja je: 

hNt W
W _4.0

8
2.3
===

λ
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O~igledno je da model sa jedinstvenim redom ~ekanja ima predosti, odnosno, upola je 

manje vreme ~ekanja, kao i broj pisama u sistemu. Ovo prakti~no zna~i da obrada 

pisama treba da bude jedinstvena, odnosno, da sekretarice treba da obradjuju pisma 

~im se pojave, bez obzira koji advokat ih je napisao. 

 

Primer 2: Vi{ekanalni sistem opsluge 

U video klubu rade 2 izvr{ioca. Snimanjem je ustanovljeno da u proseku dolazi 30 

klijenata na sat, pri ~emu su  vremena izmedju dolazaka sa veoma izra`enom 

stohastikom. Takodje je utvrdjeno da srednje vreme opsluge (izdavanje 

VHS/CD/DVD) iznosi 3 minuta, sa veoma izra`enom stohastikom. 

Odrediti: 

a) srednji broj jedinica (klijenata) u sistemu i u redu ~ekanja; 

b) srednje vreme koje klijenti provedu u redu ~ekanja i u sistemu; 

c) ispitati mogu}nost da vlasnik video kluba smanji broj zaposlenih. 

 

Re{enje: 

 

Po{to je u razmatranom sistemu veoma izra`ena stohastika, sitem }e biti m odeliran 

kao  M/M/2 sa zajedni~kim redom ~ekanja, pa su njegovi osnovni parametri:  

- intenzitet nailazaka klijenatam: 
h

klijenata.30=λ  

- intenzitet opsluge (po jednom kanalu): 
h

klijenata

tops

201
== −µ  

- optere}enje sistema: 75.0
202

30' =
•

=
•

=
µ

λρ
C

 

a) 

- srednji broj klijenata u sistemu: 3
75.01

75.0
1 '

'

=
−

=
−

=
ρ

ρ
WSN  

 

- srednji broj klijenata u jedinstvenom redu ~ekanja:  

25.275.03' =−=−= ρWSW NN  
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 b) 

- srednje vreme koje klijent  provede u sistemu opsluge je: 

min_6_1.0
30
3

==== hNt WS
WS λ

 

- srednje vreme koje klijent  provede u jedinstvenom redu ~ekanja je: 

min_5.4_075.0
30
25.2

==== hNt W
W λ

 

 c) 

 

U slu~aju da vlasnik video kluba smanji broj radnika, optere}enje sistema opsluge bi 

bilo: 15.1
20
30

f===
µ
λρ . 

Nije mogu}e smanjiti broj radnika, po{to sistem postaje nestabilan, sa stalnom 

tendencijom rasta reda ~ekanja.  U ovakvom slu~aju bi vlasnik zapravo gubio klijente, 

koji bi posle nekog vremena provedenog u redu ~ekanja napu{tali sistem. 

  

Primer 3. Modeliranje sistema naplate u samousluzi 

 

Kod projektovanja nove samousluge treba odrediti minimalni broj kasa. Pretpostavka 

je da se ispred kasa formira jedinstveni red ~ekanja. Snimanjem u sli~nim 

samouslugama je utvrdjeno da se vremena izmedju dolazaka mu{terija, kao i 

vremena opsluga mu{terija pokoravaju negativnoj eksponencijalnoj raspodeli. Srednje 

vreme izmedju dolazaka mu{terija na pla}anje je 1 min, a srednje vreme opsluge je 

1.5 min.  

Uraditi: 

a) Odrediti minimalni broj kasa. 

b) Za tako odredjen broj kasa – opslu`nih mesta odrediti: 

1. verovatno}u da je sistem prazan 

2. srednji broj mu{terija u redu ~ekanja 

3. srednje vreme koje mu}terije provedu u redu ~ekanja. 
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Re{enje: 

a) Minimalni broj kasa 

Broj  kasa treba biti takav da je sistem stabilan, odnosno, da je optere}enje sistema 

1pρ . 

- intenzitet nailazaka: 
h

klijenataklijent

tn

_60
min

_1
1
11

==== −λ  

- intenzitet opsluge:   

- 
h

klijenataklijenata

tops

_40
min

_66666.0
5.1

11
==== −µ  

25.11
40

601 =⇒⇒
•

⇒
•

= CC
CC

ffp
µ

λρ  

Potrebno je instalirati najmanje 2 kase, odnosno, razmatra se M/M/2 sistem. 

 

b) Parametri sistema M/M/2 

 

- optere}enje sistema: 75.0
402

60' =
•

=
•

=
µ

λρ
C

 

- srednji broj klijenata u redu ~ekanja: 25.2
75.01

75.0
1

)( 2

'

2'

=
−

=
−

=
ρ

ρ
WN  

 

- srednje vreme koje klijent  provede u redu ~ekanja: 

min_25.2_0375.0
60
25.2

==== h
N

t W
WS λ

 

d) Verovatno}a da je sistem prazan: 

%25_;25.075.011 0
'

0 ==−=−= πρπ  
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Primer 4. Modeliranje sistema sa ograni~enim brojem jedinica  

 

U pogonu za izradu delova od presovanog lima rade 4 automatske prese. Svaka 

presa u proseku zahteva pode{avanje na 100 min. Vremena izmedju zahteva se 

pokoravaju negativnoj eksponencijalnoj raspodeli. Pode{avanje vr{i jedan VKV radnik, 

i u proseku mu je potrebno 10 min. da obavi pode{avanje jedne prese. Vreme 

operacije pode{avanja se takodje kao slu~ajna veli~ina pokorava negativnoj 

eksponencijalnoj raspodeli.  

a) Razmatrani sistem ozna~iti po Kandall-u, nacrtati {ematski prikaz sistema  i 

tranzitivni dijagram rada sistema. 

b) Na}i verovatno}u da je sistem opsluge prazan i verovatno}u da su sve ma{ine 

u procesu odr`avanja. 

c) Odrediti prose~an broj jedinica u sistemu opsluge i u redu ~ekanja 

Re{enje: 

a) Oznaka sistema: M/M/1/4/4. 

[ematski prikaz sistema je dat na slici 121. 

Λ
λλ

λ λ µ

 

Slika 121. [ematski prikaz sistema 

Tranzitivni dijagram sistema (za N=4) je dat na slici 122. 

 

Slika 122. Tranzitivni dijagram sistema 
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b). Verovatno}e: 

- intenzitet nailazaka: 
min

sin_01.0
100

1 ama
==λ  

- intenzitet opsluge:   

- 
min

sin_1.0
10
1 ama
===µ  

0)!(
!)( π

µ
λπ •⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

•=
jN

Nj
j ; 1

4

0
=∑

=j
jπ  

j 
j)(

µ
λ

 
)!4(

!4
j−

 jπ  

0 1 1 
00 ππ =  

1 0.1 4 
01 4.0 ππ =  

2 0.01 12 
02 12.0 ππ =  

3 0.001 24 
03 024.0 ππ =  

4 0.0001 24 
04 0024.0 ππ =  

 

%15.0_;0015.0
;01536,0;..0768,0;..256,0%;..64_;64.0

44

32100

==
=====

ππ
πππππ

 

c). Srednji broj jedinica u sistemu je:  

46168,043210 43210 =•+•+•+•+•= πππππWSN       

Srednji broj jedinica u redu ~ekanja  je:  

11202,032100 43210 =•+•+•+•+•= πππππWN   
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8.7. Vi{edimenzionalni modeli redova ~ekanja 

 

U realnim uslovima transporni sistem mo`e prihvatiti transakcije sa razli~itim 

vremenima opsluge, odnosno sa razli~itom du`inom transporta, pri ~emu i intenzitet 

nailaska transakcija mo`e biti razli~it.  

Vi{edimenzionalni modeli redova ~ekanja su po svojoj strukturi slo`eniji, nije mogu}e 

op{te re{enje problema, odnosno svaki konkretni problem zahteva konkretno 

modeliranje i re{avanje, ali su u svakom slu~aju bli`i realnim uslovima. U ovom radu 

su vi{edimenzionalni modeli iz literature (Kleinrock,1976; Cooper, 1981.) prilagodjeni 

modeliranju sistema transporta i izvoza pri podzemnoj eksploataciji.  

 

8.7.1 Jednokanalni sistem opslu`ivanja sa dva tipa transakcija 

 

Ovo je relativno jednostavan primer, ali se korisno mo`e primeniti u prakti~nom 

modeliranju sistema transporta i izvoza rude. 

Pretpostavka je da jedno transportno sredstvo opslu`uje dva mesta utovara, koja 

generi{u transakcije intenzitetima λ1 i λ2. Po{to su i transportni putevi razli~iti, 

intenziteti opsluge transakcija su µ1 i µ2. [ematski se ovakav sistem mo`e prikazati 

kao na slici 123. 

 

Slika 123. Jednokanalni sistem opsluge sa dva tipa transakcija 

 

 

λ1 λ2 
µ1 
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Tranzitivni dijagram ovakvog modela opsluge dat je na slici 124. 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Slika 124. Tranzitivni dijagram jednokanalnog sistema opsluge sa dva tipa 

transakcija 

 

Pretpostavljena disciplina ~ekanja je takva da se transakcije zadr`avaju (izvor je 

blokiran) u slu~aju zauzetosti transportnog sredstva. Uvedena je slu~ajna promenljiva 

Si ~ija je vrednost Si=0, ako je izvor prazan i Si=1 ako je jedinica iz izvora i na opsluzi i 

Si=2, ako jedinica iz izvora i ~eka na opslugu. Verovatno}a stacionarnog stanja je 

ozna~ena  kao { } ( )P S j S k P j k1 2= = =, , . Verovatno}e se iznalaze izjedna~avanjem 

ulaza i izlaza u svako   stacionarno stanje i kori{}enjem normalizovane jedna~ine: 
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Verovatno}e stacionarnih stanja daju uvid u pona{anje transportnog sistema. U 

konkretnom slu~aju verovatno}e P(1,2) i P(2,1) trebaju biti {to manje, jer su ta stanja 

nepovoljna, odnosno u tim stanjima je transportno sredstvo zauzeto, a slede}a 

transakcija ~eka na opslugu.  
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8.7.2. Vi{ekanalni  sistem opslu`ivanja sa dva tipa transakcija - model bez 

~ekanja 

 

Slede}i primer  predstavlja transportni sistem koji se sastoji od S kanala opluge, 

odnosno od S transportnih uredjaja. Transakcije dolaze iz dva izvora intenzitetom λ1 i 

λ2, dok je intenzitet transporta µ1 i µ2. Raspodela verovatno}a ukupnog broja jedinica u 

sistemu je : 
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Konstanta c se izra~unava iz normalizovane jedna~ine: 

)c
kk

s

= •
⎛
⎝
⎜ +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

=

−

∑ 1 1

1

2

20

1

!
λ
µ

λ
µ

        

 

Verovatno}u da je svih S kanala zuzeto daje poznata Erlang-ova B - formula, pod 

uslovom da se dolasci transakcija u sistem pokoravaju Poisson-ovoj raspodeli: 
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Sve transakcije koje generi{u izvori ne mogu u}i u sistem transporta, po{to je on 

povremeno blokiran. Zbog ovoga je potrebno uvesti novu veli~inu - intenzitet ulaska 

jedinica u sistem. Ova se veli~ina izra~unava kao: 

 

( )( )Z P S transakcija= − •1 λ_ ( / min)      (193) 
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8.7.3. Vi{ekanalni sistem sa razli~itim vremenima opslu`ivanja 

 

Slede}i primer predstavlja transportni sistem koji se sastoji od S kanala opluge, 

odnosno od S transportnih uredjaja. Transakcije dolaze iz izvora intenzitetom λ, dok je 

intenzitet opsluge, odnosno transporta, zbog razli~itih du`ina transportnih puteva 

razli~it i iznosi  µi. Matemati~ki model funkcioni{e u slu~aju da se dolasci transakcija u 

sistem pokoravaju Poisson-ovoj raspodeli, a vremena opsluge negativnoj 

eksponencijalnoj raspodeli. Ovakav model odgovara transportnom sistemu sa jednim 

utovarnim i vi{e istovarnih mesta, kao {to je {ematski prikazano na slici 125. 

λ

µ1µ2µ3µi

 

Slika 125. Vi{ekanalni sistem sa razli~itim vremenima opslu`ivanja 

 

Da bi se ovaj problem re{io teorijom redova ~ekanja, uvodi se nova promenljiva Xi, 

koja ima slede}e osobine: Xi=0, ako je i-ti transportni uredjaj slobodan i Xi=1, ako je i-ti 

transportni uredjaj zauzet. Verovatno}a stacionarnog stanja sistema je sada: 

 

( ) ( )~ , .... ,.......P x x x P X x X xs s s1 2 1 1= = =      (194) 
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Najjednostavniji slu~aj je za µ1=µ2= .  . . =µs, pri ~emu se dobija jednodimenzionalni 

vi{ekanalni transportni sistem, pa se napred definisana verovatno}a mo`e iskazati 

kao: 

( )~ , ....P x x x
s
j Pjs1 2

1

=
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ •
−

,       (195) 

 

U op{tem slu~aju, za razli~ita vremena opslu`ivanja verovatno}a stacionarnog stanja 

se iskazuje kao: 
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Verovatno}a P0, odnosno verovatno}a da je sistem prazan, dobija se iz 

normalizovane jedna~ine. 
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9.0. SIMULACIJA RADA PRODUKCIONIH SISTEMA 

 

9.1. Uvod 

 

Fizi~ko modelovanje ljudi su nesvesno praktikovali jo{ od postanka ljudske vrste, 

odnosno od trenutka kada je ljudski um po~eo da shvata svu slo`enost pojava i stvari 

koje su ga u prirodi okru`ivale. Me|utim, za granicu kada to postaje nau~no 

osmi{ljeno mo`emo uzeti po~etak XVII veka. Razvoj tehnika modelovanja i simulacije 

mo`emo ukratko prikazati slede}om tabelom: 

1600-1940 - Fizi~ko modelovanje 

1940 - Pojava elektronskih ra~unara 

1955 - Simulacija u avio-industriji 

1958 - Simulacija poslovne dinamike 

1960 - Simulacija proizvodnih procesa 

1968 - Simulacioni model sveta 

1970 - Simulacija velikih ekonomskih, dru{tvenih i ekolo{kih sistema 

1975 - Sistemski pristup u simulaciji 

1980 - Simulacija diskretnih stohasti~kih sistema i vi{i nivo u~e{}a u sistemima 

za podr{ku odlu~ivanju. 

1990 - Primena ra~unarske grafike i ve{ta~ke inteligencije u simulaciji 

 

Re~ simulacija u svakodnevnoj upotrebi opisuje razli~ite aktivnosti uklju~uju}i: 

slo`ene video igre, ispitivanje razli~itih uticaja na let novih modela aviona, deo 

eksperimenta u socio-psiholo{kim istra`ivanjima, itd. Kada re~ koriste ra~unarski 

stru~njaci, organizatori, in`injeri, menad`eri ili statisti~ari, obi~no pod simulacijom 

podrazumevaju proces izgradnje apstraktnih modela koji predstavljaju neke sisteme ili 

podsisteme realnog sveta kao i obavljanje odre|enih eksperimenata nad njima.  

Posebno nas interesuje slu~aj kada se taj eksperiment obavlja na ra~unaru. 

U smislu u kome se danas koristi, re~ “simulacija” vodi poreklo iz radova Von 

Neuman-a i Ulam-a s kraja 40-tih godina. Oni su, re{avaju}i odre|ene probleme ve}e 

slo`enosti, ustanovili da se rezultati ne mogu dobiti analiti~kim putem, a izvo|enje 

neposrednih eksperimenata bilo bi veoma skupo, te su pristupili kori{}enju metode 

“Monte Karlo”. Na taj na~in dolazili su do matemati~kih re{enja deterministi~kih 
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problema stohasti~kom simulacijom. Tako dobijeni rezultati imali su raspodelu 

verovatno}a koja je zadovoljavala matemati~ke relacije datog deterministi~kog 

problema. 

Nagli razvoj primene simulacije, otpo~et pojavom sve mo}nijih ra~unarskih sistema, 

vrlo brzo je izneo na povr{inu mnoge nedoslednosti u tuma~enju ovog pojma, kao i 

brojna divergentna svatanja ove relativno mlade nau~ne discipline. Karakteristi~no za 

dana{nje vreme je da jo{ uvek ne postoji jedna op{te prihva}ena definicija pojma 

simulacija, mada se iz brojnih nau~nih radova relativno novijeg datuma, mo`e 

zaklju~iti da se neke osnovne teoriske postavke jasno kristali{u i bivaju op{te 

prihva}ene. Ovde }e biti skrenuta pa`nja na nekoliko tipi~nih definicija pojma 

simulacija, kako bi ~italac mogao da dopre do su{tine u razumevanju tog pojma. 

• Simulacija je imitacija skupa operacija,  procesa ili pona{anja sistema koje se 

odvijaju u odre|enom periodu vremena. 

• Simulacija opisuje zna~ajne aspekte sistema kao seriju jedna~ina standardno 

uvr{}enih u ra~unarski program. 

• Simulacija predstavlja pobu|ivanje modela sa odgovaraju}im ulazima i posmatranje 

odgovaraju}ih izlaza. 

• Simulacija je numeri~ka tehnika za obavljanje eksperimenata koriste}i odre|ene 

tipove matemati~kih i logi~kih modela kojima se opisuje pona{anje poslovnog ili 

ekonomskog sistema (ili nekih njegovih komponenti) u datom vremenskom periodu, 

a posredstvom ra~unara. 

Grubo posmatrano, proces simulacije se sastoji iz dve osnovne faze: faze izgradnje 

modela (modelovanje realnog sistema i njegova validacija) i faze eksperimentisanja 

na modelu sa analizom dobijenih rezultata. Obe ove faze uklju~uju brojne aktivnosti, 

po|ednako va`ne za uspe{no izvr{avanje simulacije. Ipak, mnogi autori kod 

definisanja pojma simulacija, mnogo ve}i zna~aj pridaju jednoj od navedenih faza, 

tako da neki ve}u va`nost pripisuju fazi izgradnje modela, dok drugi stavljaju akcenat 

na samo izvr{enje simulacionog eksperimenta. U okviru ove knjige proces simulacije 

}emo posmatrati kao skup svih aktivnosti kako u fazi izgradnje modela, tako i u fazi 

analize dobijenih rezultata. 

U nedostatku precizne i op{te prihva}ene definicije ovog termina simulaciju }e se 

posmatrati kao akt kori{}enja ra~unarskih programa koji reprezentuju apstraktan 
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model realnog sistema, radi prou~avanja i analize realnog sistema i njegovog 

pona{anja.  

 

Situacije u kojima primena simulacionih tehnika mo`e imati smisla: 

• Prilikom prou~avanja i eksperimentisanja sa interakcijama slo`enog sistema ili 

podsistema unutar slo`enog sistema. 

• Pri analizi  efekata promena u sistemu ili promena u okru`enju mogu se simulirati, a 

ujedno posmatrati efekti tih promena na pona{anje modela. 

• Znanje ste~eno u procesu izgradnje i simulacije modela mo`e biti od velikog 

zna~aja kod pobolj{anja sistema koji se ispituje. 

• Simulacija se mo`e koristiti kao pedago{ko sredstvo da poja~a metodologije 

analiti~kih re{enja. 

• Simulacija se mo`e koristiti za eksperimentisanje sa novim koncepcijama ili 

politikama pre nego {to se izvr{i njihova implementacija, tako da da nas pripremi za 

ono {to mo`e nastupiti. 

• Simulacija se mo`e koristiti za verifikaciju analiti~kih re{enja. 

Simulacija ~esto nije jeftina a ni laka za primenu. Ponekad, neke druge metode mogu 

lak{e i br`e od simulacije, a ~esto i sa manjim ulaganjima obezbediti zadovoljavaju}e 

rezultate. U nekim situacijama, kao naprimer kod re{avanja suvi{e kompleksnih 

problema, simulacija mo`e biti jedino re{enje. Osim toga, mora se postaviti pitanje 

ta~nosti i validnosti re{enja dobijenih simulacijom. Sve ovo ukazuje na potrebu 

kriti~kog stava u primeni simulacije i neizbe`no nas navodi na pitanje kada i kako 

primenjivati simulaciju. 

 

9.2. Simulacioni model  

 

Model sistema predstavlja upro{}enu i idealizovanu (apstraktnu) sliku realnog 

sistema. Drugim re~ima, model je opis realnog sistema sa svim onim njegovim 

karakteristikama koje su relevantne iz na{eg ugla posmatranja. To zna~i da u procesu 

modelovanja moramo izvr{iti selekciju izme|u onih elemenata i karakteristika sistema 

koje su nama zna~ajne i koje }emo obuhvatiti modelom, od drugih, za nas 

irelevantnih, koje na{ model ne}e sadr`ati. Stoga i ka`emo da model predstavlja 

upro{}enu sliku sistema, te kao takav sadr`i ne samo objekte realnog sistema ve} i 
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odre|ene pretpostavke. Koliko }e na{ model biti upro{}ena slika realnog sistema 

zavisi pre svega od nivoa apstrakcije u analizi posmatranog sistema. Nivo apstrakcije 

u procesu modelovanja uti~e na validnost modela, tj. uspe{nost predstavljanja realnog 

sistema odre|enim modelom. Suvi{e slo`eni, odnosno perfektni modeli (model koji 

ima sposobnost da proizvede iste izlazne vrednosti, za isti skup ulaznih veli~ina kao i 

realni sistem) ~ak iako su mogu}i, gotovo po pravilu su preskupi i neadekvatni za 

eksperimentisanje. Stoga, opredeljuju}i se za nivo apstrakcije u posmatranju realnog 

sistema, mi moramo povu}i granicu negde u sistemu i to tako da model koji dobijemo 

bude {to vernija predstava datog sistema, ali s druge strane da njegova slo`enost i 

cena ne budu ograni~avaju}i faktori. Takav pristup mo`e se ilustrovati  slikom 126: 

 

 
Slika 126. Realni sistem i model posmatrani kao “crna kutija” 

 
 
9.3. Modeliranje slo`enih sistema metodom simulacije 
 
 
Simulacija rada slo`enih sistema sa stohasti~kom prirodom rada njihovih elemenata 

predstavlja mo}ni alat projektanata. Modeliranje slo`enih sistema metodama 

simulacije primenjuje se u slede}im slu~ajevima : 

• kada analiti~ke deterministi~ke metode i teorija redova ~ekanja ne daju 

zadovoljavaju}e rezultate, ili je zbog prirode i slo`enosti problema njihova primena 

nemogu}a, 

• uvek u zavr{noj fazi modeliranja i optimizacije strukture i performansi slo`enih 

sistema, 
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Osnovna ideja je da se potpuno opona{a rad stvarnog sistema. Transakcija, pojam 

koji je ranije definisan u ovom radu, kre}e se kroz transportni sistem, medjudejstvuje 

sa drugim transakcijama i okru`enjem i konkuri{e za raspolo`ive resurse sistema. 

Operacije u modelu su analogne operacijama u stvarnom sistemu. Transakcije se 

opslu`uju, a ukoliko su uredjaji zauzeti, pridru`uju se redovima ~ekanja, konkuri{u za 

resurse sistema, a sve odluke se donose na osnovu stanja sistema. 

U ovom radu se predla`e algoritam izvodjenja simulacije slo`enih sistema, kao {to je 

prikazano na slici 127. 
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operac. 
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Slika 127. Algoritam izvodjenja simulacionog eksperimenta na modelu 

slo`enog sistema 

 

Prednosti kori{}enja metoda simulacije su: 

• pona{anje slo`enog (transportnog) sistema  mo`e se prou~avati u toku 

projektovanja, i to u normalnim radnim uslovima, kao i u hipoteti~kim ekstremnim 

uslovima, bez opasnosti po sam sistem, 

• unapred se mogu otkloniti uska grla u transportnom sistemu, varijacijom radnih 

uslova, model mo`e ukazati na budu}a mesta smetnji , koja se izmenama u toku 

projektovanja, uz najni`e tro{kove mogu otkloniti, 

• pri planiranju investicija u nove ili rekonstrukcije postoje}ih sistema mogu se 

izbe}i skupe gre{ke razmatranjem pona{anja vi{e alternativnih re{enja, 

• simulacioni model se takodje mo`e koristiti za obuku budu}ih korisnika realnog 

sistema, bez opasnosti po sistem i njih same.  
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9.4  Pregled modela i mogu}nosti njihovog kori{}enja  

 

Pregled razmatranih modela sa mogu}nostima njihovog kori{}enja pri modeliranju 

slo`enih sistema transporta i izvoza rude dat je u tabeli 12. 

 

Tabela 12. Pregled razmatranih modela 
R. 
br. 

Model 
 

Struktura (tip) sistema Primena 

1. Analiti~ki 
modeli 

Linearni sistemi, sa medjusobnim 
dejstvima samo izmedju susednih 
elemenata. 
Sistemi povezanih opslu`nih 
mesta, pri ~emu je funkcionisanje 
opslu`nih mesta nezavisno od 
stanja ostalih elemenata. 

Modeliranje na nivou podsistema i 
elementarnih podsistema. Dobijena 
slika pona{anja sistema je 
upro{}ena, stohasti~ko pona{anje 
se mo`e uzeti u obzir kroz faktore 
medjusobnog blokiranja. Mogu}e 
kori{}enje za dobijanje inicijalnih 
re{enja za dalju obradu metodama 
redova ~ekanja ili simulacijom. 

2. Jednodime-
nzionalni 
modeli redova 
~ekanja 

Modeliranje na nivou podsistema. 
Dobijena slika pona{anja sistema je 
upro{}ena.   

3. Vi{edimenzioni 
modeli redova 
~ekanja 

Linearni sistemi, sa medjusobnim 
dejstvima samo izmedju susednih 
elemenata. 
Sistemi povezanih opslu`nih 
mesta, pri ~emu je funkcionisanje 
opslu`nih mesta nezavisno od 
stanja ostalih elemenata. 

Modeliranje na nivou podsistema i 
sistema. Ne postoje op{ta re{enja, 
ve} svaki konkretni problem 
zahteva modeliranje i re{avanje. 
Modeli su bli`i realnim uslovina. 

4. Simulacioni 
modeli 

Slo`eni sistemi povezanih 
opslu`nih mesta, ~ije je 
funkcionisanje zavisno od stanja 
ostalih elemenata u sistemu.   

Modeliranje na nivou podsistema i 
sistema. Potpuno opona{anje rada 
sistema. Obavezna primena pri 
modeliranju slo`enih sistema i u 
zavr{nim fazama modeliranja. 
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9.5. Razvijeni ra~unarski programi - Digitalna simulacija 

 

Digitalna simulacija diskretnih događaja bavi se modeliranjem sistema na digitalnim 

računarima, gde se promenljive stanja mogu predstaviti skupom diskretnih događaja. 

Kod ove klase sistema, promene stanja se dešavaju kada se desi događaj. Tehnika 

modeliranja zavisi od prirode intervala odabiranja. Vremenski intervali mogu da budu 

slučajni ili deterministički. U principu, razlikujemo dve vrste simulacije. Asinhrona 

simulacija je ona u kojoj se događaji dešavaju u proizvoljnim trenucima vremena. Kod 

sinhrone simulacije vreme napreduje za konstantni interval odabiranja (vremenski 

korak). 

Postoji više različitih strategija upravljanja tokom simulacije. Najopštiji algoritmi su 

prilazi zasnovani na događajima, aktivnostima (trofazni prilaz) i procesima. Naravno, 

svaka od ovih struktyra može se preslikati u bilo koju drugu. Među tri najpoznatija 

jezika za simulaciju diskretnih sistema spadaju: GPSS , SIMULA, SIMSCRIPT, 

SIMON, SIMPROCESS itd.  

Razvijeni programski paketi mogu biti zasnovani na: 

 narednom dogadjaju, 

 na trofaznoj strategiji, 

 na procesnoj strategiji.  

 
Prilaz zasnovan na narednom dogadjaju: Procedura se sastoji u tome da se odredi 

naredni dogadjaj i da se izvrše sve promene zavisne od tog dogadjaja. Program 

zasnovan na događaju mora da uključi blokove koda koji odgovaraju na dogadjaje 

sistema i aktivnosti koje bi mogle da slede te dogadjje. Ovde program zahteva 

eksplicitnu identifikaciju podskupa aktivnosti koje koriste resurse oslobodjene od 

strane događaja. Na ovom principu rade simulacioni jezici, kao {to su SIMSCRIPT i 

GASP. 

 
Trofazna strategija najviše odgovara za modeliranje sistema kod kojih postoje složeniji 

uslovi za dodeljivanje resursa, odnosno složenije interakcije izmedju entiteta i resursa 

sistema. Kod ove strategije sva pravila odlučivanja su skoncentisana u uslovnom 

događaju. Veoma je pogodna za primenu simulacije sa vizuelnim izlazom zato što se 
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ekran može ažurirati više puta, na primer posle izvršavanja rasporedjenih dogadjaja, 

posle izvršavanja uslovnih događaja ili nakon ažuriranja simulacionog sata. 

Glavni nedostatak trofazne strategije jeste njena relativna neefikasnost, tj. sa  

povećanjem veličine modela povećava se i broj uslovnih događaja kao i broj 

neskorisnih pozivanja uslovnih događaja. Na trofaznom prilazu zasnivaju se jezici kao 

što je ECSL i  SIMON, 

 

Prilaz zasnovan na procesima se mo`e smatrati  kao kombinacija strategije 

rasporedjivanja dogadjaja i skeniranja aktivnosti. Ovaj prilaz jenajbolji za sisteme 

masovnog opsluživanja gde entiteti čekaju na opslugu od strane resursa, pri ~emu se 

entiteti dinami~ki prate. Ovaj prilaz je osnova strukture procesa kod simulacionih 

jezika SIMULA, SIMPROCESS i GPSS.  

 

9.6. Primeri simulacionih eksperimenata  

 

U daljem tekstu bi}e dati primeri simulacionih eksperimenat a izvr{enih pomo}u GPSS  

i SIMPROCESS programa.  

GPSS (General Purpose Simulation System)predstavlja interpreterski jezik za 

simulaciju diskretnih – stohastičkih sistema. Prvu verziju ovog jezika je razvijena jo{ 

1961. godine za tadašnje računare IBM-704 i IBM-709.  

GPSS je simulacioni sistem u kojem se na jednostavan način pomoću naredbi 

ugrađenog jezika definiše struktura modela i vrši simulacija. Po završenoj simulaciji, 

na raspolaganju su statistički pokazatelji o ponašanju modela u toku simulacije. GPSS 

je jezik orijentisan na procese. Model u GPSS jeziku predstavlja se u obliku dijagrama 

toka. Za konstruisanje dijagrama toka, na raspolaganju je preko pedeset različitih 

blokova, od kojih svaki ima svoje ime, specijalni simbol i namenu. Da bi  konstruisao 

model, programer bira izvestan broj blokova i povezuje ih na određeni način, a zatim 

dobijenu strukturu prevodi u skup GPSS naredbi. Iako model u GPSS-u na prvi pogled 

izgleda isto kao i program u bilo k ojem opštenamenskom programskom jeziku višeg 

nivoa, razlike između GPSS blok naredbi u1080 i naredbi standardnih jezika su 

značajne. Svakom bloku odgovara jedna linija u GPSS programu, a jedan podprogram 

u Asembleru predstavlja jedan blok. Blokovi su statički objekti. To su redovi, uređaji 

(facilty), skladišta (storage), logički prekidači (logical switch), tabele i dr. 
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SIMPROCESS je takodje sasnovan na procesima, ali je softver koji je objektno 

orjentisan. Procese je mogu}e postaviti hijerarhijski, uz grafi~ku predstavu toka 

procesa. SIMPROCESS omogu}ava simulaciju diskretnih sistema, statisti~ku obradu 

podataka, analizu cene ko{tanja. Simulacioni eksperimenti su vr{eni pomo}u 

programa SIMPROCESS Release 2.2.1 (SIMPROCESS;  CACI Product Company, 

USA, 2000.).   

Za detaljnije upoznavanje sa programima na raspolaganju je citirana literatura.  

 
9.6.1. Simulacija rada sistema kori{}enjem GPSS programa 
 
 
Primer 1: Simulacija rada telefonske centrale  

Potrebno je izvršiti simulaciju rada jedne automatske telefonske centrale. Na centralu 

je vezan veći, ali ograničen broj pretplatnika (linija). Bi}e kori{}ena  sledeća 

terminologiju: 

♦ pozivalac je pretplatnik koji pokušava da uspostavi vezu, tj. poziva neki broj; 

♦ pozvani je pretplatnik sa kojim pozivalac pokušava da uspostavi vezu. 

Veza između dve linije (pretplatnika) u centrali se ostvaruje preko kanala, čiji je broj 

takođe ograničen, ali znatno manji od broja pretplatnika. Postojanje slobodnog kanala 

je uslov da bi se ostvarila veza između dve linije. 

Za dati primer va`e sledeće polazne pretpostavke: 

♦ pozivalac ne može pozvati sam sebe, 

♦ ako je pozvani broj zauzet, ne dolazi do uspostavljanja veze i smatra se da je 

pozivalac spustio slušalicu, odnosno da je njegov broj slobodan, 

♦ svaka uspostavljena veza zauzima jedan kanal, 

♦ ako nema slobodnih kanala, ne dolazi do uspostavljanja veze i smatra se da su i 

pozivalac i pozvani broj slobodni, 

♦ ako je pozvani broj slobodan i ima slobodnih kanala, dolazi do zauzimanja kanala i 

uspostavljanja veze, 

♦ kad se uspostavi veza, podrazumeva se da su i pozivalac i pozvani broj zauzeti, 

♦ smatra se da trajanje telefonskog razgovora ima eksponencijalnu raspodelu, 

♦ po završetku razgovora dolazi do oslobađanja linije pozivaoca i pozvanog, kao i 

kanala koji se koristio za tu vezu. 
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Ulazni podaci za model koji mogu da se menjaju su: 

♦ broj telefonskih pretplatnika u sistemu telefonske centrale, 

♦ broj kanala koji su na raspolaganju za uspostavljanje veza, 

♦ prosečno vreme trajanja razgovora, 

♦ prosečno vreme između dva poziva u sistemu i 

♦ broj pokušanih poziva koje treba simulirati. 

Kao rezultat, simulacija treba da obezbedi odgovarajući skup podatka. 

Tok simulacije: 

♦ poruka o svakom pokušanom pozivu, 

♦ poruka o svakoj uspostavljenoj vezi, 

♦ poruka o neuspostavljenim vezama zbog zauzetosti kanala, 

♦ poruka o neuspostavljenim vezama zbog zauzetosti pozivanog, 

♦ poruka o svakom završetku razgovora. 

Pregled odabranih parametara modela: 

♦ broj linija, tj. telefonskih pretplatnika, 

♦ broj raspoloživih kanala u centrali, 

♦ broj poziva za koje se vrši simulacija, 

♦ prosečno vreme trajanja razgovora, 

♦ prosečno vreme između dva poziva u sistemu. 

Statistika simulacije: 

♦ ukupan broj poziva koji su simulirani, 

♦ broj neuspelih poziva zbog zauzetosti kanala, 

♦ broj neuspelih poziva zbog zauzetosti linija, 

♦ broj poziva koji su u toku, 

♦ vreme za koje su obavljeni svi pozivi, tj. vreme simulacije. 

Parametri modela koji se simulira su sledeći: 

♦ maksimalni broj linija (MAXL) je 100, 

♦ maksimalni broj kanala (MAXK) je 20, 

♦ srednje vreme između dva poziva (TPOZ) je 15 s, 

♦ srednje vreme trajanja razgovora (TRAZ) je 150 s. 

Metod izgradnje GPSS programa je sledeći: 
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♦ svakoj telefonskoj liniji se dodeljuje jedan prekidač (SWITCH), pri čemu položaj 

prekidača "uključen" označava da je linija zauzeta; 

♦ kanalima se dodeljuje jedno skladište kapaciteta dvadeset; 

♦ uvodi se jedan tip transakcija sa dva parametra: 

♦ p1 - broj pozivaoca, 

♦ p2 - pozvani broj; 

♦ vremenska jedinica je 1 sekunda; 

♦ simulacija traje 1000 poziva isključujući prelazno stanje 50 poziva. 

 

Listing programa u GPSS-u: 

SIMULATE 
* 
EXPO1 FUNCTION RN2,C24 Eksponencijalna raspodela 
Jezici za simulaciju diskretnih događaja 261 
0,0/.1,.104/.2,.222/.3,.355/.4,.509/.5,.69/.6,.915/.7,1.2/ 
.75,1.38/.8,1.6/.84,1.83/.88,2.12/.9,2.3/.92,2.52/.94,2.81/ 
.95,2.99/.96,3.2/.97,3.5/.98,3.9/.99,4.6/.995,5.3/.998,6.2/ 
.999,7/.9998,8 
EXPO2 FUNCTION RN3,C24 Eksponencijalna raspodela 
0,0/.1,.104/.2,.222/.3,.355/.4,.509/.5,.69/.6,.915/.7,1.2/ 
.75,1.38/.8,1.6/.84,1.83/.88,2.12/.9,2.3/.92,2.52/.94,2.81/ 
.95,2.99/.96,3.2/.97,3.5/.98,3.9/.99,4.6/.995,5.3/.998,6.2/ 
.999,7/.9998,8 
* 
GENERATE X$TPOZ,FN$EXPO1 GENERISANJE POZIVA 
TEST G V$LIN,2,ODB POZIV SE ODBACUJE AKO JE BROJ 
* SLOBODNIH LINIJA MANJI OD 2 
BROJ1 ASSIGN 1,V$UNIF ODREDJIVANJE BROJA POZIVAOCA 
GATE LR *1,BROJ1 DA LI JE POZIVALAC ZAUZET 
LOGIC S *1 POZIVALAC POSTAJE ZAUZET 
BROJ2 ASSIGN 2,V$UNIF ODREDJIVANJE POZIVNOG BROJA 
TEST NE P1,P2,BROJ2 TESTIRANJE DA LI JE P1 <> P2 
GATE SNF KANAL,ZKAN AKO IMA SLOB. KANALA ZAUZMI KAN. 
UZMIK ENTER KANAL ZAUZIMANJE KANALA 
GATE LR *2,ZLIN DA LI JE POZIVNI BROJ SLOBODAN 
LOGIC S *2 ZAUZMI POZIVNI BROJ 
ADVANCE X$TRAZ,FN$EXPO2 TRAJANJE RAZGOVORA 
LOGIC R *1 POZIVAOC POSTAJE SLOBODAN 
LOGIC R *2 POZVANI POSTAJE SLOBODAN 
LEAVE KANAL OSLOBADJA SE JEDAN KANAL 
SAVEVALUE USPOZ+,1 REGISTR. BROJA USPEŠNIH POZ. 
TERMINATE 1 UKLANJANJE TRANSAKCIJE 
* 
ODB SAVEVALUE ODPOZ+,1 REGISTR. BROJA ODBAČENIH POZIVA 
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TERMINATE UKLANJANJE TRANSAKCIJE 
* 
ZKAN LOGIC R *1 AKO NEMA SLOB. KANALA POZIVALAC 
* OSTAVLJA SLUŠALICU 
SAVEVALUE NUPOZ+,1 REGISTR. BROJA NEUSPEŠNIH POZIVA 
* ZBOG ZAUZETOSTI KANALA 
TERMINATE 1 UKLANJANJE TRANSAKCIJE 
ZLIN LOGIC R *1 POZIVALAC OSTAVLJA SLUSALICU JER 
* JE POZVANI BROJ BIO ZAUZET 
LEAVE KANAL OSLOB. KANALA; POZVANI BROJ JE 
* BIO 
ZAUZET 
SAVEVALUE NPOZB+,1 REGISTR. BROJA NEUSPESNIH POZ. 
* ZBOG ZAUZETOSTI LINIJE POZVANOG 
TERMINATE 1 UKLONI TRANSAKCIJE (NEUSP. POZ.) 
* 
KANAL STORAGE 20 BROJ KANALA 
* 
LIN VARIABLE X$MAXL-S$KANAL*2-2 BROJ SLOBODNIH LINIJA 
UNIF VARIABLE X$MAXL*RN1/1000+1 IZABIRANJE LINIJE 
* 
INITIAL X$MAXL,100 CENTRALA IMA 100 LINIJA 
INITIAL X$TRAZ,150 SREDNJE VREME TRAJANJA RAZ. 
INITIAL X$TPOZ,10 SREDNJE VREME IZMEDJU POZ. 
* 
START 50,NP 50 POZIVA PRELAZNI REŽIM 
RESET RESETOVANJE SIMULATORA 
INITIAL X$USPOZ,0 
INITIAL X$ODPOZ,0 
INITIAL X$NUPOZ,0 
INITIAL X$NPOZB,0 
* 
START 1000 SIMULIRATI 1000 POZIVA 
END 
 
Rezultati simulacije:  
GPSS/FON Ver. 2.0, Simulating results 
Relative clock 9623 Absolute clock 10203 
Block counts 
Block Current Total 
1 0 1002 
2 0 1002 
3 0 1336 
4 0 1336 
5 0 1002 
6 0 1013 
7 0 1013 
8 0 1002 
9 0 999 
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10 0 999 
11 0 765 
12 13 776 
13 0 763 
14 0 763 
15 0 763 
16 0 763 
17 0 763 
18 0 0 
19 0 0 
20 0 3 
21 0 3 
22 0 3 
23 0 234 
24 0 234 
25 0 234 
26 0 234 
Storage Capacity Average Average     Entries Average Current   Maximum 
                             Contents Utilisation            Time/tran Contents Contents 
1               20          11.896    0.595       1010      113.341    13         20 
SaveValues 
X$1 = 100 
X$2 = 150 
X$3 = 10 
X$4 = 763 
X$6 = 3 
X$7 = 234 
 
Simulacijom su dobijeni sledeći rezultati: od 1000 poziva, broj uspešnih poziva bio je 

763, broj neuspešnih poziva zbog zauzetosti kanala bio je 3, a neuspešnih poziva 

zbog zauzetosti linije bilo je 234. 
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9.6.2. Simulacija rada sistema kori{}enjem programa SIMPROCESS 

 

Primer 1:  Simulacija rada {alterske slu`be u banci 

U banci radi {alter za podizanje novca, {alter za uplate i {alter za proveru stanja 

teku}ih ra~una gradjana.  

Snimanjem u toku radnih dana su ustanovljene raspodele vremena izmedju dolazaka 

klijenta, kao i raspodele vremena trajanja opsluge na pojedinim {alterima (opslu`nim 

mestima), i to: 

- dolazak klijenata koji podi`u novac:     E1(10.0) 

- dolazak klijenata koji ula`u novac:     E1(20.0) 

- dolazak klijenata koji kontroli{u stanje na teku}em ra~unu:  E1(30.0) 

- opsluga podizanja novca:  E1 (7.0) 

- opsluga ulaganja novca:  E1 (7.0) 

- provera stanja na teku}em ra~unu:E1 (3.0). 

Izvr{iti simulaciju rada {alterske slu`be u trajanju od jedne smene i odrediti osnovne 

parametre rada sistema. 

Re{enje: 

Izgled ekrana sa postavljenim zadatkom je dat na slici 128. 

 

  Slika 128. Izgled ekrana sa postavljenim zadatkom 
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Izgled ustanovljenih i zadatih raspodela vremena izmedju nailzaka i vremena 

opslu`ivanja klijenata je dat na slici 129. 

 

Nailazak klijenata koji podi`u novac 
 

Nailazak klijenata koji ula`u novac 
 

Nailazak klijenata koji proveravaju 

stanje na ra~unu 

 

Opslu`ivanje klijenata koji podi`u 

novac 

 

Opslu`ivanje klijenata koji ula`u  novac 
 

Opslu`ivanje klijenata koji proveravaju 

stanje na ra~unu 

 

Slika 129.  Raspodele vremena izmedju nailazaka i vremena opslu`ivanja klijenata 

 

Procesa rada {alterske slu`be je simuliran u toku jedne smene. Rezultati 

simulacionog eksperimenta su dati u standardnom izve{taju, kao {to sledi: 
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SIMPROCESS Standard Report 
Extracted from output file: C:/My Documents\FACULTY/Operaciona istrazivanja/Zadaci/Simulacija/Banka/Stat1.mon 
Simulation Concluded at   : Tue Nov 11 14:56:24 2003 
 
Model Start Date/Time     : 5/24/2003 07:00:00 
Model End Date/Time       : 5/24/2003 14:00:00 
Actual Start Date/Time    : 5/24/2003 07:00:00 
Actual End Date/Time      : 5/24/2003 14:00:00 
 
Entity : Total Count - Observation Based : Replication 1 
 
                 Total      Remaining  Total     
Entity Names     Generated  In System  Processed 
Podizanje novca         39           1         38 
Uplacivanje nov          20            1         19 
Stanje na racun          9           0          9 
 
Entity : Count By State - Time Weighted : Replication 1 
 
                 Total In System-----  Duration At Activity  Wait For Resources--  Hold For Conditions- 
Entity Names       Average    Maximum    Average    Maximum    Average    Maximum    Average    Maximum 
Podizanje novca      1.156          5       0.638          2       0.518          4       0.000          0 
Uplacivanje nov      0.224          2       0.189          2       0.035          1       0.000          0 
Stanje na racun      0.054          1       0.054          1       0.000          1       0.000          0 
 
Entity : Cycle Time (in Hours) By State - Observation Based : Replication 1 
 
                            Total In Process----  Duration At Activity  Wait For Resources--  Hold For Conditions- 
Entity Names     #Observed    Average    Maximum    Average    Maximum    Average    Maximum    Average    Maximum 
Podizanje novca         38       0.212       0.558      0.117       0.355       0.095       0.517       0.000       0.000 
Uplacivanje nov         19       0.081       0.213      0.068       0.191       0.013       0.168       0.000       0.000 
Stanje na racun          9       0.042       0.070      0.042       0.070       0.000       0.000       0.000       0.000 
 
Resource : Number of Units By State - Time Weighted : Replication 1 
 
                              -----Idle--------  -          -------Busy--------   Planned Downtime--  -Unplanned Downtime-  ------Reserved---
--- 
Resource Names    Capacity    Average    Maximum    Average    Maximum    Average    Maximum    Average    Maximum    Average    
Maximum 
Uplata                1.000      0.811      1.000             0.189      1.000      0.000      0.000       0.000      0.000       0.000      0.000 
Isplata               2.000      0.724      2.000              1.276      2.000     0.000      0.000       0.000      0.000       0.000      0.000 
Provera stanja        1.000      0.946      1.000             0.054      1.000      0.000      0.000       0.000      0.000       0.000      0.000 
 
Resource : Percent Utilization By State : Replication 1 
 
Resource Names                  Idle            Busy         Planned      Unplanned   Reserved 

Uplata             81.093%       18.907%     0.000%     0.000%     0.000% 
Isplata            36.179%        63.821%     0.000%     0.000%     0.000% 
Provera stanja 94.631%       5.369%       0.000%     0.000%     0.000% 

 
Resource : Percent Utilization By State When Available : Replication 1 
 
Resource Names        Idle        Busy   Reserved 
Uplata               81.093%    18.907%     0.000% 
Isplata              36.179%    63.821%     0.000% 
Provera stanja      94.631%     5.369%     0.000% 
 
Activity : Total Entity Count at Selected Activity - Observation Based : Replication 1 
 
                     Total      Remaining   Total 
Activity Names       Accepted   In Act.     Exited 
Stranka koja po          0          0          39 
Stranka koja up          0          0         20 
Provera stanja           0          0         9 
Isplata                  39          1          38 
Uplata                20          1          19 
Stanje na racun          9          0           9 
Odlazak iz bank         66          0           0 
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Primer 2. Sistem transporta i izvoza rude 

 

[ematski prikaz  slo`enog sistema sa karakteristikama elemenata dat je na slici 130.  

 

S0 –SLOZENI SISTEM TRANSPORTA I IZVOZA RUDE –VAR. RESENJE V5 

PODSISTEM ELEMENTARNI  

SISTEMA 

[EMATSKI PRIKAZ KARAK. ELEMENTA SISTEMA 

 OTKOPNO ^ELO 

Generisanje 

transakcija  

 Pretpostavka:  

Na otkopnom ~elu uvek ima odminirane 

rude 

Generisanje transakcija: 

Erlangova raspodela k=2,λ=2 

Transakcija: Q=13,46 t rude 

S11/S12 

Zahvat i transport 

odminirane rude 

 

 

 

 

 

S1 

PODSISTEM 

UTI ma{ine  

n=4 m{ina 

 Broj kanala: C=2 

Broj uredjaja: n= 4 

Intenzitet opsluge po uredj.: 

µ=0.333 trans./min. 

Usvojena f-ja raspodele vremena 

opsluge: Erlangova k=6, λ=4 

S13 

Drobljenje rude 

ZAHVATA I 

OTKOPNOG 

TRANSP. 

RUDE  
Mobilne drobilice 

n= 2 kom. 

 Broj kanala: C=2 

Broj uredjaja: n= 2 

Intenzitet opsluge po uredj.: 

µ=0.61 trans./min. 

Kapacitet privrem. skladi{tenja: 

Q=2 trans./kanalu 

Usvojena f-ja raspodele vremena 

opsluge: Normalna N(1.64; 0.03) 

S21/S22/S23 

Utovar, transport na 

nivou utkopa i istovar 

rude u rudno okno 

 

S2 

PODSISTEM 

TRANSP. NA 

NIVOU 

OTKOPA 

Trakasti transporter 

promenljive du`ine 

 Broj kanala: C=1 

Intenzitet opsluge : 

µ=1,16 trans./min. 

Usvojena f-ja raspodele vremena 

opsluge: Normalna N(0.86; 0.01) 

S24 

Privremeno 

skladi{tenje rude 

 

Rudno okno 

 Disciplina ~ekanja: FIFO 

Zapremina RO: V=700 m3 

(V= 30 transakcija) 
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S31 

Utovar u transportno 

sredstvo 

 

Vibracioni dodava~ 

  Broj kanala: C=1 

Intenzitet opsluge : 

µ=1,16 trans./min. 

Usvojena f-ja raspodele vremena 

opsluge: Normalna N(0.86; 0.01) 

S32/S33 

Transport na nivou 

GTH i istovar rude 

S3 

PODSISTEM 

TRANSP. NA 

NIVOU GTH 

I U GTU 
Transporter sa 

gumenom trakom 

 Broj kanala: C=1 

Intenzitet opsluge : 

µ=1,16 trans./min. 

Usvojena f-ja raspodele vremena 

opsluge: Normalna N(0.86; 0.01) 

S34/S35 

Transport u  GTU i 

istovar rude 

 

Transporter sa 

gumenom trakom 

 Broj kanala: C=1 

Intenzitet opsluge : 

µ=1,16 trans./min. 

Usvojena f-ja raspodele vremena 

opsluge: Normalna N(0.86; 0.01) 

S36 

Privremeno 

skladi{tenje rude 

 

Centralno rudno okno 

 Disciplina ~ekanja: FIFO 

Zapremina RO: V=2500 m3 

(V= 100 transakcija) 

S41 

Istakanje rude iz CRO 

 

Vibracioni dodava~ 

n= 2 dodava 

  

 

Broj kanala: C=1 

Intenzitet opsluge : 

µ=3.33 trans./min. 

Usvojena f-ja raspodele vremena 

opsluge: Normalna N(0.3; 0.01) 

S42 

Utovar u sredstvo 

izvoza  

S4 

 

PODSISTEM 

IZVOZA 
Trakasti dodava~ 

n= 2 dodava~a 

 Broj kanala: C=1 

Intenzitet opsluge : 

µ=3.33 trans./min. 

Usvojena f-ja raspodele vremena 

opsluge: Normalna N(0.3; 0.01) 

S43/S44 

Izvoz rude i istovar 

rude 

 

Izvozno potrojenje 

KOEPE 

 Broj kanala: C=1 

Intenzitet opsluge : 

µ=1 trans./min. 

Usvojena f-ja raspodele vremena 

opsluge: Normalna N(1; 0.1) 

Slika 130. [ematski prikaz slo`enog sistema transporta i izvoza – po~etno 

re{enje 
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Globalni izgled modela (koji je postavljen hijerarhijski) i izgled ekrana ra~unara za 
vreme vr{enja simulacionog eksperimenta dati su na slici 131. 
 
 

 
 

Slika 131. Vr{enje simulacionog eksperimenta pomo}u programa SIMPROCESS 

 
 
 
 Deo rezultata simulacionih eksperimenata nad prou~avanim slo`enim sistemom dat 

je na slici 132.  
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- po~etno re{enje - 

  - prvi korak optimizacije - 

- drugi korak  optimizacije -   
Slika 132. Potencijalni i ostvareni kapaciteti ~vornih ta~aka –  

rezultat simulacionih eksperimenata 
 

Simulacioni eksperimenti su ukazali na uska grla u sistemu. Pobolj{anje performansi 

sistema dobijene su kona~ne projektne promenljiveelemenata, podsistema i slo`enog 

sistema.  

500
550
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650
700
750
800
850
900
950

1000
1050
1100

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Elementi sistema

Q
(t/

h) Pot.kapacitet
Ostv.kapacitet

500
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600
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700
750
800
850
900
950

1000
1050

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Elementi sistema

Q
(t) Poten. kapacitet

Ostv. kapacitet

500
550
600
650
700
750
800
850
900
950

1000
1050

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Elementi sistema

Q
(t/

h) Poten.kapacitet
Ostv. kapacitet

Legenda: 
 
1. Zahvat i transport odminirane rude 

(S11/S12) 
2. Drobljenje rude na otkopu  (S13) 
3. Transport na nivou otkopa 

(S21/S22/S23) 
4. Utovar u sredstvo transporta na GTH 

(S31) 
5. Transport na nivou GTH (S32/S33) 
6. Transport u GTU (S34/S35) 
7. Istakanje rude iz CRO (S41) 
8. Utovar u sredstvo izvoza (S42) 
9. Izvoz (S42/S44) 
 

Usko grlo Usko grlo

Usko grlo
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10. UPRAVLJANJE ZALIHAMA   

 

Za rad produkcionih sistema bez sastoja neophodno je obezbediti odredjene koli~ine 

zaliha sirovina, repromaterijala, delova i sli~no. Sa druge strane, da bi se zadovoljile 

potrebe tr`i{ta, odnosno da bi se u ma kom trenutku mogli isporu~iti tra`eni proizvodi, 

stvaraju se zalihe gotovih proizvoda.  

Stvaranje zaliha zapravo predstavlja anga`ovanje obrtnih sredstava, koja se tro{e za 

nabavku, za tro{kove skladi{tenja, odr`avanja, kamate i sli~no.  

Glavno pitanje je koliko je ekonomi~no dr`ati na skladi{tima sirovine i repromaterijal, 

nedovr{enu proizvodnju, rezervne delove i gotove proizvode.  Na}i optimum 

podrazumeva minimizirati tro{kove zaliha, uz odr`anje kontinualnosti proizvodnog 

procesa i podmirenja zahteva tr`i{ta. 

Zalihe se mogu podeliti prema svojoj svrsi i nameni na slede}e kategorije: 

- Zalihe reprodukcionog materijala 

U ove zalihe spadaju sirovine, materijali potrebni za proizvodnju, potro{ni materijali, 

sitan inventar, ambla`a i sli~no. 

- Zalihe gotovih proizvoda  

- Zalihe rezervnih delova  

Ove zalihe se javljaju kod proizvodja~a ma{ina i uredjaja koje se plasiraju na tr`i{tu i 

podrazumevaju rezervne delove za intervencije u garantnom roku, rezervne delove za 

intervencije servisne slu`be po zahtevu korisnika i delove ma{ina i uredjaja koji se 

vi{e ne proizvode, ali za ~ijim rezervnim delovima ima i dalje potra`nje. 

- Zalihe nedovr{ene proizvodnje 

Ove zalihe ~ine delovi koji jo{ nisu zavr{eni i spremni za ugradnju u finalni proizvod 

posmatranog produkcionog sistema.  Ove zalihe se mogu nalaziti u proizvodnim 

pogonima ili u medjufaznim skladi{tima. 

Da bi se matemati~ki moglo  izvr{iti modeliranje (minimizacija) koli~ina zaliha, moraju 

se poznavati slede}i parametri: 

- potro{nja zaliha, koja mo`e biti konstantna ili promenljiva u razmatranom 

periodu, 

- vreme potrebno za obezbedjenje nove koli~ine zaliha (vreme izmedju trenutka 

naru~ivanja i prispe}a u skladi{te),  

- nabavne cene,  
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- raspolo`ivi kapaciteti skladi{tenja po svakom artiklu koji se skladi{ti, 

- tro{kovi skladi{tenja – redovni, 

- tro{kovi skladi{tenja – vanredni, u slu~aju kada se hitno anga`uje ili iznajmljuje 

dodatni skladi{ni prostor. 

 

Kao rezultat modeliranja, trebaju se dobiti slede}i parametri: 

- optimalna veli~ina serije uz minimalne tro{kove zaliha u posmatranom 

vremenskom periodu, 

- vreme naru~ivanja odredjenog artikla, da bi tro{kovi bili minimalni. 

Sami modeli zaliha se mogu podeliti na: 

- dinami~ke modele, i  

- stati~ke modele. 

Prema prirodi problema (tra`nja, nabavka, proizvodnja), modeli mogu biti: 

- deterministi~ki, koji }e biti razmatrani u ovom poglavlju, i  

- stohasti~ki. 

 

10.1. Model zaliha sa konstantnom nabavkom  

 

Model se mo`e primenjivati uz ograni~enje da je potra`nja, odnosno tro{enje zaliha 

konstantno, a da je nabavka trenutna. Idealni i stvarni proces nabavke i tro{enja zaliha 

je dat na slici 133. 

 

  a) Stvarni proces    b) Idealni proces 

  Slika 133. Nabavka i tro{enje zaliha 
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Upravljanje zalihama ima za cilj da se u svakom trenutku mo`e vr{iti kontrola koli~ine i 

asortimana zaliha na skladi{tu i na vreme reagovati, odnosno, naru~iti nove koli~ne, a 

sve u cilju odr`avanja kontinualnosti proizvodnje.  

Razmatrani model podrazumeva periodi~nu dostavu novih koli~ina, po odredjenom 

taktu, Naknadne interventme nabavke nisu predvidjene, nedostatak zaliha, odnosno 

negativne zalihe nisu dopustive. Ovakav model je dat na slici  134. 

 

  Slika 134. Model sa konstantnom periodi~nom nabavkom i  

lineranim tro{enjem zaliha  

 

 

Iz prednjeg proizilazi da se funkcija tro{kova mo`e predstaviti kao zbir tro{kova 

nabavke i tro{kova skladi{tenja zaliha: 

 

tqkkqf ∗∗+=
−

10)(        (197) 

gde su: 

k0 (din) – tro{kovi redovne nabavke delova, repromaterijala u jednoj seriji, 

k1(din/kom./danu) - jedini~ni tro{kovi skladi{tenja artikala u definisanom vremenskom 

intervalu, 

−

q (kom)- prose~na koli~ina zaliha  u posmatranom vremenskom periodu, 

t (dan) - posmatrani vremenski period 

Funkcija ukupnih tro{kova za sve periode nabavke i  tro{enja u posmatranom periodu 

τ (recimo 1 godina) je: 
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τ∗∗+=∗∗+=∗=
−

2
)()()( 1010

qk
q
QktqkknqfnqF    (198) 

Minimum ove funkcije }e se dobiti izjedna~avanjem prvog izvoda po koli~ini q sa 0. 

 

 0
2
10)(

1
2

0 =∗+∗∗−⇒= − tkqQk
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     (199) 

 

 
τ∗
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1
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k

Qk
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Koli~ina q* je optimalna veli~ina serije, odnosno veli~ina (koli~ina) koja obezbedjuje 

najni`e tro{kove po seriji.  

Optimalni ukupni tro{kovi u posmatranom periodu su sada: 

 

 

τ

τ

QkkqF

qk
q
QkqF

10

*

1*0
*

2)(min

2
)(

=

+=
       (201) 

Funkcija F(q) ima minimum, {to se dokazuje time da je drugi izvod ve}i od 0. 

 

10.2. Model zaliha sa naknadnim naru~ivanjem  

 

Ovo je kompleksniji model  i predstavlja slu~aj kada je potra`nja ve}a od nabavljenih 

zaliha. Za razliku od prethodne varijante sa regularnom nabavkom, u ovom modelu je 

pored regularne nabavke (p)  predvidjena i interventna nabavka (q) , kao {to je 

prikazano na slici 135. 

 

 Slika 135. Model zaliha sa interventnom nabavkom 
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Vremenski veriodi t1 i t2 se mogu izraziti kao: 

 

t
q
ptttit

q
pt )1(..;.. 121 −=−==       (202) 

 

Srednja koli~ina zaliha u periodu t je 
2
pp =

−

, pa su tro{kovi finansiranja zaliha u ovom 

periodu 11 tkp ⋅⋅
−

. Srednja koli~ina nedostaju}ih (interventnih) zaliha u vremenskom 

periodu t2 je )(
2
1___

pqq −⋅=∆ , pa su tro{kovi za njihovo servisiranje ).(
2
1

22 pqtk −⋅⋅⋅  

Funkcija tro{kova za ukupni period t je: 

 

 2211022

___

11

___

0 22
),( tkpqtkpktkqtkpkpqf ⋅⋅

−
+⋅⋅+=⋅⋅∆+⋅⋅+=   (203) 

gde su: 

k0 (din) - tro{kovi nabavke zaliha, 

k1(din/kom/danu) – tro{kovi skladi{tenja regularnih zaliha za vremenski period t1 

k2 (din/kom/danu) – tro{kovi nabavke i skladi{tenja interventnih zaliha u vremenskom 

periodu t2 

 

Za ceo posmatrani vremenski period τ funkcija ukupnih tro{kova je: 

  

ττ ⋅
⋅
−

⋅+⋅
⋅
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⋅⋅⋅
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+⋅⋅+=

q
pqk

q
pk

q
QkpqF

ntkpqtkpkpqF

2
)(

2
),(

)
22

(),(

2

2

2

10

22110

     (204) 

Minimum funkcije ukupnih tro{kova }e se odrediti izjedna~avanjem parcijalnih izvoda 

(po q i po p) sa nulom, uz uslov da su izvodi drugog reda ve}i od nule. 
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Optimalne koli~ine zaliha su: 
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Minimalna vrednost funkcije cilja je sada: 

 

21

2
102),(min

kk
kQkkpqF
+

⋅⋅⋅⋅⋅= τ       (208) 

 

10.3. Zalihe nedovr{ene proizvodnje 

 

Ove zalihe su zna~ajne kod serijske proizvodnje na linijama, koje rade po odredjenom 

taktu. Ritam proizvodnje u principu ne sme imati zna~ajnija odstupanja.  Kod prekidnih 

(diskonutinualnih) proizvodnih sistema, koli~ina zaliha nedovr{ene proizvodnje raste 

srazmerno vremenu trajanja ciklusa i intenzitetu toka materijala, {to za sobom povla~i 

ve}a potrebna obrtna sredstva i pove}ava tro{kove skladi{tenja. 

Kod kontinualnih proizvodnih sistema koli~ina zaliha nedovr{ene proizvodnje zavisi od 

broja radnih mesta, od slo`enosti tehnolo{kog procesa i ritma rada linije, odnosno, 

zavisi od du`ine proizvodnog ciklusa koji je napred navedenim faktorima odredjen. 

Kod kontinualnih proizvodnih sistema se razlikuju slede}e vrste zaliha: 

- Tehnolo{ke zalihe tq , koje omogu}avaju nesmetani rad linije, odnosno, 

po~etak operacija istovremeno na svim radnim mestima. Nepostojanje (ili 

nedovoljna koli~ina) ovih zaliha dovode do gubitka u produktivnosti radnih 

mesta (ma{ina) odnosno, do zastoja u radu linije. Veli~ina ovih zaliha je 

odredjena brojem radnih mesta i brojem pozicija koje se obradjuju na tom 

radnom mestu. 
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- Transportne zalihe trq obuhvataju sve pozicije koje se u posmatranom trenutku 

nalaze u transportu (izmedju radnih mesta). 

- Obrtne zalihe 0q imaju za cilj spre~avanje zastoja na liniji, a u slu~aju da 

operacije na susednim radnim mestima nisu sinhronizovane. 

- Sigurnosne (rezervne) zalihe  rq  se uvode radi spre~avanja naru{avanja ritma 

linije i odredjuju se posebno za svaku liniju, a u funkciji karakteristika linije i 

verovatno}e nastajanja zastoja. Ove zalihe mogu da nadomeste proizvodnju u 

slu~aju pojave {karta, ili u slu~aju kvara neke ma{ine. 

- Zalihe pode{avanja pq se planiraju radi eliminisanja zastoja usled pode{avanja 

ma{ina, zamene alata i sl. 

- Zalihe za opravku opq su uslovljene sistemom opravki i odr`avanja  proizvoda. 

 

10.3.1. Planiranje obrtnih  i maksimalnih zaliha obrtanja T0 

Grafi~ki prikaz stvaranja nedovr{ene proizvodnje je dat na slici 136 i 137. Na slici 136 

je dat gantogram izrade nekog dela.  

 

Slika 136. Gantogram izrade proizvoda 
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Na slici 105 prikazan proces stvaranja obrtnih zaliha.  U svakom uo~enom preseku (z-

z) se mo`e izra~unati koli~ina nedovr{ene proizvodnje, u funkciji v remena trajanja 

operacije i vremena po~etka rada na pojedinim operacionim ciklusima.  

Stepen iskori{}enja radnog vremena na i-tom radnom mestu, pod uslovom da je 

trajanje ciklusa (trajanje takta) T0 je:  

                         (209) 

Ciklus izrade n-predmeta (proizvoda) na i-tom radnom mestu zavisi od du`ine trajanja 

i-te operacije. Posmatraju}i proizvoljan presek (z-z), mo`e se ira~unati da su do tok 

trenutka ma{ine bile anga`ovane:  

                     (210) 

pri ~emu je θi – stepen neprekidnog rada ma{ine Mi do posmatranog trenutka. 

 

 

Slika 137. Diajgram procesa stvaranja zaliha  
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Koli~ina proizvoda jedne serije q, koja se proizvede u vremenu  toi, se mo`e izra~unati 
kao:  

         (211)
 

Na osnovu vremena ciklusa, ili ritma, kao: 

 
         (212)

 

Koli~ina proizvedenih komada
  

 za operacije  i i (i+1), za presek (z-z),  se odredjuje 

kao:  

- za i-tu operaciju:  (kom)    (213) 

- za (i+1)-u operaciju: (kom)   (214) 

U posmatranom trenutku se mo`e uo~iti razlika u~inka izmedju teku}eg i narednog 
radnog mesta, kao: 

            (kom) 

Pri ovome mogu nastati slede}e situacije: 

  ,  {to zavisi od odnosa :   

Koli~ina medjuoperacionih zaliha se ra~una kao: 

  (kom)       (215) 

Koli~ina medjuoperacionih zaliha je funkcija vremena, po{to su   promenljive 
u vremenu je: 

          (216) 
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Stanje ovih zaliha, kao zaliha nedovr{ene proizvodnje, a pre obezbedjenja obrtnih 

zaliha uravnote`enja,  se mo`e uop{teno prikazati kao na slici 138 u obliku 

diskontinualne linearne funkcije. 

          

Slika 138. Stanje zaliha nedovr{ene proizvodnje (bez uravnote`enja) 

Kako pri kontinualnoj proizvodnji nisu dozvoljene negativne zalihe, na po~etku ciklusa 

rada se pre teku}ih operacija postavljaju obrtne zalihe uravnote`enja, pri ~emu je 

potrebno dobiti stanje zaliha nedovr{ene proizvodnje, kao {to je dato na slici 139. 

 

Slika 139. Stanje zaliha nedovr{ene proizvodnje -  sa uravnote`enjem 

Superpozicija, koja je ostvarena radi eliminisanja negativnih vrednosti, mo`e se izraziti 
kao: 

                    (217) 

Funkcija zaliha se defini{e kao:  

         (218)  

Klju~ni faktor funkcije  Qi,ij+1 je njen konstantni deo qoi,i+1, koji predstavlja potrebu za 

obrtnim zalihama, {to zna~i da se na po~etku (i+1) operacije “ula`e” odredjena 
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dovoljna koli~ina sirovina, polufabrikata, predmeta rada da bi se izbegla negativna 

vrednost nedovr{ene proizvodnje u bilo kom trenutku, odnosno preseku (z-z), 

odnosno, zastoj, ~ekanje na predmete rada iz prethodne faze, odnosno operacije. Ova 

koli~ina se javlja i na kraju procesa, pa se zbog toga i naziva obrtnom zalihom. 

Vrfednost obrtnih zaliha se odredjuje sa grafika medjuoperacijskih zaliha, pri ~emu se 

uo~i presek gde funkcija ima minimalnu vrednost  . Ovo mesto je 

karakteristi~no obzirom na stepen iskkori{}enja θi, koji se obele`ava sa , odnosno, 

za   (i+1)-u operaciju sa  . Na osnovu ovoga se mo`e napisati:: 

    ,      
  (219)

 

Pored minimalne vrednosti je va`no znati i maksimalnu vrednost funkcije Qi,j+1. 

Karakteristi~ni koeficijenti optere}enja su   � , pa je maksimalna vrednost 

ekstrema:   

 
    (220)
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10.4. Primeri re{enih zadataka 

 

Primer 1.  

Fabrici je za kontinualnu proizvodnju potrebno 20.000 kg odredjene sirovine godi{nje. 

Fiksni tro{}kovi po svakoj porud`bini iznose 50.000 din., dok tro{kovi skladi{tenja i 

odr`avanja sirovine u fabrici iznose 1 din/kg/dan.  

Odrediti: 

a) Optimalnu koli~inu q*  koju treba da sadr`i porudzbina da bi ukupni godi{nji troškovi 

bili  minimalni.  

b) Za koji iznos se ukupni godi{nji tro{kovi pove}avaju ako menad`ment preduze}a 

odlu~i da nabavlja po 4.000 kg sirovine po porud`bini ? 

 

Re{enje: 

 

Polazni podaci: 

)//_(1
)/_(000.50

.)/_(000.20

1

0

dankgdink
porudzbinidink

godkgQ

=
=
=

 

a) Optimalna veli~ina porud`bine 

)/_(340.2
3651

000.20000.5022

1

0 porudzbinikg
k

Qkq ≈
•
••

=
•
••

=∗

τ
 

 

b) Godi{nji tro{kovi 

)/_(400.854
2

)(

)/_(340.2

10 goddinqk
q
QkqF

porudzbinikgqq

=••+•=

==
∗

∗
∗

∗

τ
 

)/_(000.980
2

)(

)/_(000.4

10 goddinqk
q
QkqF

porudzbinikgq

=••+•=

=

τ
 

.)/_(600.125000.854000.980)()()( goddinqFqFqF =−=−=∆ ∗
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Primer 2. 

 

Preduze}e koje se bavi monta`om ma{ina, pravi plan nabavke delova za naredno 

polugodište. Potrebno je nabaviti  ukupno 1600 delova. Nabavka se mo`e vr{iti 

svakog dana. Fiksni tro{kovi po porudžbini su 10 n.j., a troškovi skladištenja po jedinici 

su 2 n.j. za period od  mesec dana.  

Odrediti: 

a) Optimalnu količinu nabavke, broj porudžbina u toku razmatranog perioda, grafički 

prikazati proces nabavke i trošenja zaliha 

b) Minimalne troškove dr`anja zaliha u naznačenom periodu. 

Re{enje: 

Polazni podaci: 

sec)//.._(1
)/.._(40

.)/_(600.1

1

0

mekomjnk
porudzbinijnk

periodukgQ

=
=
=

 

a)        Optimalna veli~ina porud`bine: 

)/_(146
61
16004022

1

0 porudzbinikom
k

Qkq ≈
•
••

=
•
••

=∗

τ
 

 Broj isporuka u toku razmatranog perioda  

 )sec_6/_(95,10
73

1600 imeporudzbina
q
Qn === ∗  

 Grafička predstava procesa nabavke i trošenja je data na slici 140. 

100

60

40

20

80

1 2 3

q (komada/porudzbini)

140

120

160

4 5 6 t (meseci)
 

Slika 140. Proces nabavke i trošenja zaliha 
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b) Minimalni troškovi držanja zaliha u naznačenom periodu (6 meseci) 

)sec_6/.._(876
2

)(

)/_(146

10 imejn
q

k
q
Q

kqF

porudzbinikomqq

=••+•=

==
∗

∗
∗

∗

τ
 

Primer 3. 

Ukupna potra`nja za razmatranim proizvodom je 44.000 komada na godi{njem nivou. 

Fiksni tro{kovi za realizaciju proizvodne serije su 8300 h.j/seriji. Jedini~ni tro{kovi 

odr`avanja zaliha (proizvoda) su 80 (n.j./kom/mes). Tro{kovi naknadne nabavke su 

320 (n.j/kom/mes).  

Za slu~aj da je potra`nja proizvoda ve}a od redovnog nivoa zaliha odrediti optimalni 

obim q* potra`nje proizvoda u toku vremenskog perioda t, kao i optimalni obim zaliha  

p* u istom vremenskom intervalu t. 

Re{enje: 

Polazni podaci su: 

.)//._(320
)//._(80
)/.._(300.8

._1
.)/_(000.44

2

1

0

meskomjnk
meskomjnk

serijijnk
god

godkomQ

=
=
=
=
=

τ
 

Grafi~ka predstava problema je data na slici 141. 

 

Slika 141. Model optimalnih zaliha sa redovnom i interventnom nabavkom 
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 (kom/seriji) 

  (kom/seriji) 

Minimalna vrednost funkcije cilja, odnosno, minimalna vrenost tro{kova na godi{njem 

nivou je: 

 (n.j.) 

Optimalno vreme proizvodnog ciklusa je : 

 (mes)  (dan) 

Vremena  i   su: 

 (mes.)   (dan) i  9 (h) 

 (mes.)  (dan) i 15 (h). 

Vrednost nedostaju}ih zaliha na kraju razmatranih perioda t* je: 

 (kom) 

Optimalni broj ciklusa u toku godine je: 

 (ciklusa/godini) 
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